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Kivonat

A kozlekedési eszk6zok, nagy értékd ipari berendezések biztonsdgos €s gazdasagos iize-
meltetéséhez alapvetd fontossagu az dket felépitd szerkezetek, alkatrészek integritdsdnak
megdllapitdsa és a még hatralevo élettartamuk megitélése. Ezen kérdéseket szamos ténye-
z0 befolydsolhatja, amelyek koziil igen fontos az esetlegesen benniik taldlhaté anyaghibak
méretének és helyének minél pontosabb ismerete. Az iparban erre a célra széles korben
alkalmaznak tn. roncsoldsmentes anyagvizsgdlati eljardsokat. Az elektromégneses el-
vl vizsgalatokndl az anyagjellemzdktol fiiggben rendszerint két modszert alkalmaznak.
Ferromégneses anyagokndl a magneses fluxusszorast, mig a nem feltétleniil ferromégne-
ses, de mindenképpen vezet6 anyagokndl az orvénydramd maédszert (eddy-current testing,
ECT) haszndljdk. Az anyaghiba jelenléte el6bbinél a permeabilitds, mig utébbindl a ve-
zetOképesség lokdlis megvaltozasat okozza, ami egy jol megvalasztott, mérhetd kimeneti
jel (pl. impedancia) véltozédsan keresztiil kimutathato.

A kimeneti jel ugyanakkor nem csak anyaghiba jelenlétében véltozhat. A konfigu-
raci6 valamennyi paraméterének (pl. mérési elrendezés, nem pontosan ismert anyagjel-
lemz8k, stb.) ingadozdsa befolydsolhatja a mért jel értékét, tehdt bizonyos esetekben
meghamisithatja az eredményeket. Igy az eljards optimalizaldsidhoz a bemeneti paramé-
terek bizonytalansdgainak a kimenetre gyakorolt hatdsat ismerni kell. Erre a problémara
kindl elegans €és hatékony matematikai megoldast az érzékenységvizsgalat. Az egyik el-
terjedten alkalmazott technika, az in. Sobol-indexek szamitdsanak elméleti alapjait mar a
90-es években kidolgoztdk. A mddszer alkalmazdsahoz a vizsgélt elrendezést rendszerint
a bemeneti véltozok sok értéke mellett modellezni kell, ami bonyolult feladatok esetén
igen idGigényes lehet. A modszer elterjedéséhez ezért hozzdjarult szamos olyan matema-
tikai eredmény, amelyekkel a szdmitdsi igény tovabb csokkenthetd és az eredeti definicion
tilmutatd, 0sszetettebb problémak vizsgalhatdk vele.

A dolgozatom célja a Sobol-indexeken alapul6 érzékenységvizsgalat, valamint az ah-
hoz szorosan kapcsolddo legfrissebb matematikai eredmények (pl. helyettesité modellek)
bemutatdsa, ezek részbeni kiterjesztése sajat eredményekkel, valamint illusztralasuk az
elektromégneses roncsoldsmentes anyagvizsgélat témakorébe tartozo relevéns tesztfel-

adatokon keresztiil.



Abstract

The statement of the integrity of the structures and components, and the determination of
their remaining lifetime have fundamental importance in the safe and efficient operation
of the means of transport and high value industrial appliances. These questions can be
influenced by many parameters, of which a very important one is the determination of the
accurate location and size of the possibly occurring material flaws inside them. For this
purpose, the so-called non-destructive testing is widely used in industry.

In the case of the methods based on electromagnetic principle, two kinds of testing
are commonly used depending on the material properties. In ferromagnetic materials
the magnetic flux-leakage method, while in non-ferromagnetic, but definitely conductive
materials the eddy-current testing (ECT) is used. The presence of the material flaw results
in the change of the permeability or the conductivity, respectively. This can be highlighted
via the deviation of a properly chosen, measurable output signal (e.g., impedance).

However, the output signal can change not only due to the defects. The fluctuation of
any parameter of the configuration (e.g., measurement setup, not exactly known material
properties) may influence the value of the measured signal and so distort the results in
certain cases. Thus, for the optimization of the method we need to know the effect on
the output signal caused by the uncertainty of the input parameters; for this problem the
sensitivity analysis provides an efficient, sophisticated mathematical solution.

The calculation of the so-called Sobol-indices is a widely applied technique of which
theoretical background has already been developed in the 90’s. The method requires the
modelling of the examined configuration at several different settings of the input variab-
les, which can be computationally demanding in complex problems. Therefore, it could
only become widespread with the help of some further mathematical tools, by which the
computational time can be further reduced and more complex problems—beyond the ori-
ginal definition—can be examined.

The purpose of my work is to introduce the sensitivity analysis based on the Sobol
indices and the related up-to-date mathematical results (e.g., surrogate models), to partly
extend them with own results and to illustrate them in the scope of electromagnetic non-

destructive testing via some relevant test examples.



1. fejezet

Bevezetés

A szerkezeti elemek rejtett anyaghibdinak feltardsara az iparban elGszeretettel alkalmaz-
nak roncsoldsmentes anyagvizsgalati eljardasokat. Ezek a vizsgélatok alapvetd fontossagu-
ak ahhoz, hogy a beldliik felépitett épiiletek, ipari berendezések miiszaki dllapotat, még
hatralévd élettartamat meg tudjuk dllapitani €s azokat biztonsdgos koriilmények kozott,
gazdasdagosan tudjuk iizemeltetni.

A mérési eljardsok 1ényege, hogy a mintadarabban fellelheté anyaghiba lokdlisan
megvéltoztatja annak anyagjellemzgit. Kiilsé gerjesztés alkalmazdsa mellett ez az el-
térés kimutathat6 egy jol megvdlasztott kimeneti jel véltozdsan keresztiil. Az anyaghiba
jelenlétének a kimenetre gyakorolt hatdsa igy altaldban fizikai megfontoldsok alapjan ko-
vetkezik, azonban a detektdlds sordn egy ellentétes irdnyu kapcsolatot tételeziink fel és
a kimeneti jel valtozasabol szeretnénk kovetkeztetni az anyaghiba létezésére és egyben
pozicidjara is. Az ipari alkalmazdsokban a defekt pozicidéjdnak ismerete nem mindig ele-
gendd €s valojaban egy joval erdsebb éllitds megfogalmazdsara toreksziink: az anyaghiba-
rekonstrukci6 sordn a kimeneti jel alapjan probaljuk meghatdrozni azt a fizikai konfigu-
raciot, amelyhez a mért értékek tartoznak, ez matematikai értelemben az inverz probléma
megoldését jelenti.

A kimeneti jel ugyanakkor nemcsak anyaghiba jelenlétében véltozhat. A konfiguracio
tobbi paraméterének bizonytalansaga, vagy a névleges ért€kétdl valo eltérése is modosit-
hatja a mért értékeket. A bizonytalan paraméterek forrasai lehetnek pl. a nem ponto-
san ismert anyagjellemzdk (pl. az anyag inhomogén viselkedése, feliileti egyenetlensége)
vagy a mérési elrendez€s ingadozdsa (pl. a méréfej tavolsdga a mintadarabtdl). Ezek a
hatdsok tobbnyire nem determinisztikus eredetiiek, a figyelembe vételiik ugyanakkor fel-
tétleniil sziikséges, hiszen egy Un. konfigurdcids zaj formdjaban folyamatosan terhelik a
kimeneti jelet. Ha a zaj okozta jelszintvéltozds sszemérhet6 azzal a valtozdssal, amit az
anyaghiba dnmagaban okozna, akkor ezzel nemcsak lehetetlenné tehetik az anyaghiba re-
konstrukciéjat, de magat a detektalds tényét is modosithatjak. Ezen nem determinisztikus
hatdsok figyelembe vétele csak statisztikus tton lehetséges. A mérési eljaras koré egy

olyan modellt kell felépiteniink, amelynek a bemenetei a konfigurici6 és az anyaghiba



bizonytalan paraméterei és arra keressiik a védlaszt, hogy a kimeneti jel bizonytalansagat
milyen mértékben okozzdk az egyes bemeneti valtozok.

Erre a problémara kindl egy elegins és hatékony megoldast a matematika egyik 4ga,
az érzékenységvizsgélat. A szakirodalomban fellelhetd szamos mdédszer koziil jelen dol-
gozatban egy olyan eljarast alkalmazunk, ami az Gn. Sobol-indexek szdmitdsan alapszik.
A modszer a bizonytalansdgokat a kimenet variancidjan keresztiil probélja szdmszer(site-
ni azdltal, hogy azt maradéktalanul felosztja az egyes bemeneti valtozok (és csoportjaik)
kozott a hozzdjaruldsuknak megfeleléen. A technika alkalmazdsdhoz a vizsgélt elrende-
z€st rendszerint a bemeneti véltozok sok értéke mellett modellezni kell és az 6sszetartozd
bemeneti-kimeneti parok (tovabbiakban mintdk) felhasznéldsaval érhetd el az el6bb em-
litett felosztds. Emiatt sziikségessé vilik, hogy adott fizikai konfiguracié mellett meg
tudjuk hatdrozni a hozza tartoz6 kimeneti jelet, tehat ismerjiik a direkt probléma megol-
dasat. Egy pontos modell felépitésének az dra rendszerint a nagy szamitasi igényben és
a hosszu futdsi id6ben nyilvanul meg, ami kiillonosen kedvezétlen akkor, ha nagy szdmu
mintdra van sziikségiink. A megoldas az un. helyettesité modellek alkalmazdsaban rejlik,
amelyek a szdmitasi modelleket egy alacsony koltségli, ekvivalens algebrai formuldval
képesek kivéltani. Felépitésiikhoz rendszerint kevesebb mintdra van sziikség, és miutdn
felépiiltek, tetsz6leges szdmu minta generdlhatd a segitségiikkel az érzékenységvizsgalat
elvégzéséhez.

Jelen dolgozat kozéppontjaban az elektromdgneses elvii roncsoldsmentes anyagvizs-
gdlati eljarasok allnak, a célja pedig az érzékenységvizsgédlat bemutatdsa néhany, ipari
szempontbdl relevans tesztpéldan keresztiil. Az érzékenységvizsgdlat legmodernebb esz-
kozeibdl kiindulva, azokon bizonyos kiterjesztéseket végrehajtva jutunk olyan modsze-
rekhez, amelyek hatékonynak bizonyulnak a tesztfeladataink megolddsdra. Az eredmé-
nyek segitségével feltérképezhetjiik a bemeneti paramétereknek a kimenetre gyakorolt
hatdsét, amivel egyszersmind altaldnos jellemzést adhatunk a detektédlds pontossagardl és
az inverz probléma megoldhatésdganak elvi kérdéseirdl. A 2. fejezetben egy részletesebb
leirast adunk a roncsoldsmentes vizsgélatokrdl, kiilonos tekintettel az elektromagneses
elviiekre. A 3. és 4. fejezetekben foglaljuk 0ssze mindazon matematikai ismereteket és
friss eredményeket, amik az érzékenységvizsgalat elvégzésének elméleti hattereként szol-
gilnak. Kitériink arra is, hogyan lehet a Sobol-indexeken alapul6 érzékenységvizsgalat
eredeti definicigjat kiterjeszteni a roncsoldsmentes vizsgélat szempontjabdl fontos alta-
ldnosabb esetekre is (pl. vektor értékl kimenetek egy feliileti szkennelés eredményeként
vagy nem fiiggetlen bementi valtozok kezelése). Végiil az 5. fejezetben keriilnek ismerte-
tésre a numerikus tesztpéldak és a hozzajuk kapcsold eredmények, amit a 6. fejezetben az
érzékenységvizsgilatbdl az anyagvizsgélati eljarasra vonatkozo6 altaldnos kovetkeztetések

levonasaval zarunk.



2. fejezet

Roncsolasmentes anyagvizsgalat

2.1. Altaldnos leiras

Roncsoldsmentesnek (Non-destructive testing—NdT) nevezziik mindazon anyagvizsgé-
lati eljarasokat, amelyek célja a mintadarab belsé szerkezetérdl, rejtett hibdirdl valé in-
formacidszerzés anélkiil, hogy abban maradand6 karosodést okoznanak. Az iparban nagy
igény van az ilyen vizsgdalatokra, elegend6 példaul az épiiletek, hidak szerkezeti elemeire,
tartdéoszlopaira vagy nagy igénybevételnek kitett berendezésekre (pl. repiil6gépek turbi-
nalapdtjai) gondolni. A rejtett hibdk (torés, repedés) ismeretének hidnya, miiszaki allapo-
tuk és hatralévo élettartamuk helytelen megitélése komoly karokhoz, szélsdséges esetben
katasztréfakhoz vezethetnek.

Ilyen vizsgdlatok elvégzésére szamos lehetdség kindlkozik, a teljesség igénye nél-
kiil megemlitjiik, hogy 1étezik festékpenetracids eljaras, ultrahanggal vagy rontgensugéar-
ral mikodo vizsgélat, Barkhausan-zaj mérésen alapuld eljards valamint elektromédgneses
elvii vizsgdlat is. Utdébbin beliil kiemelendéek az 6rvénydramd mddszerek és a fluxus-
szordason alapu eljardsok; jelen dolgozatban ezen két modszerrel foglalkozunk és ezeket
részletesebben fogjuk bemutatni. Mindkét médszer kozos jellemzdje, hogy a hiba lokéli-
san megvaltoztatja a mintadarab valamely elektromdgneses jellemz§jét (vezetoképesség,

permeabalitds), amely jol nyomon kovethetd a kimeneti jel valtozdsaban.

2.2. Elektromagneses elvii vizsgalatok

A magneses fluxusszoras modszer (Magnetic Flux Leakage — MFL) ferromagneses, nem
feltétleniil vezetd anyagokndl haszndlhat6 és a permeabilitds lokdlis megvaltozasan ala-
pul. A mintadarabot dllandé magneses térrel gerjesztjiik, ami 1étrehozhaté példaul egy
permanens magnes vagy egy egyenaramu gerjesztGtekercesel korbevett magnesezd jarom
polusai kozott. Egy lehetséges megvaldsitads szerint a magnest adott magassdgban (amire
az angol szakirodalom /ift-off -ként hivatkozik) mozgatjuk a mintadarab felett és mérjiik a

magneses fluxus véltozasat, amely hibamentes esetben — eltoldsra invaridans munkadarab



esetén (lemez, cs6) — dlland6 kimeneti jelet eredményez. Az anyaghiba permeabilitdsa
tobb nagysdgrenddel is eltérhet az 6t koriilvevd ferromdgneses anyagétol, melynek ko-
vetkeztében a médgneses er6vonalak kiszorulnak az anyaghiba belsejébdl és ez lokalisan
megvdltoztatja az erdvonalak szerkezét. Ez a vdltozds a levegdben fellép6 magneses in-
dukcié mérésén keresztiil kdzvetleniil kimutathato.

Az orvénydramu eljardsok (Eddy-current Testing — ECT) mindenképpen vezetd, de
nem feltétleniil ferromédgneses mintadarabok vizsgdlatdndl fordulnak eld és a vezetdké-
pesség megvaltozdsan alapulnak. Ezt a technikédt alkalmazzdk pl. atomerémiivek ho-
cseréldjének vizsgdlatakor. A mintadarabot idGben valtozé mégneses térrel gerjesztik
egy kiilso forras segitségével, ami a vezetOképes anyagban orvénydramokat indukdl. Az
anyaghiba az eltér6 (sokszor nagysdgrendekkel kisebb) vezetoképessége miatt modositja
az orvénydaramu palydk szerkezetét, amir6l informéciét hordoz az édltaluk indukalt mégnes
tér. Igen gyakori, hogy a gerjesztés id6harmonikus és ekkor a gerjesztd forrds lehet egy
mérdtekercs, amelynek impedancidjanak valtozasan keresztiil észlelhet6 az anyaghiba je-
lenléte.

A detekciot nehezitheti, ha a mérés sordn egyéb, nem az anyaghibaval kapcsolatos
paraméterek is megvaltoznak, amik ugyanigy képesek modositani a kialakulé elektro-
magneses teret. Tipikusan ilyen a gerjesztdtekercs vagy mégnes tdvolsdga a mintada-
rabtol, de médosité tényezd lehet az anyag feliiletének egyenetlensége is. A mintadarab
inhomogenitdsabdl adéddan az anyagjellemzdk valtozasét is tévesen anyaghibaként lehet
detektdlni. Mindezekre tekinthetiink Ggy, hogy a mérés sordn a kimeneti jelet zaj terheli,
amit a tovabbiakban konfigurécids zajnak neveziink.

Emlitettiik, hogy az érzékenységvizsgalat elvégzéséhez ismerni kell a direkt probléma
megolddsat, azaz egy adott fizikai konfiguracié mellett meg kell tudnunk hatarozni a ki-
alakul¢ elektromégneses teret. Ez a gyakorlatban numerikus tton, a Maxwell-egyenletek
diszkretizaldsdn keresztiil torténik, pl. a végeselem mddszer vagy az integralegyenlet
modszer segitségével. Ezen mddszereket elérhetjiik dltaldnos célu térszamitd szoftverek-
ben (pl. Comsol®, CST Studio Suite®), de bizonyos esetekben célszeriibb kifejezetten az
adott problémara optimalizalt térszamit6 kod elkészitése. A numerikus moédszerek igen
pontos eredményekkel is szolgdlhatnak, aminek dra leggyakrabban a hosszu futdsi id6 és a
nagy er6forrdsigény; ez lesz az, amit a késébbiekben a helyettesitd modellek segitségével
igyeksziink csokkenteni.

Fontos megemliteni, hogy az anyaghiba-rekonstrukcidhoz sziikséges inverz probléma
megolddsa — ellentétben a direkt problémaval — dltaldban nem egyértelmd. A tény, hogy
a kimeneti jelet konfigurdciés zaj terheli, csak tovdbb rontja a rekonstrukcié lehetsé-
gét. Altalanossagban azt a megallapitast tehetjiik, hogy minél jobban befolydsolja egy
bemeneti paraméter a kimeneti jelet, — azaz minél érzékenyebb rd — anndl valészinlibben
kovetkeztethetiink ennek a paraméternek az értékére a kimenet megvaltozdsan keresztiil.

Igy a tovabbiakban célszer(i a bementi paramétereket két csoportra osztani:



Konfiguracias
7aj
parameterei

Anyagvizsgalati

Defektparaméterek modell Kimeneti jel

Feketedohoz

2.1. abra. Az anyagvizsgalati eljaras feketedoboz modellje.

1. anyaghiba paraméterek: olyan valtozok, amik a hiba poziciéjat, méretét, anyagjel-

lemzdit hivatottak leirni

2. konfigurédcidés paraméterek: minden olyan véaltozd, amely nem anyaghiba paramé-
ter, de befolydsolja a kimeneti jelet, pl. a hibamentes mintadarab méretei és anyag-

jellemz6i

Az érzékenységvizsgalat sordn az elektromdgneses modelliinkre egy fekete dobozként
fogunk tekinteni, melynek bemenete a fent emlitett bizonytalan véaltozdk és arra keressiik
a vélaszt, hogy mely paraméter(ek) felelos(ek) leginkabb a kimenet bizonytalansagaért.

Ennek matematikai hatterét a kdvetkezo fejezetben ismertetjiik.



3. fejezet

Erzékenységvizsgalat

3.1. Bevezetés

Legyen y = f(x) egy matematikai modell, ami bemeneti valtozoknak egy
x = (x1,T9,...,2,)

halmazatdl fiigg. Ha ezen valtozok pontos értéke nem ismert, akkor értékiikre csak va-
lamilyen bizonytalansagi intervallumot adhatunk meg, amit pl. a valtozok valdszintiségi
eloszlasfiiggvényével irhatunk le. A bemeneti valtozok ingadozasa miatt az f leképezésen
keresztiil a kimenet is egy bizonytalan valtozova vialik. Az érzékenységvizsgélat altala-
nos célja, hogy jellemezze a bemeneti valtozok bizonytalansdganak a kimenetre gyakorolt
hatdsat azaltal, hogy olyan kvantitativ értékeket (mér6szamokat) rendel hozzdjuk, amik
aranyosak az okozott hatds mértékével.

Az effajta vizsgdlatok rendkiviil hasznosak, hiszen értékes informaciét adnak a modell
belsé szerkezetérdl, az eredmények felhasznédldsanak pedig szamos moédja 1étezik. Elso
példaként a modellredukciét emlitjiik meg. A modellalkotds egyik kozponti feladata,
hogy az adott jelenséget a lehetd legkevesebb paraméter segitségével legyiink képesek a
lehetd legpontosabban leirni. Az érzékenységvizsgélat segiti elkiiloniteni a modellalkotas
kezdetén a fontos €s kevésbé fontos paramétereket. Azokat a valtozokat, amik nem befo-
lyasoljdk érdemben a kimeneti jelet, nem kell ismeretleneknek tekinteniink és figyelembe
vehetjiik pusztdan a névleges értékiikkel. Egy masik felhaszndlds el6fordulhat a gyartas-
technoldgidban, ahol a termék bizonyos tulajdonsédgaira szigort el6irdsok vonatkoznak.
A hatérértékek betartasat segitheti, ha ismerjiik, hogy ezek bizonytalansagit mely beme-
neti paraméterek okozzak, igy a hozzajuk kapcsol6doé folyamatokhoz szigoribb gyartasi
tolerancidkat tudunk el6irni.

Az érzékenységvizsgalatnak kiilondsen nagy jelent6sége van a roncsoldsmentes anyag-
vizsgdlatban. Az (xy, z,. .., z,) bemend paraméterek jelenthetnek anyaghiba és konfi-
gurdcios paramétereket, f(x) pedig a mérés kimenetét szimbolizdlja. Ekkor igen 1énye-

ges, hogy az egyes paraméterek valtozdsa egyméshoz képes milyen hatdssal van a kimenet



ingadozdsdban. Ebbdl lehet ugyanis kovetkeztetni arra, hogy az egyes anyaghiba paramé-
terek rekonstrudlasdra mekkora esélyiink van, ill. hogy mindezt mennyire terheli az egyes
konfigurdciés paraméterek bizonytalansaga.

A szakirodalomban fellelhetd6 modszerek kozos jellemzdje, hogy egy un. feketedo-
boz megkozelitést alkalmaznak. Ennek értelmében nem sziikséges ismerni a modell belsd
miikodését, szerkezetét és csupan az Osszetartoz6 bemeneti €s kimeneti mintdk felhasz-
ndldsaval elvégezhetd az érzékenységvizsgalat. Ez a megkozelités teszi a modszereket
alkalmassd, hogy miiszaki, természettudomanyos €s gazdasagi teriileteken egyarant szé-
les korben alkalmazhatéak legyenek.

Végiil a teljesség igénye nélkiill megemlitjiik, hogy 1éteznek tobbek kozott regresszion
alapul¢ eljarasok, korrelacios elvii megkozelitések €s lokalis mddszerek, ahol pl. a mo-
dell, mint fiiggvény Taylor-sorfejtését felhaszndlva a gradienseken keresztiil definidlhat6-
ak a bizonytalansdg mérészdmai. A kiillonbozd eljardsokrol az érdekl6dd olvasé bdvebb
leirast taldl pl. az [1] irodalomban. Jelen dolgozat a Sobol-indexek szamitdasan alapuld

technikdval foglalkozik, melynek részletes bemutatdsa a kovetkezd alfejezetben torténik.

3.2. Sobol-indexek

A Sobol-indexek szamitdsa egy igen elterjedt globdlis technika, amelynek a célja a ki-
menet variancidjanak felosztdsa az egyes bemeneti valtozok €és azok csoportjai kozott un.
részvariancidkra a csoportok hozzajaruldsanak megfeleléen. A szakirodalomban eredeti-
leg variancia alapu érzékenységvizsgalatként tiintették fel, de méra az eljaras kifejlesztdje,
az orosz matematikus I. M. Sobol utén tiszteletbdl Sobol-indexekként hivatkoznak ra. A
modszer elméleti alapjait mar a 90-es években kidolgoztak, igazi jelentdségre €s nép-
szerliségre azonban csak az elmult évtizedben tett szert. Kezdetben az eljards még igen
szamitasigényes volt, ezért az elterjedéshez hozzajarult szamos olyan matematikai ered-
mény (pl. helyettesité modellek), amelyek a szamitasi igényeket tovabb csokkentették. Az
elmult években kezdtek el olyan tanulmdnyok megjelenni, amelyek a Sobol-indexek ki-
terjesztésével foglalkoznak (vektor értékd kimenetek, osszefiiggd bemeneti tartomanyok),
ezaltal az eredeti definicion tdlmutatd, dltalanosabb problémak is kezelhetdvé valtak, eld-
segitve a technika elterjedését. A tovabbiakban Sobol-indexek matematikai hétterének
bemutatdsa kovetkezik.

Legyen y = f(x) egy négyzetesen integralhaté tobbvaltozos fiiggvény, amely az x =
(z1,...,x,) bemeneti valtozoktdl fiigg. Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik,
hogy a véltozdk fiiggetlenek és egyenletes eloszlasiak az egység hiperkockdban, tehat
a fiiggvény értelmezési tartoméanya D, = [0,1]" A Sobol-indexek szdmitdsa azon az
otleten alapszik, hogy felbontjuk a fiiggvényt egyre novekvd dimenzidju részfiiggvények

Osszegeként az alabbi médon:
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flx) = fo+ Z filx:) + Z fij(xi,z;) + -+ fio w1, 22, .., 2,)  (B.1)
=1

1<i<j<n

A (3.1) egyenletre szokds Sobol-féle felbontdsként hivatkozni. A bemeneti valtozok min-
den egyes részhalmazahoz pontosan egy részfiiggvényt rendeliink hozzd, ami kizardlag
ezektdl a véltozoktol fiigg, n darab valtozé esetén ez igy 2" részfliggvényt jelent, melyek-

kel szemben két kovetelményt frunk el6:

1. Az Gsszeg elsd tagja egyezzen meg f(x) varhaté értékével:
fo= /f(:c)dw' (3.2)
D

2. A tagfiiggvények integrélja barmely, az argumentumukban szerepld valtozora néz-

ve 0 legyen, egyben ez azt is jelenti, hogy a fiiggvények ortogonalisak.

Megmutathatd, hogy ezen megkotések mellett a felbontds egyértelmiien 1étezik [2], to-

vabba a részfiiggvények megkaphatok rekurziv médon a (3.3)-nek megfelelen:

fo= ; f(x)dx (3.3a)
fi(wi) = /0 /0 f(x)dz..; — fo (3.3b)
fij(xiaxj) = /0 /0 f(iﬂ)dfﬁw,j — fo— fi(%‘) - fj(%‘), (3.3¢)

ahol .; egy x; nélkiili halmazt jelol. A magasabb rend( tagok analég mddon eldallit-
haték. Erdemes megfigyelni, hogy f;(z;) nem mds, mint f(a) z;-re vonatkozé feltételes
varhat6 értékének és fy-nak a kiilonbsége, f;;(x;, x;) pedig az z;, z;-re vonatkozo fel-
tétles varhato érték, levonva z; és z; sajat feltételes és f globdlis varhat6 értékét. Te-
hat a rekurziv definicié kovetkezménye, hogy az dj, magasabb dimenzidja tagok olyan
hatdsokat probdlnak leirni, amik kizdr6lag a bemeneti valtozoik kdlcsonhatdsanak kovet-
kezménye, és nem tartalmazza a kisebb elemszdmu csoportjaik hatdsat. A fliggvények
ortogonalitdsabdl adddik, hogy az f(x) fiiggvény variancidja felbomlik a tagfiiggvények

variancidjanak osszegére:

D — Z D, (3.4)

"Megjegyezziik, hogy dltalanos esetben a kiilonbozd sztochasztikus momentumok szamitdsdnal az in-
tegrandus még megszorzddna a valtozok egyiittes stirliségfiiggvényével. Jelen esetben, egyenletes eloszlasu
valtozokndl ez azonosan 1 értékd, igy kiilon nem jeloltiik.
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ahol
D= / fAx)de — f3 (3.5)
Dz

jeloli f teljes variancidjat és D,, pedig annak a tagfiiggvénynek a variancidjat, amelyet
a bemeneti valtozok egy v = (x;,, iy, ..., 7;,) € « halmaza definidl. A véltozok egy
v = (x;,,Tiy, - . ., T;,) csoportjdhoz tartozé Sobol-index, mint érzékenységi faktor igy a

kovetkezdképpen definidlhato:

sgzzDv/L) (3.6)

A definici6 értelmében az Osszes 1étezd Sobol-index Osszege 1-et ad, ami konnyen értel-
mezhetdvé teszi a mérdszamokat.
Kiemelt jelent6sége van annak az esetnek, amikor a csoport egyetlen valtozobdl dll,

az igy kapott indexeket elsdrendli Sobol-indexeknek nevezziik:

&:D%D 3.7)

A tagfiiggvényekre tett kordbbi megallapitds alapjan az indexek értelmezése a kovetke-
z6. Az S; els6rendi indexek jelolik azt a hatdst, amit az x; valtozé dnmagéban létrehoz.
Az S;; masodrendd indexek olyan hatdsok leirdsért felelnek, amelyek kizdrdlag x; és z;
kolcsonhatdsanak az eredményei, azaz nem tartalmazzdk azokat a hatdsokat, amiket a
valtozok mar onmagukban is 1étrehoznak. A magasabb rendliek anal6g médon értelmez-
hetdek.

Az els6rendii indexek parjaként tartjak szamon a totélis Sobol-indexeket, amelyek az
Osszes olyan hatdst tartalmazzdk, amelyek kapcsolatba hozhatdk z;-vel, igy megmutatjdk

x; teljes hozzdjaruldsat a kimenet bizonytalansdgdhoz.

ST,= Y S, (3.8)

vCx:x;Ev
Kihaszndlva, hogy az indexek Osszege 1-et ad, a fenti formula egy egyszeriibb alakban is
felirhat6:
ST, =1- 5., (3.9)

A definici6 alapjin az els6rendd és a totdlis indexek kozott fenndll a kdvetkezd relacio:

0<5, <87, <1 (3.10)

Egy véltozd, aminek az egyéni hozzdjaruldsa a kimenet variancidjdhoz kicsi, még lehet
fontos paraméter a tobbi valtozdval vald interakcidjan keresztiil. Ezért egy valtozé csak
akkor rogzithetd a névleges értékén, ha mind az egyéni, mind a totalis Sobol-indexe nulla,
vagy ahhoz kozeli értékd.

A Sobol-indexek szdmitdsa hagyomanyosan Monte Carlo becsl formuldk segitségé-
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vel torténik megfeleld szamu véletlen be-és kimeneti minta felhaszndldsaval:

fo=>_ @) (3.11a)

D=3 f@®y-fy (3.11b)
M 2

D= f@, ) 2 8) - iy, (3.11¢)

k)

ahol ™® jeloli a k-dik mintdt a maximalis M-bdl, ') pedig egy olyan mintét jeldl, ami

~

fiiggetlen :c(fi) -tol.

A Monte Carlo formuldk konvergencidjanak biztositdsa rendszerint csak nagy minta-
szammal érhetd el, azaz a vizsgdlt modellt a bemeneti valtozok sok értéke mellett kell
kiértékelni. Ez adja a mddszer f6 nehézségét, hiszen pl. egy bonyolult elektromédgneses
modell kiértékelése szamitasigényes feladat, és a futdsi id6 masodpercekben, vagy akar
percekben is mérhetd lehet, mig a mintaszam elérheti a szdzezres vagy millids nagysag-
rendet. Lényegében ez az oka, amiért a Sobol-indexek elterjedése csak joval a megjele-
nése utdn kovetkezett be és szintén ez indokolja a helyettesité modellek alkalmazisanak
sziikségességét. Megemlitjiik, hogy a konvergencia kismértékben novelhetd a formuldk
modositasdval és pl. a hagyomanyos értelemben vett véletlen mintdk helyett dlvéletlen
(pszeudorandom) mintdk alkalmazdséaval; ez esetben kvéazi- Monte Carlo médszerrdl be-

szélink.

3.3. Sobol indexek Kiterjesztése

Az elegdns matematikai hattere és az érzékenységi faktorok konnyi értelmezhetdsége a
Sobol-indexek technikdjat széles korben népszeriivé tették, alkalmazhatdsdganak azonban
megvannak a korlatai. Az eredeti definici6 ugyanis kizarélag a fiiggetlen bemeneti vélto-
70k és skalar értékl kimenet esetére szoritkozik, azaz nem alkalmazhat6 olyan esetekben,
ahol a valtozok Osszefiiggdek (pl. 1 + o < B geometriai megkotésen keresztiil) vagy
a kimenet vektor értékd (pl. tobb mérési pontbdl all6 feliileti szkennelés eredménye, ami
tipikus a roncsoldsmentes vizsgalatokndl). A definiciét igy ki kell terjeszteni és dltaldno-
sitani kell ezen esetekre is, amennyiben a roncsoldsmentes vizsgalatokra is szeretnénk a

Sobol-indexeket alkalmazni.

3.3.1. Vektor értékii kimenetek

Tegyiik fel, hogy a kimeneti jel egy P dimenzids vektor, amit felirhatunk egy P darab

skalar kimeneti komponensfiiggvénybdl all6 vektorként:
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F(z) = (Fi(z), B (x),. .., Fp(z)) (3.12)

A Sobol-indexek legegyszeriibb, heurisztikus kiterjesztését jelenti, ha minden kompo-
nensfiiggvényre meghatdrozzuk a Sobol-indexeket, majd a kapott eredményeket atlagol-
juk. Jeloljiik Si(j )_vela j. komponens z; valtozdjahoz tartoz6 elsdrendi indexet, ekkor a

vektor kimenetre kiterjesztett dtlagos indexek a kovetkez6képpen definidlhatok:

D@ (3.13)

Savg_is(j)_ ~ D/
Z Jj=1 Z J=1

Az 4tlagolés teljesen analég mdodon alkalmazhatd a totalis indexekre is. Az igy definialt
érzékenységi faktorok ardnyosak lesznek a bemeneti paraméterek hatdsaival, j6llehet nem
tekinthetdk teljes kortinek, mivel nem veszik figyelembe a kimenet vektoridlis természetét
€s ebbdl adéddan a komponensfiiggvények kozotti olykor szoros kapcsolatot. Kiilondsen
fontos ez abban az esetben, amikor a vektoridlis kimenet egy feliileti vagy vonali szken-
nelés eredménye. Ekkor ugyanis az egymashoz kozel es6 mérési pontokhoz, mint skalar
kimenetekhez tartozé komponensfiiggvények igen hasonldak lesznek és a mért értékek
kozott erGs korreldcié van jelen. Igy jogosan mondhatjuk, hogy ezekben az esetekben
a kimenet tobb, mint pusztan skalarfiiggvények Osszessége €s a mérési eljarast jobban
jellemezné, ha a Sobol-indexeket kozvetleniil a vektor értékii kimenetekre terjesztenénk
ki.

Egy ezen szempontokat figyelembe vevd, friss matematikai eredménynek szdmité
modszer taldlhato a [3] irodalomban, amely a modellfiiggvény un. Hoeffding-felbontdsan
alapszik. Ebben a dolgozatban bemutatok egy sajat kiterjesztést, amely kozvetleniil a
Sobol-féle felbontdson alapul. A matematikai 0sszefiiggéseket, tételeket itt csak kimond-
juk, részletes bizonyitast a Fiiggelékben mellékeliink. Az el6z6 fejezetben rdmutattunk a
Sobol-féle felbontds tagfiiggvényeinek a feltételes varhat6 értékekkel vald kapcsolatara,

ami alapjan az elsdrendd indexek felirhatk az aldbbi formdban is.

S = Var,, B, [f(@)[2i]] /Var [f(x)]. (3.14)

A kiterjesztés kulcsa a variancidk megfeleld definidlasdban rejlik. Egy dimenzidban a
varianciat ugy is elképzelhetjiik, mint egy hibafiiggvény négyzetének a varhat6 értékét,
amely hiba a vizsgdlt fiiggvénynek a sajat varhat6 értékétdl valo eltéréseként definidlha-
t6. A feltételes varhat6 érték variancidja ugyanezt a négyzetes hibat szamszer(siti azzal a
kiilonbséggel, hogy bizonyos véltozdkat rogzit, mig masokat szabadon enged ingadozni a
sajat intervallumukban. Ugyanez a gondolatmenet alkalmazhat6é magasabb dimenzidkban
is, mindOssze annyi az eltérés, hogy itt a varhato érték egy vektor (€s a komponensfiiggvé-
nyek varhat6 értékeinek vektoraként definidlhatd) és igy a hibafiiggvény is vektor értéki

lesz:
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H(z) = F(z) — Fo(z), Fo(z)= (£, £, 1) (3.15)

” s

A feladat tovabbra is ennek a hibanak a szamszertsitése, tehat a hibat at kell alakitanunk
egy skaldar mennyiséggé, amely ardnyos annak nagysdgaval. Ez konnyen megtehetd, ha
példaul a tavolsdgot (hosszusdgot) a kettes norma segitségével definidljuk (amely egy-
dimenzids esetben abszolutérték-képzést jelent), igy a variancia a hibafiiggvény kettes

normdja négyzetének varhat6 értékeként definidlhato:

D** = Var[F(z)] =E[|| H(z) 3] =E [|| F(z) — Fo 3] (3.16)
ahol egy y = (y1, Y2, - - -, Y ) vektor kettes normdjanak definicidja:

(3.17)

A feltételes varhatod értékek tobbdimenzids esetben a komponensfiiggvények feltételes
varhat6 értékeibdl 4ll6 vektorként definidlhatéak, a variancidjuk pedig ugyanigy értelmez-
hetd a kettes norma segitségével. Az x; véltozohoz tartozo elsérendi vektoridlis Sobol-

index definicidja a kovetkezd:

S1% = Var,, [E,._, [F(@)|ai]] /Var [F(a)] = D /D™, (3.18)

Ez a definici6 kiterjeszthetd a magasabb rendd indexekre is és valdjaban egy jéval erd-
sebb dllitast is megfogalmazhatunk. Legyen az Fy(x), 1 < k < P fiiggvény Sobol-féle

felbontasa a kovetkezs:

n

Fi(a) = 0+ P+ Y fPlaa)+ o+ 18 (@, ) (B.19)
=1

1<i<j<n

Ekkor az F(x) vektorfiiggvénynek is definidlhatjuk a Sobol-féle felbontdsat a kovetkezd

modon:
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' (3.20)
fz(Jl)(x27xj) o n(xlvl‘?v » In
- fi@) T, T ) (T, T, T,
+ Z + j(. ]) et 1,2,..., (1.2 )
1<i<j<n :
fl(]P)(:L,“x]) fg?___,n(l’l,l‘g, .. .,l‘n)
Ekkor a kovetkez0 allitasok érvényesek:
(1) F () variancidja felbomlik a komponensfiiggvényei variancidjanak dsszegére:
Var [F(x)] = Z Var [Fj(x)] (3.21)

(2) A Fy()(v) tagfiiggvény szintén felbomlik a komponensei variancidjanak 6sszegére:

Var [F ) (v ZVar i @) (3.22)

(3) A Kkiterjesztett Sobol-féle felbontas reljes, azaz F(x) variancidja is felbomlik a tag-

fiiggvények variancidjanak osszegére:

Var [F(x)] = Z Var [F ) (v)] (3.23)

vCx\{0}

A tételeknek nagyon fontos kdvetkezménye van, ugyanis a segitségiikkel a vektorialis

27z

Sobol-indexek eldéllithatéak a skaldr komponensfiiggvények Sobol-indexei segitségével.

Egy v C \{0} csoport indexe igy:

(J
Var [F[(v)(’v)} Z D

Var[F(z)] (3.24)

Siw) =

WM“U T

és ezek Osszege tovabbra is 1-et ad. Specidlisan ha v = {x;}, akkor megkaphatjuk az

elsérendd Sobol-indexeket:
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S )
_ Var[Fi(w)] ];1 '

P
S D)
j=1

(3.25)

Erdemes megjegyezni, hogy ez a végs6 formula megegyezik a fejezet elején hivatko-
zott irodalomban fellelhetd eredménnyel, noha a két eset alapvetden mds megkozelitést
haszndlt. A képlet nagyon hasonlit az 4tlagos indexek szdmitdsdhoz, hiszen mindkettd
el6allithat6 az egydimenzids komponensfiiggvények variancidjanak és részvariancidjanak
felhasznaldsaval, csupan az 6sszegzés és a hanyadosképzés sorrendjében térnek el. Eppen
ezért tekinthetd egy érdekes eredménynek, hogy a hasonldség ellenére az egyik szdmitasi
mad jobban illeszkedik a vektoridlis problémakhoz.

Az elsdrendi indexekhez teljesen hasonldan elddllithaté z; totdlis indexei is, ehhez
mindosszesen a szamlaloban a részvariancidkat ki kell cserélniink az x; Osszes hatasat

magdaba foglal6 totdlis részvariancidkra:

= (3.26)

ahol D!'Y)-re fenndll, hogy D]’ /DY) = STY.
A Monte Carlo becsld formulék is kiterjeszthetoek a vektor kimenetekre, ha a 3.11
képletben a négyzetre emelést kettes norma négyzettel, mig a szorzdst a vektorok kozott

értelmezett skaldris szorzassal helyettesitjiik:

(3.27a)

Dvec _ .F( (k) ))— ” FO H% (3.27¢)

M
A}

Dy = Z F(z™) |2 — || Fo |2 (3.27b)
M
k:

Ezek a formuldk késdbb ugyanugy haszndlhatéak lesznek a Sobol-indexek becslésére és

ellendrzésére.

A vektor kimenett fiiggvények egy kiilonleges esetének tekinthetdk a komplex értékd
kimenetek (pl. az ECT vizsgalatnal a mérStekercs impedancidjanak valtozdsa egy komp-
lex mennyiség). A fenti gondolatmenet itt ugyantgy alkalmazhato, vagyis végsd soron
egy — ezuttal komplex értékli — hiba nagysédgat szeretnénk meghatarozni. A tavolsag ko-
rabbi kettes normaval torténd kiterjesztése jol illeszkedik a komplex esethez, hiszen egy

T1 +]j22 komplex szdm és egy (1, x5) vektor nagysdgat is ugyanigy a d = /2% + 3 for-
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mula alapjan hataroznank meg. Tehat a hiba nagysidganak szempontjabdl mindegy, hogy
egy Uj skalarfiiggvényt egy kimeneti komponens képzetes részeként vagy egy uj, fligget-
len komponensként vesziink figyelembe, hiszen a tdvolsdg képzése ugyanigy torténik.
Igy egy F(z) € CF fiiggvény a F(x) = [Re{F(z)};Im{F(x)}] transzformaciéval at-
alakithat6 egy 2 P dimenzi6ja valds fliggvénnyé és minden gond nélkiil elvégezhetd rajta

az érzékenységvizsgalat.

3.3.2. Osszefiiggd bemeneti tartomanyok

A Sobol-indexek definiciéjdban a bemeneti véltozok fiiggetlenek és egyenletes eloszla-
suak az egység hiperkockdban, jollehet a valésdgos alkalmazdsokndl ezek a feltételek
altaldban nem teljesiilnek. A paraméterek értelmezési tartoméanya nem feltétleniil a [0, 1]
intervallum és az eloszlasuk sem feltétleniil egyenletes (pl. Gauss, log-normal eloszlas).
Tovéabba el6fordulhatnak olyan esetek, ahol a valtozék nem fiiggetlenek egymastdl, példa-
ul egy z1 + 2o < B megkotés eredményeként az x, x5 valtozok egyiittes értelmezési tar-
tomanya hdromszog alakd, ellentétben a fiiggetlen esetre jellemzd négyszogletes alakkal.
Igen frissnek mondhat6 az a Kucherenko cikk [4], amely a Sobol-indexek szdmitasanak
lehetdségeit éppen ilyen nem négyszogletes jellegli bemeneti tartomany esetén targyalja.
A tovédbbiakban az [5] irodalomban javasolt mdédszert mutatjuk be, ami az in. Rosenblatt-
transzforméciot (RT) hasznélja. Els6 1épésként még a fiiggetlen, 4am tetszdleges eloszldsu
valtozok esetére szoritkozunk. Jeldlje p(x) a valtozok egyiittes stirtiségfiiggvényét, tovab-
bd jeldlje p(x;) az z; vdltozo sajat eloszldsahoz tartozé (margindlis) stirtiségfiiggvényét.
Ekkor a fliggetlenségiik miatt az egyiittes stirliségfiiggvényiik megegyezik a marginalisaik

szorzataval:

p(x) = p(a1)p(x2)p(xs) . .. p(zn). (3.28)

A p(x;) stirdségfiiggvényhez tartozé eloszlasfiggvényt jeloljik F;(z;)-vel. Az eloszlas-
fiiggvény tulajdonsdga, hogy a hozzd tartozd valdszintiségi valtozot kdlecsondsen egyér-
telmien képezi le az egyenletes eloszlasu [0, 1] intervallumba, tehat bijektiv leképezést

biztosit az eredeti értelmezési tartomény €s az egység hiperkocka kozott:

Fl(ilfl) = Uy, FQ(.CCQ) = U9, Cey Fn(xn) = Up,. (329)

Ekkor u; ~ E(0,1) Vi-re, tehat az w = (uy, ug, ..., u,) ~ [0,1]" transzformdlt vektor
egyenletes eloszldsu az egység hiperkockdban. Az u; véltozokra ekkor mar elvégezhet6
a Sobol-indexeken alapul6 érzékenységvizsgadlat, az x; <> u; 0sszerendelés révén pedig
a kapott indexeket hozzatdrsithatjuk az eredeti x; valtozokhoz. A fliggetlenség miatt ez
a transzformdci6 egyértelmd, ami a Sobol-indexek unicitds tételével egyiitt eredményezi,
hogy x; indexei is egyértelmiiek maradnak.

Nem fiiggetlen valtozokra ez a gondolatmenet kozvetleniil nem alkalmazhato, mivel a
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margindlis strliségfiiggvényeik szorzata nem egyenld az egyiittes stirtiségfiiggvényiikkel.
A Rosenblatt-transzformacié alapgondolata, hogy a valtozokat a feltételes stirliségfiigg-
vényeik segitségével jellemezziik. Legyen * = (x7, 25, ..., 2} ) az x vektor egy permu-
tacidja és jeloljik p(z;|v)-vel az x} véltozénak a v C &, csoportra vonatkozé feltételes

s

stiriségfiiggvényét. Ekkor * egyiittes strliségfiiggvénye felirhaté az alabbi alakban:

p(x™) = p(a7)p(ay]a])p(as|e], x5) . .. p(ay|2L,,). (3.30)

Jeloljiik a p(z;|v)-hez tartozo feltételes eloszlasfiiggvényt F;(z}|v)-vel. Ekkor az x val-

tozok tovéabbra is kolcsonodsen egyértelmiien leképezhetéek az egység hiperkockéba:

Fi(x}) =u, Fy(ailz)) =ua, ..., Fu(x)|xl,) = u,. (3.31)

A bemeneti valtozokat tehdt most nem a margindlis, hanem a feltételes strtiségfiiggvé-
nyeiken keresztiil vessziik figyelembe és ennek megfelelden a transzformacid is feltételes
eloszlasfiiggvényeken keresztiil torténik, amikre tovdbbra is igaz, hogy a valdszintiségi
valtozdjukat egyenletes transzformaljak a [0, 1] intervallumba. A transzforméciét kove-
tGen a Sobol-indexek szdmitdsa mar elvégezhets és az w = (uy, us, ..., u,) ~ [0,1]"
valtozékon, szamitott értékeket pedig ugyanigy hozzarendelhetjiik rendre az x;* vélto-
z6hoz. Vegyiik észre, hogy abban a specidlis esetben, amikor a valtozok fiiggetlenek,
visszakapjuk a korabbi esetben targyaltakat.

Bar a Sobol-indexek szamitdsa egyértelmi, a Rosenblatt-transzformdacié nem az; az
n darab valtozénak n! kiillonb6z6 permutacidja 1étezik, azaz n! moédon végezhetd el a
RT és az indexek kiértékelése. Egy z; valtozd szempontjabol azonban csak két igazan
Iényeges esettel kell foglalkoznunk. Ha x; = x1*, akkor z;-t a sajat margindlas stiriség-
fiiggvényén keresztiil vettiik figyelembe és transzforméltuk a [0, 1]-be, igy a hozz4 tartozé
egyéni €s totdl indexek tartalmazni fogjdk mind a tobbi véltozéval vald kdlcsonhatdsbol,
mind a veliik val6 kotottségekbdl szarmazo hatdsokat. Ezen tulajdonsdg miatt a nevez-
hetjiik Gket teljes (angol: full) Sobol-indexeknek és S™, ST médon jeldljiik Sket. A
madsik specidlis eset, amikor x; = x1x%, ilyenkor ugyanis z;-t az 6sszes tobbi valtozéra
vonatkoz6 feltétles stirliségfiiggvényén keresztiil vessziik figyelembe, azaz a hozz4 tarto-
z6 Sobol-indexek nem fogjdk tartalmazni a megkttésekbdl eredd hatdsokat, mivel azokat
a feltételes stiriségfiiggvénynél mar kordbban figyelembe vettilk. Ezeket az indexeket
egyéni (angol: individual —ind) indexeknek nevezziik és jeldlésiik Sind, ST, A Sobol-
indexek kozott tovabbra is fenndllnak a 0 < S < ST < 1 ¢50 < Sind < §TId < 1
relaciok, ugyanakkor az eredeti szerzok is fontosnak tartottdk kiemelni, hogy az egyéni és
a teljes indexek kozott altaldban nincs kapcsolat, azaz nem létezik reldcio, pl. Sid és Sfull
kozott. Egy adott bemeneti valtozd érzékenységvizsgdlatandl mind a négy indexet cél-
szer( kiszdmolni, és a modellredukcié szempontjdbol egy valtozo csak akkor rogzithetd
a névleges értékére, ha az egyéni €s teljes indexei is nulldval egyenl&ek.

Az altalam olvasott cikkek nem foglalkoztak a kétféle irdnyu kiterjesztés 0sszekap-
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csoldsaval. Bizonyos szerzok (lasd [3]) fiiggetlen bemeneti valtozokat tételeztek fel, mig
masok (lasd [5]) skalar kimenetii fliiggvényeket vettek alapul. A kétféle kiterjesztés egy-
idej hasznalatdnak azonban nincsen elvi akadalya, mivel ezek az érzékenységvizsgalat
kiilonboz6 fazisaiban jelennek meg. A vizsgalat kozponti eleme az egység hiperkockan
értelmezett skalarfiiggvények Sobol-indexeinek szamitdsa. A nem fiiggetlen valtozok fi-
gyelembe vétele egy eldzetes Rosenblatt-transzformécié segitségével torténik, mig a vek-
toridlis indexek az egydimenzids értékekbdl egyszerd utdéfeldolgozassal megkaphatdak.
Tehat ezen két miiveletet teljesen elvdlasztja a ,,bels¢” Sobol-index szamitds, igy 0ssze-

kapcsolhat6 a kétféle irdnyu kiterjesztés.
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4. fejezet

Helyettesito modellek

4.1. Altalanos felépités

Az érzékenységvizsgalat elvégzéséhez a vizsgalt elektromagnes modellt (integralegyen-
let modell, végeselem modell) a bemeneti véaltozok sokféle értéke mellett kell kiértékelni
(ezzel biztositva a Monte Carlo becslés pontossdgat), amely bonyolult modellek esetén
igen 1d6- €s szamitdsigényes miivelet lehet. A probléma lekiizdésére helyettesitd model-
lek hasznélhatdk, amelyek kivaltjdk az eredeti modellt egy alacsony koltségti, ekvivalens
algebrai formuldval. Megjegyezziik, hogy az elektromégneses inverz problémédk megol-
dédsa szintén a direkt probléma tobbszori kiértékelését igényli, igy a felépitett helyettesitd
modellek szélesebb korben is felhaszndlhatéak. Jeloljikk Q-val az ¢ = (21, 29, ..., z,)
valtozok értelmezési tartomanydt és legyen f(x) € R egy valds értéki skalarfiiggvény,
amely az (2 tartomdnyon van értelmezve. A helyettesité modellek ekkor egy f (x) funk-

ciondlis kozelitését adjak f(x)-nek oly mdédon, hogy

flx)~ flx) Ve 4.1)

A kozelitd fiiggvény rendszerint megfeleléen vélasztott n-dimenzids ortogondlis bazis-
fiiggvények linedris kombindcidjaként 4ll el6. A helyettesitd modell feldllitdsa az aldbbi
négy lépésben foglalhat6 Ossze.
(i) Eldszor 1étre kell hozni egy egydimenzids ortogondlis bézisfiiggvényekbdl 4ll6 hal-
mazt:

W (z) ={V(z), Va(x),...,¥)(x)} (4.2)

(i1) A tobbdimenzids bazisfiiggvények halmaza az egydimenzidsak tenzor szorzataként

all eld, ez 0sszesen [ darab bazisfiiggvényt jelent:

P(z) = ¥(11) @ ¥(22) @ @ (). (4.3)
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(ii1) Mivel az n-dimenzids bazisfiiggvények szdma n exponencidlis fiiggvénye €s a ma-
gasabb fokszdmuak szerepe altaldban kisebb, ezért lehetdség van ennek a halmaznak és
kisebb szamossagu halmazra val6 csonkitdsara valamilyen stratégia szerint.

(iv) Végiil a megmaradt bazisfiiggvények linedris kombindcidjaként elGallithaté az f(x)

figgvény kozelitése:

fl@)~ fx) =) calul), (4.4)

acA
ahol ¢, polinomegyiitthat6, A4 egy indexhalmaz amibdl « egyértelmiien azonosit egy
bazisfiiggvényt. Az egyediili szamitasigényes miivelet az egyiitthatok becslése, amihez
természetesen ugyandgy az f(x) fiiggvény mintavételezésére van sziikség. Az ehhez
sziikséges mintdk szdma azonban nagysdgrendekkel kisebb, mint amennyi a Monte Carlo
becsléshez sziikséges, és a helyettesitd modell felépitését kovetGen mar tetszbleges szamu
Uj minta generdlhaté. A szakirodalomban fellelhetd kiillonboz6 tipusu helyettesité model-
lek alapvetden az egydimenzids bazisfiiggvények létrehozdsaban, a csonkitds médjaban
és az egyiitthatok becslésében térnek el, de mindegyik erre a most bemutatott sémara
épil. A kovetkezd bemutatunk két széles korben alkalmazott technikat, a polinomidlis

kdosz sorfejtést €s a sparse grid interpoléciot.

4.2. Polinomialis kaosz sorfejtés

A polinomidlis kdosz sorfejtést (Polynomial Chaos Expansion — PCE) kifejezetten azzal
a céllal dolgoztak ki, hogy a Sobol-indexeket gyorsan €s hatékonyan lehessen kiszamolni
[6]. A médszer alapvetden egy sztochasztikus megkozelitést alkalmaz és a bazisfiiggvé-
nyeket ugy vélasztja meg, hogy azok ortonormaéltak legyenek a bemeneti valtozok egyiit-
tes strliségfiiggvényére nézve. Példaként, ha a véltozok a [-1,1] intervallumon egyenletes
eloszlasuak, akkor a Legendre-polinomcsaldd, ha gaussi eloszldsiak, akkor a Hermite-
polinomcsaldd hasznalhato, stb. Ez kezdetben sziikségessé tette, hogy a bemeneti valto-
z0k fiiggetlenek és azonos eloszldsuak legyenek, vagy transzformalhatéak legyenek egy
ilyen ismert eloszldsd véltozokkd. A Rosenblatt-transzformdaciéval azonban mindig le-
képezhet6 a bemeneti valdszintiségi mezd az egység hiperkockdba (onnan pedig a [-1,1]
intervallumba), igy a Legendre-polinomcsaldd nagy édltalanossdgban alkalmazhatéva va-
lik.

A PCE esetében a tobbvdltozds bazisfiiggvényeket azonosité o index valdjaban egy
a = (a1, as, ..., q,) indexvektor. Az egyvéltozos bazisfiiggvények tenzor szorzata tgy
képzbdik, hogy mind az n darab véltozonal kivalasztunk egy bazispolinomot a lehetséges
[ darab koziil, majd ezeket 0sszeszorozva adédnak a tobbvaltozds bazisfiiggvények. Ezt a
generdlést szisztematikusan fel lehet épiteni Gigy, hogy az o indexvektor éppen a kivalasz-

tott polinomok fokszdmat tartalmazza, tehdt pl. a; azt mondja meg, hogy az z; valtozé
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4.1. abra. Az els6 hat Legendre-polinom a [-1, 1] intervallumban.

esetében melyik Legendre-polinomot hasznéltuk fel a tobbvaltozos fliggvény készitése-
kor. A bazisfiiggvények csonkoldsanak legegyszertibb mddja, ha a felhasznalt Legendre-

polinomok fokszdmat egy p értékben maximalizaljuk:
acA = Viel,2,....nja; <p 4.5)

n dimenzids bementi tartomdny esetén ez (p + 1)" darab bazisfiiggvényt jelent (a nullad-
foku polinomok a konstans 1 fiiggvények).
Az egyiitthatok becslése a fiiggvény véletlen mintdi alapjan a legkisebb négyzetek

modszerével elvégezhetd, tehat az aldbbi problémat szeretnénk megoldani:

2

¢ ~ arg min <f(:1c) -> cafba(m)> : (4.6)
acA

Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre 41l M/ darab bemeneti minta, X = (™, 2® ...  a&®)),

és a hozzdjuk tartozé y = f(x'¥ kimeneti mintdk, Y = (yV),y® ... y)). Ekkor a

legkisebb négyzetek problémadjara adhaté zart alakban optimadlis becslés:

é=(ATA) YT, 4.7)

ahol
A =0;(x?), j=0,1,...,P=|A| (4.8)

Az egyiitthatok becslésének legkisebb négyzetes modszere jol illeszkedik az anyagvizs-
gdlatok vektoridlis kimenetéhez, ugyanis a kimenet vektor jellege csak az utolso 1épésben,
a kimeneti mintak oszlopvektordnak jobbrél val szorzdsakor jelenik meg. Igy, ha ezen a
ponton Y egy matrix, akkor ¢ szintén maétrix lesz, és 1ényegében egy 1épésben megkap-
juk az 0sszes tovabbi kimenethez, mint skalarfiiggvényhez tartozo egyiitthatokat. A PCE
egyliitthatok €s a Sobol-indexek kozott rendkiviil szoros a kapcsolat. Ha a vizsgdlandd

fiiggvényt a PCE modelljével helyettesitjiik, akkor a mdsodik momentum szdmitdsakor a
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bazisfiiggvények ortonormalis viselkedése miatt kiesnek a kétszeres szorzatok, és csak a
polinomegyiitthaték négyzetdsszege marad. Igy a variancia és a részvarianciak is elall-
nak az egyiitthatok megfelel6 csoportositasdval €s a négyzetosszegiik képzésével, melyrdl
részletes leirds taldlhaté példaul a [6] irodalomban. A fenti tulajdonsdg tovabbi fontos
kovetkezménye, hogy a PCE jdl illeszkedik a vektoridlis Sobol-indexek szdmitdsdhoz,
hiszen megmutattuk, hogy az atlagos €s a vektoridlis indexek is eldallnak a komponens-

fiiggvények teljes és részvariancidjanak segitségével [7].

4.3. Sparse grid

A helyettesité modellek 1étrehozasdban rejlé nehézséget az egyiitthatok becslése adja,
ugyanis a sziikséges mintdk szdma a bemeneti valtozok szdmanak exponencidlis fliggvé-
nye; igy a magasabb dimenzids problémak (ami N > 6-t6]l mar annak tekinthetd) ha-
mar kezelhetetlenné vdlnak. Egy mostandban megjelent cikkben éppen annak lehetdségét
kutattak, hogy hogyan lehet Sparse Grid segitségével pontos helyettesitdé modelleket fel-
épiteni a elektromagneses roncsoldsmentes vizsgélatok inverz feladatainak megoldasédhoz
[8]. A Sparse Grid (SG) egy kollokacion alapul6 interpolacios technika, amit kifejezetten
a dimenzionalitds lekiizdésére dolgoztak ki [9]. A mdédszer Iényege, hogy az ) = [0, 1]™
tartomanyban a fiiggvényt specidlis mintavételi helyeken, in. bazispontokon (support-
ing node-okon) értékeli ki, amelyek folé egy hierarchikusan szervezett bazisfiiggvény-
rendszert definidl. A felépitést el6szor egydimenzidban ismertetjiik, ahol az értelmezési
tartomdny a [0, 1] intervallum.

A bazispontok felépitését ekvidisztins racspontokra mutatjuk be. Kezdetben definia-
lunk egy nulladik és egy elsé szintet, amelyek rendre a tartomédny kdzéppontjabdl, illetve
két sz€ls6 pontjabol dllnak, jeloljiik ezeket a:(()l)—gyel, valamint :cgl), :cf)—vel. A kovetke-
z0 szint bazispontjai mindig az el6z6 szintek bazispontjai dltal meghatarozott szakaszok
felezOpontjaiként adédnak. Ezzel a bazispontok rendszere egy ketté hatvanyai szerint
fokozatosan finomodé felosztast ad szdmunkra. Jeloljiik az [-dik szint ¢-dik bazispont-

jat a:l(i)—vel. Minden bazisponthoz kdlcsonosen egyértelmiien hozzarendeliink egy \Ifl(i) (x)

bazisfiiggvényt azza a megkotéssel, hogy \Ifl(i) (xl(j )) = 0,5, ahol ¢; ; a Kronecker-delta.
A hiearchikus felépitésrdl ekvidisztans racspontok és szakaszonként linedris bazisfiigg-
vények esetén lathat egy illusztracié a 4.2a dbran. A d mélységii interpoldlé fiiggvény
tartalmazza az 0sszes bazisfiiggvénytaz [ = 0,1, ..., d szintekrdl és egy rekurziv formula

segitségével adhat6 meg:

~

fala) = Jara(@) + -0 (@) [ F@) — faa(a) (4.9)

. /

(@)

és fo(z) = 1/1(()1)(33) f (a:(()l)). A vc(li) bazisfiiggvény-egyiitthatét surplus-nak szokds nevezni
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4.2. dbra. Sparse grid. Szakaszonként linedris bazisfiiggvények (a) és linedris csonkitdsi
séma (b)

és megadja a wc(li) (x) bazisfiiggvény hozzdjaruldsét az interpolaciéhoz. Mivel ezt éppen
a megeldzd szint interpoldcids hibdjaként definidltuk az x&i) bazispontban, tovabba itt

C(li) (xg)) = 1, ezért a kozelités mindig pontos értékeket ad a radcspontokon. Azt is érde-
mes megjegyezni, hogy az Uj szint bazisfiiggvényeinek hozzdaddsa nem rontja a kozeli-
tést a régi bazispontokban, mivel a régi szintek rdcspontjain az j szintek bazisfiiggvényei
mindig nulldt vesznek fel. Ez a rekurziv formula igy minden tjabb szint hozzdadasakor
Ujabb racspontokatban biztositja a pontos interpoldciét, aminek hatdsara a koztes tarto-
manyokban is konvergens lesz a fiiggvény.

Jeloljiik Ng4-vel a d mélységig (I = d szintig) megtaldlhaté 0sszes egydimenzids bazis-
fiiggvény szamdt. Ahogy emlitettiik, az n-dimenzids bazisfiiggvényeik az egydimenzids
valtozatok tenzor szorzatabdl képezhetd, minden valtozénal N, lehetdségiink lenne az 1D
bazisfliggvény kivalasztasara, igy Osszes Nj-féle n-dimenzids fiiggvényt kaphatunk. Ez
az eljarés az Un. teljes tenzor szorzat képzését jelentené és az eredménye egy ,,full grid"
lenne, amely bazispontjainak szdma n exponencidlis fiiggvénye; ez az az exponencidlis
fliggés, ami altaldban kezelhetetlenné teszi a magasabb dimenzi6ji modellek megfeleld
mintavételezését. A sparse grid éppen attdl valik ,.ritkava", hogy egy alkalmas pl. lineéris

megkotéssel korlatozza a lehetséges bazisfiiggvények szamat:

By(z) = {0, (21) @ Uy (22) @ - @ ¥y, (2,)] > _ 1 < d}f (4.10)

i=1

A csonkitds alapjan a d mélységl interpoldciéban csak azok a tobbdimenzids ba-
zisfiiggvények fognak szerepelni, amelyeknél az Sket felépité egydimenzids valtozatok
szintjeinek Osszege nem haladja meg d-t. A csonkitds mlikodését 2-dimenzidban a 4.2b

abran illusztraltuk. A tobbdimenzids esetben a SG interpolacié ugyanolyan rekurzios
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folyamat, mint 1-dimenzidban, a kiilonbség csak annyi, hogy a node-ok most vektor érté-
kiiek lesznek.

A SG egy érdekes alkalmazasi lehetdsége, ha a PCE-hez hasonléan numerikus kvad-
ratiraként haszndljuk és kozvetleniil prébaljuk meghatarozni a Sobol-indexeket definidld
integrdlokat 3.3-ban. Errdl a felhasznalasrél bovebb leirds taldlhat6 az irodalomban, lasd

pl. [10]. A késobbi tesztpéldakban illusztralasként az elsérendli Sobol-indexek szamitasat

elvégeztem ezzel a mdédszerrel is.
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5. fejezet

Numerikus példak

Ebben a fejezetben fogjuk részletesen ismertetni azokat az elektromédgneses modelleket,
amiket eddig az érzékenységvizsgdlat sordn feketedoboznak tekintettiink. Két tesztpéldat
fogunk bemutatni: az elsé egy 4-paraméteres magneses fluxusszordsos vizsgalat, ami
még alacsonyon dimenzids probléménak tekinthetd. Ezen keresztiil fogjuk bemutatni a
Sobol-indexek kiillonbozé definiciéjaban és szamitdsi modjaban rejld lehetdségeket. Az itt
megszerzett tapasztalatokat a bonyolultabb 6rvényaramu vizsgalaton fogjuk alkalmazni,

mely 6 bemeneti paramétere miatt mar magasabb dimenziés probléménak szamit.

5.1. Fluxusszoras tesztpélda

Egy t = 2 mm vastag, i, = 100 relativ permeabilitdsu végtelen kiterjedésti fémlemez
egy bardzda jellegli anyaghibdval terhelt az x-tengelyére merdlegesen szintén végtelen
hosszan. Az elrendezésrol egy, a bardzddara merdleges sikban vett metszet 1athat6 a 5.1a
abran. A barazdat N = 4-paraméteres szakaszonként gorbével irjuk le, melynek paramé-
terei az a; 5 € (0.6, 1.2Jmm és d; » € [0.2, 1.6)mm tartomdnyokban véltoznak. A lemezt
homogén H,y = 1 A/m madgneses térrel gerjesztjilk és mérjiik ennek a valtozasat (AH,)
P = 51 kimeneti pontban a lemez felszinén azonos tavolsdgokra egymastol. A numerikus
szimulaciot egy, a tanszéken kifejlesztett €s rendelkezésemre bocsatott, integralegyenle-
teken alapul6 programmal végeztem.

A paraméterek intervallumon beliili eloszldsarél nincsenek a-priori ismereteink, igy
az egyszerliség kedvéért egyenletes eloszlasunak tételezziik fel dket. Az érzékenység-
vizsgalatot haromféleképpen végeztiik el: a rovid (néhany tizedmdsodperces) futdsi 1d6
megengedi, hogy viszonylag nagynak mondhaté M/M¢ = 1.000.000 mintabdl szdmol-
juk a Monte Carlo becslést. Ugyanezen ok miatt felépithetiink egy pontos, 6-mélységti
(M5¢ = 2929) Sparse grid modellt, amit haszndlhatunk numerikus kvadratdraként. Leg-
feljebb masodfoku (p = 2) Legendre-polinomokbdl épitkezd PCE egyiitthatdinak least-
square becsléséhez minimum (p + 1) = 81 minta sziikséges, amit a nagyobb pontossdg

érdekében nyugodtan megemelhetiink M/ PCF = 1000-re . Az egyes médszereket az tla-
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gos elsdrendd Sobol-indexek segitségével hasonlitottuk 6ssze, az eredmények (5.2a dbra)
azt mutatjak, hogy a harom moddszer stabilan ugyanazokat az indexeket adta eredményiil,
az értékek egymadshoz képest 1%-os relativ hiban beliil helyezkednek el. Ez egyfeldl po-
zitiv visszajelzés az eredmények helyességérdl, hiszen a mddszerek alapvetéen mas meg-
kozelitést haszndlnak. Masfeldl levonhatjuk azt a nagyon fontos kovetkeztetést, hogy az
alacsony dimenzids problémék mindhdrom mdédszerrel egyformén jol kezelhetdk. A vizs-
gdlat masik targya Sobol-indexek kétféle kiterjesztésének, az atlagos és a vektoridlis in-
dexeknek az 6sszehasonlitdsa. A 5.2b dbran lathatéak az egyes paraméterekre vonatkozd
indexek. Az anyagvizsgdalat szempontjabol megallapithatd, hogy a hiba mélységére érzé-
kenyebb a kimeneti jel, mint a sz€lességére, ami azt is jelenti, hogy a rekonstrukcid soran
kimeneti jelbdl els6sorban a hiba mélységére tudunk nagy valdszintiséggel kovetkeztetni.
Ezt az eredményt mindkét médszer igazolja, ugyanakkor nem azonos mértékben. A vek-
toridlis indexek jobban kiemelik az anyaghiba mélységének fontossdgat, amely nagyobb
Osszhangban van az el6zetes fizikai képpel: a lemezbe felszinérdl a belsejébe behatold
magneses er6vonalakban nagyobb torzuldst képes okozni egy fliggdleges irdnyitottsagu
elzart tartomany, mint egy vizszintes, ezért az anyaghiba mélysége jogosan adddott fon-
tosabb véltozonak.

A problémahoz val6 jobb illeszkedése €s precizebb matematikai kidolgozottsaga miatt
tovdbbiakban az érzékenységszamitashoz kizardlag a vektoridlis indexeket fogjuk hasz-
nalni. A SG kvadratiraval jelenleg csak az elsérend(i indexek szamitasa lehetséges, mivel
az alkalmazdsdhoz az indexeket definidlé integralok zart alakd ismerete sziikséges; ez
a totdlis indexeknél viszonylag bonyolult tobbes integrdlokhoz vezet, amelyek kezelése
még megoldandé probléma, és nem képezi jelen dolgozat targydt. A masodik tesztpél-
da teljes kort jellemzéséhez ugyanakkor fontosak lesznek a totdlis indexek, ezért a SG
kvadratirat nem fogjuk haszndlni. Végiil megjegyezziik, hogy egy Osszetettebb, szintén
magneses fluxusszérdson alapuld probléma teljes vizsgdlatat mutattuk be a kozelmult-
ban megjelent [11] cikkben. Az elrendezés tervezését és elektromagneses modellezést a

tarsszerzOk végezték, de az érzékenységvizsgalat a sajat munkdm a cikkben.

5.2. Orvényarami tesztpélda

Egy t = 1.25 + 1% mm vastagsagd, o = 1 + 1%MS/m vezetSképességii, végtelen kiter-
jedést nem-ferromdgneses lemez anyaghibdval terhelt. A vastagsdg ingadozasa a feliileti
egyenetlenséget, a vezetoképességé pedig a mintadarab inhomogén viselkedését hivatott
modellezni. Az anyaghibdt idedlisnak (infinitezimdlisan vékony, 1égkitoltésti) tételezziik
fel és 3 paraméterrel irjuk le az 5.1b dbrén lathaté médon. A szélessége az a € [2, 10]mm,
mig mélysége és a lemez felszinétSl valé tavolsdga a d,l € [0.125, 1]mm tartomdnyban
véltozik. Utébbi kettd 6sszege nem haladhatja meg a lemez mélységét, igy érvényes rajuk

egy d+1 < t megkotés; emiatt feltétleniil 0sszefiiggd valtozokként kell Sket kezelni, tehat
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5.1. dbra. A vizsgdlt konfigurdciok vazlatai

a Rosenblatt-transzformaci6 alkalmazdsa sziikséges. A lemez felett & = (0.5 £ 10%)mm
magassagban egy 150 kHz-es id6harmonikus gerjesztési tekercset mozgatunk és mérjiik
az impedancidjanak véltozasit (AZ) az (z,y) € {2 : 0.5 : 2} x {—8 : 0.5 : 8}mm
racspontok 4ltal definidlt, 6sszesen 297 darab mérési pontban. A kimenet itt egyszerre
vektor és komplex értékd, igy sziikségessé valik a 3.3.1. fejezet végén leirtak alkalmaza-
sa. A direkt probléma megoldasa az integrilegyenletek modszerével tortént a tanszéken
kifejlesztett és rendelkezésemre bocsatott programmal [12], és egyetlen modell kiértéke-
1és ideje atlagosan 12 és 15 mdsodperc kozott véltozik'. A hosszi futdsi idé miatt nincs rd
lehetdség, hogy szdzezres vagy millids nagysagu mintat hozzunk 1étre a MC becsléshez,
igy a helyettesitd modellek haszndlata az egyetlen jarhaté ut; a kozvetlen kiértékelés-
bdl ad6dé mintdk kivalthatdak pl. egy kelléen pontos SG helyettesité modellbSl generalt
mintdkkal. Az érzékenységvizsgalatnal a 2. fejezetnek megfeleléen célszerl kezdetben
két részre bontani a véaltozokat igy, mint anyaghiba paraméterek (a, d, [) é€s konfiguracids
zaj paraméterei (h,t, o), majd végiil elvégezni egy 6-paraméteres vizsgalatot is, ahol az
altaluk okozott bizonytalansdgokat dssze tudjuk hasonlitani.

Els6ként vizsgéljuk a zaj paramétereit, az anyaghiba paramétereit pedig rogzitsiik a
kijelolt tartomdny szerinti kozépértékiikon. A Sobol-indexek szdmitdsdhoz (az el6z6 fel-
adatbdl levont tapasztalatok alapjan) haszndljunk p = 2, MPF = 1000 paraméterii
PCE modellt. A futési id0 kritikus volta miatt ez esetben fontos, hogy a SG alapi MC
becslést nagyjabdl azonos szamu modell-kiértékelés alapjan végezziik el: a valasztas a 6-
mélységii SG-re esett, mivel ez M°¢ = 1073 mintét igényel. A Monte Carlo becsléshez
a SG modellbdl 100.000 mintat fogunk generalni.

A PCE-vel szamolt eredmények (5.3a dbra) alapjéan a /ift-off egyértelmiien a legfon-
tosabb paraméter, Sobol-indexe kozel van a maximalis 1-hez, mikozben a masik két pa-

raméteré legalabb egy nagysagrenddel kisebb. Mindez az anyagvizsgalat szempontjabol

'Minden szdmitast i7 CPU-val és 32...64 GB meméridval rendelkezé PC-ken végeztem.
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Atlagos elsérendii Sobol-indexek: s Vektorialis (S /*) és atlagos (S %) Sobol-indexek
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5.2. dabra. Az MFL példdban kapott Sobol-indexek: atlagos elsérendd indexek MC, SG és
PCE mddszerekkel (a) és a vektoridlis indexek 0sszehasonlitdsa az dtlagosakkal
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5.3. dbra. A konfiguracios zaj paramétereihez tartoz6 Sobol-indexek a /iff-off 10%-os (a)
és 1%-os (b) relativ megvaltozdsa mellett.

azt jelenti, hogy a mérdtekercs tdvolsdganak ingadozédsa a mérési bizonytalansig legf6bb
forrdsa, igy a mérés pontossidgdnak noveléséhez ezt a paramétert kell a legstabilabban
a névleges értékén tartani. Erdemes megfigyelni, hogy az elsérendii és a totélis Sobol-
indexek mindhdrom véltozéndl kozel esnek egymdshoz, vagyis a véltozoknak lényegében
nincsen semmilyen kolcsonhatdsa, ami befolydsolhatnd a kimeneti jelet; a hatdsaik igy
a tobbitdl fiiggetleniil adodnak hozza a kimeneti jelhez és az egyik paraméter intervallu-
manak csOkkentése egyértelmiien maga utan vonja a Sobol-indexének csokkenését, és a
masik két paraméterének novekedését. Ezt illusztralja az 5.3b abra, ahol a lift-off ingado-
zasat a névleges értékétdl 1%-ra csokkentettiik. Ez lathatéan a felszini ingadozds hatdsa
ala vitte a Sobol-indexét, tehat biztosan noveltiik vele a mérés pontossigat.

A SG-alapu Monte Carlo becslés nagyjabdl 6% pontosan adta ugyanazokat az ered-
ményeket, mint a PCE, a két mddszer ugyanakkor nem mondhaté egyforman stabilnak.
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Ef‘{ tesztpélda: az elsérendii Sobol-indexek konvergenciaja
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5.4. abra. A MC becslés konvergencidja 6-mélységli SG mellett.

A PCE els6foku polinomok €s minddsszesen 100 minta alapjan mar 3 tizedesjegyre pon-
tosan megadtdk a Sobol-indexeket, amik rendkiviil j6 konvergenciardl taniskodnak. A
SG-nél ugyanakkor az eredmények még 60.000 minta felett is kissé szérnak, aminek az
oka a Monte Carlo mddszer gyengébb konvergencidja (5.4. dbra). Kell§ szamu minta hi-
anyéban viszonylag nagy is lehet numerikus pontatlansag, példaul M = 50.000 mint4dnal
a Sobol-index nagyobb 1-nél! A PCE a valdszinliségi eloszldsra nézve bontja fel orto-
gondlis bazisban a vizsgalt fliggvényt, ami a statisztikai momentumok becslésénél ered-
ményesebbnek bizonyult. Megjegyzendd, hogy a SG ezzel szemben jobb interpolacids
tulajdonsagokkal rendelkezik. 1000 tovéabbi véletlen minta alapjan szamolt keresztvali-
déci6 a PCE-nél 1074, a SG-nél 10~ nagysagrendi relativ hibat eredményezett, tehat
ugyanannyi modell kiértékelést felhaszndlva a SG egy nagysagrenddel pontosabb appro-
ximéciot biztosit.

A kovetkezd 3-paraméteres esetben a konfiguracios zaj paramétereit rogzitjiik a névle-
ges értékiikon €s az anyaghiba paramétereit vizsgaljuk. Ezzel a szimulacidval arra kapunk
vdalaszt, hogy mi az inverz probléma megoldhatésaganak elvi hatdra. Idedlis, zajmentes
esetben ugyanis kozvetlen képet kapunk a defektparaméterek fontossdgardl: egy nagy
index alapjan nagyobb valdszintiséggel lehet kdvetkeztetni az adott paraméter értékére,
ugyanakkor a nulldhoz kozeli index{i paraméterek visszafejtésére az esély minimalis. A
szamitashoz az el6z6ek alapjan pontosabbnak megallapitott PCE-t fogjuk hasznalni. A
teljes és az egyéni indexek az 5.5. dbran lathatéak.

Az eredmények alapjan itt is az anyaghiba mélysége a legfontosabb paraméter; akar
a teljes (5.5a), akar az egyéni (5.5b) indexeket nézziik, jelentdsen nagyobb érték tarto-
zik hozz4, igy ennek a paraméternek a meghatdrozasara van a legnagyobb valdsziniiség
a kimeneti jel alapjdn. A visszafejtés azonban nem egyértelmd. Ha a Sobol-indexeket
elsérendii/totdlis viszonylatban hasonlitjuk 6ssze, akkor lathat6, hogy kozottiik jelentds
az eltérés, azaz ebben a példdban a paraméterek kiillonboz6 kolcsonhatdsainak is jelentds
szerepe van, igy nem lehet Oket fiiggetlennek tekinteni egymadst6l. Hasonl6 a helyzet,

ha a teljes/egyéni indexeket vetjiik Ossze: a d és [ paraméterek indexeinek jelentds ré-
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0.9 ECT példa (3 paraméter): teljes (full) Sobol-indexek 0 6ECT példa (3 paraméter): egyéni (ind.) Sobol-indexek
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5.5. dbra. Az anyaghiba Sobol-indexei 3-paraméteres szimuldciéban: (a) teljes (full) in-
dexek és (b) egyéni (ind.) indexek.

sz€t teszik ki az egymdstol valo fiiggésbol szarmazo hatasok. A kolcsonhatdsokbdl és
kotottségekbdl ered6 hatasok feltétleniil nehezitik egy paraméter detektalhatésagat, mivel
a kimeneti jel valtozasat nem tudjuk egyértelmiien ennek a paraméternek a megvaltozasa-
hoz hozzarendelni. Altaldnossagban akkor mondhatéak optimalisnak a Sobol-indexek, ha
az els6rendd, egyéni index értéke kozel esik a totdlis, teljes indexhez: ez az eset pontosan
azt jelenti, hogy a paraméter onmagdban vett, kotottségektdl mentes hatdsa kozel azonos
a mindent egybevéve vett hatdsokkal, tehat jol kovetkeztethetiink e paraméter sajat meg-
véltozdsdra. A d anyaghibamélység esetén ez az Si"®/ST/"" viszony 0.28/0.85 < 0.5
semmiképpen sem mondhat6 jonak, hiszen a paraméter sajat hozzajaruldsa nem teszi ki
az Osszhatas felét sem. A tobbi véltozonal hasonldan rossz a helyzet, de ott még a Sobol-
indexek a d paraméter indexéhez képest is elmaradnak. Osszességében azt mondhatjuk,
hogy a hiba d mélységét bizonyos mértékig képesek lehetiink becsiilni, de az anyaghiba
a, d, | paraméterekre val6 szimultdn felbontdsara nincs elvi lehetdség. Ezt a lehet6séget
mar kordbban is felvetettiik a 2. fejezetben: a direkt problémaéval ellentétben az inverz
probléma megolddsa nem mindig egyértelmi. Nem lehetetlen azonban, hogy a, d, [ vala-
milyen fiiggvényére j6 kozelitést tudunk mondani, pl. az a x d szorzatra, és ekkor a hiba
teriilete lehet egy jOl becsiilhet6 valtozo: ennek eldontése természetesen tovabbi alapos
kutatdst igényel.

Végiil néhany tovabbi megjegyz€s, amit a Sobol-indexekbdl szintén levonhatunk: az [
anyaghiba pozici6 egyéni indexei kicsik, mig teljes indexei mar nagyobbak. Ez azt jelenti,
hogy az anyaghiba poziciéja onmagaban nem fontos paraméter; csak akkor vélik fontoss4,
ha az adott mélységben eleve kell6 méretli anyaghiba van jelen. Egy masik érdekesség,
hogy az a defektszélesség indexei egyéni/teljes viszonylatban azonosak: ennek oka, hogy
ez a paraméter fliggetlen a masik kett6tdl, igy egyértelmtien transzformalhat6 a [0, 1]
intervallumba, ezdltal csak egyféle Sobol-indexei léteznek. Erdemes még megemliteni,

hogy a kotottségekbdl adodo hatdsok csak azért vannak jelen a modellben, mert a lemez
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0.9 ECT példa (6 paraméter): teljes (full) Sobol-indexek 0 6ECT példa (6 paraméter): egyéni (ind.) Sobol-indexek
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5.6. dbra. Az anyaghiba Sobol-indexei 6 paraméteres szimuldcidban: (a) teljes (full) in-
dexek és (b) egyéni (ind.) indexek.

vékony és a d + [ 6sszeg elméletben tillépheti a lemez vastagsdgat. Amennyiben a lemez
vastagabb d + [ maximadlis értékénél, tigy a véltozok fiiggetlennek kezelhetdek, ezaltal
novelhetd a Sobol-indexeknek a fent emlitett ardnya és a rekonstrukcié valdszintisége.

Az utolsé tesztprobléma a 6-paraméteres eset, amiben minden valtozét bizonytalan-
ként vesziink figyelembe: a cél, hogy Osszehasonlitsuk a defekt és a konfiguraciés para-
méterek hatasait. A Sobol-indexek szamitasara itt is kézenfekvd lenne a PCE, azonban
még harmadfoku Legendre-polinomok esetén sem csokkent az interpoldcids hiba a 20%
ala. Negyedfoki polinomoknal mér 56 = 15625 mintéra lenne sziikség a becsléshez, ami
kozel 4 napos szimulaciot jelentene, ennek ellenére a jobb interpolaciés hiba nem garan-
talt. Az alapvetd probléma, hogy a PCE egy globdlis bazissal dolgozik, igy ha a fiigg-
vény lokdlisan gyorsan valtozik, akkor ennek pontos kozelitése csak a teljes tartomanyon
értelmezett bazisfiiggvények fokszdmdnak novelésével lehetséges, ami nagyban noveli a
bazisfiiggvények szdmat, de nem feltétleniil biztosit pontosabb eredményeket. A mi teszt-
figgvényiink tipikusan ilyen, hiszen az anyaghibatdl tavol €s annak kozelében jelentdsen
ugrik a kimeneti jel. A SG ezzel szemben racspontjai (node-jai) révén egy lokdlis ba-
zist biztosit, igy fokozatosan novelhet6 a pontossdg a fiiggvény kritikus részein anélkiil,
hogy jelentdsen tobb bazisfiiggvényt kelljen felvenni a teljes tartomdnyon. 5-mélységti
SG felépitéséhez 4865 mintdra van sziikség, tehat egy napon beliili a szimulacids id6.

A SG interpolaci6 alkalmazdsédval 4%-os illetve 6%-os interpolacids hibat sikeriilt el-
érni, ami kellden jonak mondhat6 ahhoz, hogy mintdkat generdlhassunk beldliik a MC
becsléshez. A defektparaméterek indexei az 5.6. dbrdn, mig a konfigurédcids zaj indexei
az 5.7. abran lathatéak. Megallapithatjuk, hogy utébbiak bd egy nagysagrenddel kisebb
értékiiek, igy nincsen érdemi befolyasuk a kimeneti jel bizonytalansagaban. Igy az anyag-
vizsgalati eljardsnak optimalisnak mondhaté abbdl a szempontbdl, hogy a konfiguracids
zaj nem befolydsolja szaimottevéen a kimenetet bizonytalansagéat, egytttal nem rontjak az

inverz probléma megoldhatdsagara tett kordbbi megéllapitdsinkat és értékiik rogzithetd a
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5.7. abra. A konfiguraciés paraméterek Sobol-indexei 6 paraméteres szimuldcioban.

névleges értékiikre.

Megjegyezziik, hogy hasonlé vizsgélatot mutattunk be a kozelmultban egy nemzetko-
zi konferencian (22nd International Workshop on Electromagnetic Nondestructive Eva-
luation), amelyhez kapcsoldddan cikket nydjtottunk be a konferencia valogatiaskotetébe
[13].
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6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat f6 célja az érzékenységvizsgdlat bemutatdsa és illusztraldsa volt az elekt-
romagneses roncsoldsmentes anyagvizsgalat témakorébe esé tesztfeladatokon keresztiil.
Friss matematikai eredményekbdl kiindulva, azokat részben kiegészitve hoztam 1étre az
elektromégneses roncsoldsmentes anyagvizsgalat specidlis kovetelményeinek megfeleld
érzékenységvizsgalati modszereket. Az elektromdgneses szimuldcidkat a tanszéken ren-
delkezésemre bocsatott programokkal végeztem, de az érzékenységvizsgalat €s a helyet-
tesitd modellezés algoritmusaihoz sajit implementéciot készitettem Matlab kdrnyezetben.

Megallapithat6, hogy az érzékenységvizsgalat hatékony eszkoznek bizonyult a kiilon-
bz eljarasok jellemzésére és fontos kovetkeztetéseket tudtam levonni mind az anyag-
hiba detektalasdnak, mind az inverz probléma megoldhatésagdnak elvi kérdéseirdl. Ra-
mutattam, hogy az anyaghiba mélysége a vizsgélt feladattipus (nagy kiterjedési lemez)
esetén altalanossagban egy konnyebben kimutathaté paraméter, ugyanakkor az anyaghi-
ba valamennyi paraméterének egyideji meghatdrozasa pusztin a kimeneti jel alapjan elvi
okokbdl nem megoldhatd. A mérési eljards pontositasdnak egy lehetséges modja a mérd-
szenzor (pl. tekercs) tdvolsdganak minél precizebb bedllitasa.

Az eredmények és az azokbdl levonhat6 gyakorlati kovetkeztetések szamot tartanak
tudoményos €s ipari érdeklddésre is, ahogyan azt az eddig folydirat és konferencia publi-
kécidink tiikrozik.

A dolgozat tovabbfejlesztési lehetdségei kozott egyértelmien az érzékenységvizsga-
lat pontositdsat kell megemliteni. Egyrészt lattuk, hogy a PCE numerikusan stabil a kis
dimenzidju problémakra; egy hatékonyabban megvalasztott (pl. linedrisan csonkitott) po-
linomidlis bazissal novelhet6 az dltala még kezelhet6 problémdk dimenzidja. Nagy di-
menzidkndl mar a SG haszndlata sziikséges, ami egyfeldl szintén pontosithatd, pl. az itt
ismertetett konvencionalis racs helyett adaptiv racs alkalmazdsaval, mésfel6l a SG kvad-
ratira kiterjesztésével, ami a késébbiekben az egyik leghatékonyabb eszkoz lehet az ér-
z€ékenységvizsgilat alkalmazdsdhoz. Ezen feladatok elvégzése és optimalizéldsa jelentik

a jovobeni kihivédsokat.
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Fiiggelék

Ebben a fejezetben fogjuk megadni a 3.3.1. fejezetben kimondott és a numerikus pél-
ddknal felhasznalt tételek bizonyitdsit. A konnyebb érthetdség kedvéért itt még egyszer
feltiintetjiik a definicidkat, amikkel a tételek kapcsolatosak.
Legyen adott egy

F(x) = (Fl(m), Fy(x),..., Fp(w)) 6.1)

vektor kimenetd fiiggvény. A fiiggvény variancidjn a
D** = Var[F(z)] =E[|| H(z) |3] =E [|| F(z) — Fo |3] (6.2)

vdrhato értéket értjiik, ahol

Fo=(fY, 19, iy (6.3)

a komponensfiiggvények varhatéi értékeibdl all6 vektor. Az Fy(x), 1 < k < P kompo-

nensfiiggvény Sobol-féle felbontasdnak definicigja a kovetkezo:

Fy(x) = ék)+Zfz(k)(fci)+ Z fi(]k)(xivxj)_'_"'—i_fl(g) W1, @2, ) (6.4)
i=1

1<i<j<n

Az F(x) vektor kimenet( fiiggvény Sobol-féle felbontdsan azt a szintén 2" tagi dsszeget
értjiik, melynek minden tagja egy vektor €s ezek megegyeznek a komponensfiiggvények
Sobol-féle felbontdsdban azonos helyen szerepld tagfiiggvényekbdl all6 oszlopvektorok-
kal:
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Fy(w Pl P
: i=1
Fp(x) 5" £ (@)
(1 (1) (6.5)
fz’j (i, ;) 1,2,..., W(T1, a5 Tn)
a fi(j?)(xhxj) 1(22)___n(3:1,:c2,...,xn)
+ Z + 4+ 4 Eaki
1<i<j<n
P P
fz(_] )(ZL‘Z‘,ZL‘j) 1(72,)___7n(l‘1,l‘2,...,1‘n)

(1). Tétel. F(x) variancidja el64ll a komponensfiiggvények variancidjanak 9sszegeként.

Bizonyitds:
| (B — O[]
) Fy(x) — f3”
D" = Var [F(z)] = E[|| F(z) — Fo [3] =E | =
F(a) - £ (6:0)
DGO 5”)2] =S E(R@ - 1) = YD)

A 1épések sordn kihasznaltuk a 2-es norma definiciéjat €s a varhat6 érték, mint operator
linedris voltat, valamint az utolsé 1épésben felismertiik a skalar fiiggvényeken értelmezett
variancia definicidjat.

Jeloljiikk az F(x) fuggvény Sobol-féle felbontdsdban a v € @ csoporthoz tartozé tagfiigg-

vényt
1
f§(1)y) (v)
(2)
v
Fiw)(v) = fl(”.) ) -vel, 6.7)
P
fI(('v))(v)
ahol /(v) egy indexhalmaz és v = (z;,, T4, ..., 2, ), 1 < iy <iip < --- < iy < mesetén

I(v) = {iy,i2,...,is}.

(2).Tétel. F ) (v) variancidja elGall a komponensfiiggvények variancidjdnak Osszege-
ként.

Bizonyitds. Azt kell felismerniink, hogy F(,)(v) komponensfiiggvényei mind korab-
bi skaldr kimenetd fiiggvények Sobol-felbontdsdnak tagjai, amik a felbontds definicidja

alapjan zérus vérhat6 értékiiek. Igy F I(v)(v) vérhaté értéke az azonos nulla vektor lesz,
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tehat variancdja megegyezik a sajat kettes normdja négyzetének varhaté értékével.
2
Var [F) (v)] = D [Fi)(v)] = E [HFuv o)ll;] =

~2 |3 (o) | - e o] - o ()

Jj=1

(6.8)

Az utolsé 1épésben ismételten kihaszndltuk, hogy a komponensfiiggvények variancidja
valdjdban megegyezik a mdsodik momentumukkal. Abban a specidlis esetben, amikor
v = {x;} az el6z0 dllitassal egyiitt éppen azt kapjuk, hogy az dltalunk definiélt elsGrendd

Sobol-indexek vektoridlis kimenetnél eldallithatok a komponensfiiggvények variancidja

és részvarianciai segltsegevel.

—)
D!
Svec Var [F (xl)] . J; ' (6 9)
‘ Var [F(x)] iD(A) '
J
=1

(3).Tétel. A vektoridlis esetben definidlt Sobol-féle felbontds reljes, azaz F(x) variancidja
tovébbra is felbomlik a F;(,(v) tagfiiggvénynek variancidjanak dsszegére.

Bizonyitds. Az allitas igazolasdhoz mar minden segédtétel a rendelkezésiinkre all: igazol-
tuk, hogy F(z) variancidja felbonthat6 az Fj(x) komponensek variancidjanak osszegé-
re. Ezekrdl tudjuk a Sobol-féle felbontas eredeti definicidja alapjan, hogy felbomlanak a
tagfiiggvényeik variancidjanak 0sszegére. Utobbiakrol pedig éppen most lattuk be, hogy
azonos indexhalmazhoz tartozo részvarianciak 6sszege megadja az F ., (v) részfiiggvény

variancidjat. Mindez egyenletek forméjiban:

Var [F(x)] = ZP:Var [FU i [Fl(gl)’)( )] =

x\{0

Z ZVar [Fl(gv }: Z Var [F () (v)]

vCx\{0} j=1 vCx\{0}

Iﬁ

(6.10)

Ez az 0sszefiiggés teremti meg a lehetdséget arra, hogy a totdlis Sobol-indexeket vekto-
ridlis fiiggvényeknél is ugyanigy szdmolhassuk, mint az elsdrendiieket. Az eltérés mind-
0ssze annyi, hogy a szdmldloban a komponensfiiggvények DZ-T(j ) totdlis részvarianciit
kell 6sszeadni, amely mindazon részvariancidk 6sszege, amelyek kapcsolatban allnak az

x; valtozodval:

== (6.11)

ahol D!'Y)-re fenndll, hogy D]’ /DY) = STY.
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