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Abstract

The main objective of this work is the development of a model for electromagnetic wave pro-
pagation considering spherical problems. An analytical approach is used, which makes the
calculation to be fast and precise for design and validation purposes. The main application field
is the modelling of electrically large objects, thus for millimeter long waves, where, e.g., the
human body cannot be described by full-wave electromagnetic models, hence an approximate
model or analytical approach is used. Based on this problem, this work gives a tool for the de-
sign and validation of the developing field of millimeter wave applications, i.e., the automotive

RADAR or the new generation of mobile communication systems (5G).

The Mie-Debye-theorem is used for calculating the electromagnetic scattering of a sphere,
which is extended to the multilayer case. The evaluation of this analytical approach has several
numerical instabilities, which makes the precise calculation to be a challenge, thus this field
is still subject of numerous ongoing research. For materials described by lossless dielectric
properties, there are already some stable implementations even for electrically large spheres,

however for lossy materials these methods cannot be used for precise and stable calculations.

Accordingly, the theory requires further development for calculating the scattering of lossy
dielectric layered spheres, to which two methods are introduced in this work. Both are made
with the main objective to estimate the final precision of the result, which is an important aspect
for potentially instable calculations, however the existing implementations does not include this

feature so far.

This work includes the review of the required theory, which is then developed further for the
precision estimation. The implementation is done in Matlab environment. The model is then
validated through an application example with comparing the results of numerical calculations
(Finite element method). The human head model is used with the approximation of a two-layer
sphere, where the brain tissues and the cranial bones are represented by homogeneous materials.
Similar models are frequently used both in RADAR technique (Radar Cross Section, RCS) and

in telecommunication (Specific Absorption Rate, SAR) measurements.
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Kivonat

A dolgozatom célja egy analitikus mddszer kidolgozdsa, amely elektromdgneses hulldmok
gombszimmetrikus testekrdl valé szérdddsanak leirdsdra alkalmas. A {6 célteriilet az elekt-
romosan nagyméretd targyak modellezése és szimuldcidja. Milliméteres hullimhosszak esetén
mar példaul az emberi test sem irhatd le teljes hulldmtani modellekkel, igy valamilyen kozelitd
modszert, illetve analitikus megkozelitést kell alkalmazni. Ezek alapjan a dolgozat egy model-
lezési eszkozt javasol a fejlédésben 1évd milliméteres hullimhosszakat alkalmaz6 technolgi-

akhoz, tigy mint az autdipari RADAR vagy az tjgeneraciés mobil tdvkozl6 (5G) rendszerek.

A gombrdl valé szérédds meghatarozdsara a Mie-Debye-elméletet haszndlom, és annak egy
kiterjesztését sugdr irdnyban rétegezett gombok esetére. Az ehhez sziikkséges szdmitdsok nu-
merikus hibdja és instabilitdsa miatt a probléma a mai napig kutatds része. Veszteségmentes
dielektromos gombok esetére léteznek stabil implementécidk elektromosan nagyméretli gom-

bokre is, viszont veszteséges anyagok esetén nem alkalmazhatéak pontos szdmitdsokhoz.

Ezek alapjdn tovabbi megfontoldsok sziikségesek a veszteséges dielektromos gombok szordda-
sdnak pontos szdmitdsdhoz, melyre a dolgozatban két médszert mutatok be. Ezen mddszerek
célja, hogy az eredmény pontossagat eldre tudjuk becsiilni, amely egy lényeges kérdés numeri-

kusan instabil szamitasok esetén, viszont az eddigi implementaciok nem rendelkeznek ezzel.

A dolgozatban bemutatom a sziikséges elméleti hétteret, majd tovibbfejlesztem azt a pontossig

meghatdrozdsdhoz. Az implementaciét Matlab kornyezetben végzem.

Az igy kapott modell ellendrzéséhez egy alkalmazési példan keresztiil végzek dsszehasonlitd-
sokat numerikus szamitasok eredményeivel (végeselem mddszer). Erre a célra az emberi fejet
modellezd kétrétegli gobmbot haszndlom, amely egy homogén reprezenticidja az agynak és a
koponya csontoknak. Az ehhez hasonlé vizsgélatok gyakoriak mind a mobil tavkozlés teriile-
tén (Fajlagosan elnyelt teljesitmény, Specific Absorption Rate, SAR), mind a radartechnikdban
(Radarkeresztmetszet, Radar Cross Section, RCS).



1.

Bevezetés

A mikrohullamu tavérzékelés egyik célja az objektumok megkiilonboztetése, illetve felisme-
rése az adott céltargy altal visszaszort elektromagneses hulldm alapjan. Ezt az elvet szdmos
technoldgia alkalmazza, melyek koziil a legkorabbi a 1égi jarmiivekhez kothetd, habar alkal-
mazzak foldi és vizi jarmiiveken, geoldgidban, meteoroldgidban, csillagdszatban és igy tovébb.
Ezek 6sszefoglal6 elnevezése RADAR, avagy ,,RAdio Detecting And Ranging”, é€s nagyjabdl a
3 MHz-300 GHz frekvencia tartoményt fedik le [1].

1.1. Numerikus mddszerek a szorodas vizsgalatara

A radar mérésekhez és tervezésekhez gyakran alkalmazunk valamilyen numerikus térszamitasi
modszert, amelyet mindig az adott problémahoz valasztunk. A modelltartomdny ekkor altala-
ban nem az adoét, a vevét és az objektumot lefedd térre terjed ki, hanem valamilyen egyszer(isit
megfontoldssal éliink. Abban az esetben, ha kell6en tdvol vagyunk az ad6tdl és a vevotdl és az
objektum méretei a hulldimhossz nagysdgrendjébe esnek, akkor hasznalhatunk teljes hulldm-
tani modellt (végeselem modszer/FEM, véges differencia modszer/FDTD), ahol a gerjesztést
sikhullamnak tekintjiilk. Ha a céltargy méretei sokkal nagyobbak, mint a hullimhossz, akkor
alkalmazhatunk optikai kozelitést (Ray Tracing), ekkor j6 kozelitéssel a céltargy feliiletén a to-
rési torvény szerint viselkedik a bees6é hullim. A koztes esetben, amikor az objektum mérete
nagy, viszont még nem adna jé eredményt az optikai kozelités, akkor haszndlhatjuk az integ-
ralegyenletek moédszerét, ahol csupan a kozeghatarokat vessziik figyelembe (tartomdnyonként
homogén kozegek esetén), és ezekre szdmoljuk ki a toltéseloszlist €s az dramslriiséget, ami

egy tetszbleges beesd hullam esetén alakul ki (momentum médszer/MoM).



Az adott numerikus mdédszer alkalmazhat6sdgit minden esetben ellendrizni sziikséges. Erre
egy mddszer a laboratériumi mérés, amely sordn egy mintahalmazra megmérjiik a szort teret,
és Osszehasonlitjuk a numerikus médszer eredményeivel. Ennek eldnye, hogy tetsz6leges minta
objektumot validdlhatunk a mérésekkel, viszont a hitranya, hogy megfelel6 kornyezet sziiksé-
ges a méréshez, amely garantdlja, hogy a megvildgitas foleg a céltargyrdl ver6djon vissza, amit
gyakran reflexidomentesitett kamrdban, vagy szabadtéri mérShelyeken tudnak elérni. A madsik
modszer, ha a az 0sszehasonlitdshoz egy olyan testet haszndlunk, melynek az elektromagne-
ses szordasa analitikusan meghatarozhaté. Ennek eldnye, hogy pontos és gyors, hatranya a kis
szamu mintahalmaz és 4ltaldban sikhulldim megvildgitasra ismert. Tovabba el6fordulhatnak
esetek, amikor a numerikus médszerrel nem tudjuk meghatdrozni a megoldést, ekkor analiti-
kus uton kell megkozeliteniink a problémat. Az analitikus megoldasok koziil a dielektromos és
fém gomb a legismertebb, illetve ezen kiviil egyszer(ibb fém kanonikus testekre (téglatest, el-
lipszoid) ismertek még a megoldasok, valamint a megvilagité hullimhossztdl fiiggden ismertek
kozelité megolddsok is [2, 3]. Az analitikus megoldds a numerikus médszer kezdeti hitelesité-
sére szolgélhat, a tovabbi pontositdshoz laboratériumi mérések sziikségesek. A tovdbbiakban

az analitikus mdédszerrel torténd validdldssal foglalkozunk.

1.2. Szérodas vizsgalata analitikus médon

A legjobban kidolgozott analitikus megoldds menete a gdmb esetén ismert, tekintve, hogy
a geometria egyszerlisége miatt egyszerien tudjuk kezelni egy gombszimmetrikus probléma-
ként. A sikhullimmal megvildgitott gomb elmélete 1862-re vezethetd vissza Alfred Clebsch
német matematikushoz, aki még a Maxwell-féle elektromagneses térelmélet elterjedése elbtt
adott megoldast a problémadra, melyet a rugalmas terjedéshez haszndlt hullimegyenletre veze-
tett vissza és fejtett ki, még a vektoranalizis elemeinek ismerete nélkiil. Fiiggetleniil hasonlé
eredményekre jutott 1871-ben Lord Rayleigh brit fizikus, illetve 1883-ban Ludvig Lorenz dan
matematikus és fizikus. Viszont, az elméleti alapok eredete nem ezen szerz6k nevéhez kototten
maradt fenn, ugyanis 1908-ban Gustav Mie német fizikus is publikdlta az elméletet, amely az
el6zoekkel hasonlé felépitést kdvetett, viszont egy atfogd képet alkotott a problémardl, valamint
szamitasi eredményeket is tartalmazott. Tovabbd szintén 1908-ban Peter Debye holland fizikus
publikalt egy hasonléan atfogd elméletet. Ezen kiegészitések miatt Mie és Debye nevéhez
kotjiik az elmélet megsziiletését [4, 5, 6]. Az analitikus mddszer kiértékelése szamitasi problé-
madkba litkozik, amelyet f6leg elektromosan nagyméretli gombok esetén tapasztalunk. Emiatt
az utébbi évszdzadban szamos publikacié sziiletett az algoritmus minél hatdsosabb megoldha-

tésdgdrol, valamint a 21. szdzad elejére mar sziilettek olyan szdmitasi mddszerek, melyek az
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elektromosan nagyméretli gomboket is kezelni tudjik [7].

Az analitikus megolddsok halmazdnak novelése érdekében, a homogén gomb modellje kiter-
jeszthetd a Mie-Debye mddszerrel, szimmetrikusan rétegezett esetre is. Az igy kapott diszkré-
ten rétegezett gobmb analitikus megolddsa 1951-ben meriilt fel Arthur L. Aden és Milton Kerker
nevéhez kothetéen. Az igy kapott médszer ekkor még csak kisméretli gombok esetén volt ki-
értékelhetd, és csupdn a tavol-térre értelmezve, igy a homogén gombhoz hasonléan ebben a
témakorben is sorra jelentek meg az algoritmust pontosité publikaciok, viszont az dltaldnos
megoldasi forma a mai napig a kutatds része [8]. A legfrissebb hozzdjarulés egy Scattnlay elne-
vezési algoritmus, amelyet 2017-ben adtak kozre a szerzok, és bevallasuk szerint egy dltalanos
megoldési forma, amely tetszbleges méretli rétegzett gombre kiszdmolja az elektromdgneses
kozel-teret is [9]. Habar ezen analitikus megolddsokat is valahogyan hitelesiteni sziikséges,

kivéltképp amikor a szdmitds mdédjaban felmeriilhet a pontatlansag.

Ebben a munkdban leszikitjiik a vizsgdlatok korét a kétrétegli gombre, €s elektromosan nagy-
méreti gdmbok esetén megvizsgiljuk az analitikus megoldds pontossagét, dsszehasonlitva az
elérhetd algoritmussal. Az ellen6rzésre egy mddszer lehet valamilyen numerikus modszer ered-
ményével val6 Osszevetés, amely elsd korben értelmetlennek tlinhet, ugyanis pont a numerikus
modszert szeretnénk visszaellendrizni, vagy esetleg kivéltani az analitikus megoldassal. Ellen-
ben vegyiik észre, hogy az analitikus megoldas alkalmazhatdsdgardl csupan egyszer kell meg-
bizonyosodnunk, amely ezutdn gyors eredményt szolgéltat. Ekkor, ha tobb mddszer is hasonl6

eredményt ad, akkor helyesnek itélhetjiik a megoldast.

Tovéabba vannak esetek, amikor az elektromdgneses kozel-tér eloszlasat nem tudjuk numerikus
modszer segitségével ellendrizni, ekkor valamilyen integrdlis mennyiséget érdemes vizsgél-
nunk. Erre lehet példa a gomb 4ltal elnyelt Osszteljesitmény vizsgélata, amely alapértelmezet-
ten a tér ismeretében egy térfogati integrildssal kaphat6 meg. Viszont az analitikus megoldds
ismeretében meg tudjuk keriilni a térfogati integralast, és egy gyorsabban szamolhat6 alakot ka-
punk. Ez a forma homogén gomb esetén ismert [10], tovdbbi célunk, hogy a kétrétegli gobmbre

is kifejezziik ezt az alakot.

Az igy kapott analitikus megoldast a késébbiekben a radarkeresztmetszet fogalméanak éltaldno-

sitdsdhoz haszndljuk, mint egy alap probléma, amelyen gyors szdmitdsokat lehet végezni.

Szeretnék koszonetet mondani Dr. Bilicz Sandonak az utmutatasokért €s a téma vezetéséért,
valamint Dr. Badics Zsoltnak és Dr. Horvath Balint Péternek a téma atlatasahoz nyujtott segit-

ségiikért és tandcsaikért.



2.

Sikhullam szérédasa tetszoleges anyagu

rétegzett gombrol

Az aldbbiakban meghatdrozzuk egy tetszdleges anyagparaméterekkel jellemezhetd sugar-irdnyban
rétegzett gomb elektromdagneses terét analitikus dton, sikhulldim megvildgitis esetén. A fel-
adat geometridjanak jellegébdl kovetkez6en gombi koordindta-rendszer szerint dolgozunk. A
probléma soran forrdsmentes teret feltételeziink idében szinuszosan véltoz6 esetben, melyre a

Maxwell-egyenletek kovetkez6 forméja irhat6 fel:

V xE=—jwuH, 2.1
V x H = jweE, (2.2)
V-B =0, (2.3)
V-D =0, (2.4)

amely differencidlegyenlet-rendszer lineéris, homogén, €s izotrop anyagjellemzdk esetén kife-

jezhetd az elektromos és magneses térre értelmezett hullimegyenletekkel:
VE+KE=0, VH+KFH=0, (2.5)

ahol a két térjellemz6 kozott a (2.1)—(2.4) altal megadott tulajdonsdgok teremtenek kapcsolatot.



2.1. Hullamegyenlet megoldasa (Mie—Debye-formula)

A (2.5) osszefiiggések harom-harom egyenletet definidlnak térkomponensekként, melyeket kiilon-
kiilon lenne sziikséges megoldani. Erre 1étezik egyszerlibb mddszer is, melyben bevezetiink egy
skaldrpotencialt, igy csokkentve a probléma szamitasigényét [5, 6, 11, 2]. Ehhez felirjuk a hul-

lamegyenlet altaldnos alakjat, forrdismentes esetre:
VxVxC+kC=0, (2.6)

ekkor, alkothatunk egy M = V x (ai)) vektorteret, amelyet behelyettesitve a (2.6) hullim-
egyenletbe kapjuk:

V x [a(V*) + k*)] = 0, .7)

ahol v az ugynevezett Debye-potencidl és a egy tetszbleges konstans egységvektor. Ebbol
latszik, ha a megjelend skaldris hullimegyenlet nullaval egyenld, akkor az eredeti vektoridlis
hulldmegyenlet is teljesiil. Tovdbba egy mdsik megolddst ad a N = %V x M vektortér, melyet
behelyettesitve a (2.6) hulldimegyenletbe szintén az el6z6 formdhoz hasonlé alakot kapunk:

V x (VM + k*M) = 0, (2.8)
amelybdl l4tjuk, hogy a vektoridlis hullimegyenlet csak akkor teljesiil, ha a skaldris is. Tehat

kaptunk két megoldast, melyeket skaldrpotencidl segitségével szamolhatunk.

Tovébba latjuk, hogy M és N forrdsmentes, valamint N rotacidjanak képzésével kapjuk a két
vektortér kozotti masik kapcsolatot M = %V x N. Tehat a két vektortér megolddsa a Maxwell-
egyenleteknek, igy ezek segitségével leirhatjuk az elektromos és magneses teret, amihez defini-
alunk egy skalar-potenciélteret és egy konstans egységvektort, melyet az adott feladatban 1évo

szimmetriakhoz valasztunk.

Tehét elsd 1€pésként a meghatdrozzuk a szdmunkra megfeleld potencialteret (ezen okbdl kifo-

lydlag 1)-t generdtorfiiggvénynek is nevezik), amihez a skaldris hullimegyenletet haszndljuk:
V3 + k%) =0, (2.9)

melyet gombi koordindta-rendszerben (2.1) kifejtve a kdvetkez6 alakot kapjuk:

10 [ ,00 1 0 (. o 1 Py,
ﬁa (7” E) + T‘QSiDQ% (S1H9%> + T‘2 sin@@T& +k 77b — 07 (210)




ahol a megoldést koordinatak szerint fliggvények szorzataként feltételezziik:

Az

LA

2.1. Abra. Gombi koordindta-rendszer

U(r,0,0) = R(r)0(0)(¢), 2.11)

igy valtozok szerint szepardlva a differencidlegyenletet a kovetkezd harom egyenletre jutunk:

0 28f 2.2 -
or (7” 3r> + [F*r* —n(n+1)] f =0, (2.12a)
i (sm 9@) + {n(n+ D= (=5) ] g=0, (2.12b)
2h
3752“% h =0, (2.12¢)

ahol a (2.12a) alakja a Bessel-féle differencidlegyenlethez hasonlithato, a (2.12b) alakja a Legendre-
féle differencidlegyenlethez, illetve a (2.12c) egy mdasodrendi linedris homogén differencidl-
egyenlet. Tovabba az n és m paraméterek a szeparaldsbol szairmazd konstansok.

A Bessel-féle differencidlegyenlet (2.12a) megoldadsai a gombi Bessel-fiiggvényekkel irhatéak

le, melyek az n-tdl fiiggben végtelen sok linedrisan fliggetlen megoldést adnak, illetve ezek
koziil megkiilonboztetjiik a j,, els6-, €s az y,, masodrendl Bessel-fiiggvényeket, melyek kiva-
lasztasa az adott feladat geometridjatdl és paramétereitdl fiigg. Ezen fiiggvények a sugarirdnyd
leirdsat adjdk a térnek. Ezeket dltaldnosan z, (kr) forméval jeldljiik.

Hasonlé médon a Legendre-féle differencidlegyenlet megolddsai Legendre-fiiggvények, me-

10



lyek szintén n és m fiiggvényében linedrisan fiiggetlen megoldasokat szolgdltatnak, ahol m =
0,1,2,..., valamint n = m,m + 1, ..., jelolése P"(cos0).
Tovébba a masodrendi differencidlegyenlet a (2.12¢) megoldasai sin(me) (paratlan) és cos(mao)

(paros) fiiggvények, melyek argumentumukban fiiggenek m-tél.

Tehdt a skaldris hullimegyenlet (2.10) megolddsa gdmbi koordinatak esetén a kovetkezd for-

maban all el6:

Yemn = cos(me) P (cos 0)z, (kr), (2.13a)
Yomn = sin(me) P (cos 0)z, (kr), (2.13b)

ahol az e jeloli a paros (even) és o a paratlan (odd) megoldédsokat, tovdbba értelem szerlien m
és n pozitiv egész szdmok. Ezen alak ismeretében ki tudjuk fejezni az M és N vektoridlis

fliggvényeket:
1
M =V x (ay), N = EV x (M), (2.14)

ahol a konstans vektor tetszélegesen megvalaszthat6. Ehhez gombi koordinédta-rendszerben
élhetiink az a = r vdlasztdssal, habdr a radialis egységvektor nem konstans, de a probléma
szimmetridja miatt (gomb esetén) helyes megolddshoz juttat. Ezen a forméaban partikuléris meg-
olddsokhoz jutunk, melyek linedrisan fiiggetlenek, igy a teljes tér ezen fiiggetlen megoldasok

linedris kombindcidjaként irhatd le:

E = Z Z (BemnMemn _l_ BO?TLTLMOTTLTL + AemnNemn + AomnNomn)7 (2'15)

m=0n=m

ahol az A és B egyiitthatokat az adott feladat paraméterei és peremfeltételei alapjan hatarozzuk
meg. A tovabbiakban a két bevezetett vektorteret vektoridlis gdmbi harmonikusoknak nevez-
ziik, vagy az angolszdsz elnevezés szerinti Vector Spherical Harmonics (VSH) elnevezéssel

éliink.

2.2. Beeso, szort, és belso tér meghatarozasa homogén gomb esetén

A vizsgalt probléma egy gombrdl val6 sz6rddas vizsgalata sikhullam megvilagitds esetén, ahol

egy z irdnyban terjed6 beesd hullamot feltételeziink, amely x irdnyban polarizalt:
E! = Eje %6, = Ege /b COSe(sm 6 cos ¢pé, + cos 0 cos P&y — sin Pé,), (2.16)
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amely kifejezhetd (2.15) felbontds haszndlatdval. Ehhez (2.14) alapjdn meghatdrozhatjuk az
egyes vektoridlis harmonikusok koordinatdk szerinti komponenseit:
— dP™ 0
m sin(me) P (cos 0)z, (kr)éy — Cos(mqb)%zn(k‘r)é@ (2.16a)
dP!"(cosf)
do

Memn = =
sin 6
Mmn = & cos(me) P (cos 0)%@ — sin(me)
Nemn = cos(mo)n(n + 1) P} (cos 8)z, (kr)éy
dP"(cosf) 1 d
A6 krd(kr)
P(cosf) 1 d
sinf  krd(kr)
Nomn = sin(me)n(n + 1) P (cos 0) z, (kr)é,
it C(lzos d % y (Zm (2 (kr)]8o
PM™(cosf) 1 d

n

sinf  krd(kr)

2n(kr)é, (2.16b)

+ cos(ma) [krz, (kr)|ég

[krz,(kr)|é, (2.16c)

—m sin(me)

+ sin(mo)

—m cos(mao) [krz,(kr)]és, (2.16d)

amibdl lathatd, hogy az M.,.,,,,, és az N,,,,,,, kifejezésében a ¢ valtoz6 koszinusz fiiggvényeként
szerepel, amig (2.16) definicidja szerint szinusz alakban varndnk. Tehdt az emlitett két vekto-
ridlis harmonikus fliggvénycsaldd nem szerepelhet a bees6 sikhullam kifejezésében. Hasonld
okbol csupan az m = 1 rendii Legendre-fiiggvények felelnek meg a (2.16) alakhoz, igy a ko-

7 2

vetkez6 egyszer(sitett alakhoz jutunk:

[e.9]

Einc = Z(BolnMoln + AelnNeln>- (217)

n=1

Az egyiitthatok meghatdrozdsdhoz kihasznaljuk, hogy a vektoridlis harmonikusok egymdsra
és kiillonboz6 n értékek €s paritds esetén onmagukra is ortogondlisak. Tehat, a B egyiitthat

szamitasdhoz képezziik a kovetkezd szorzat integraljat:

2 ™ o0 2m ™
/ / EincMoljd0d¢ = Z/ / (BolnMolnMolj + AelnNelnMolj)dedgba (218)
0 0 n=1v0 0

amibdl lathatjuk, hogy csak a n = j esetén a M,;,, tag marad meg, igy a kovetkezd kifejezést

kapjuk:

2m s 2 T
/ / EmcMoljded¢ == / / Bolj|M01j|2d9d¢, (219)
0 0 0 0
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ahol a B, egy konstans, igy kifejezhetd a két integrdl hanyadosaként. Tovabbd, hasonlé médon

jrunk el A,,; esetén is. Igy a kovetkezd egyiitthatokat kapjuk:

2n+1

Aein = =By, = —1Eyi"——.
1 Dol Lol n(n+1)

(2.20)
A Bessel-fiiggvény definidlasa sziikséges még a z,, (kr) altalanos alakhoz, melyhez az elsGrendi
Bessel-fiiggvényt (y,,) tudjuk alkalmazni, ugyanis csak ennél a rangndl vesz fel véges értéket a
fliggvény az origdban, amely sziikséges az adott problémahoz, ahol egy sikhulldmot targyalunk.
Tehat kifejezve a beeso sikhullam elektromos tere:

o0

n 20t L ) )
E;.. = E "———(M,;, — N, 221
0 2y Mo~ New) 220
ahol a (1) jelolés az alkalmazott Bessel-fiiggvény rangjdra utal. A magneses térvektor kifejezé-
séhez a (2.1) Faraday-torvényt hasznaljuk:
ko=, 2n+1

e = —— B Y i"——— (M)

N 2.22
Wit o n<n+1) eln—i_Z )7 ( )

oln
ahol a rotacié miivelet hatasara a vektorialis harmonikusok is valtoznak (2.14) szerint, tovabba

1 a gdmbot korbevevd kozeg permeabilitdsa. A tovabbiakban a kdvetkezd roviditéssel éliink:

E, = Eyi" (2.23)

n(n+1)

A bees0 sikhullam ismeretében meg tudjuk hatdrozni a 1étrejove teret a gomb belsejében, illetve

a szort teret. Ehhez a folytonossagi feltételeket hasznéljuk az anyaghatarokon:

[(Eznc + Escatt) - Emt] X ér - [(Hmc + Hscatt) - Hznt] X ér - 07 (224)
R g R g
ext ext

tehat a tangencidlis komponensei a térnek folytonosak a kozeghatdron. A szort és belso tér alak-
janak meghatdrozasahoz felhasznéljuk, hogy a vektoridlis harmonikusok egymadsra és onmaguk
kiilonb6z rangjaira ortogondlisak, igy, ha lineéris kozeget feltételeziink, akkor a belsd és szort
teret is a gerjesztd tér formdjaban keressiik. Masképp megfogalmazva, a belsé és szort teret
fel tudjuk irni a gerjesztd teret leiré vektoridlis harmonikusok altal alkotott bazis linearis kom-
binicidjaként. Illetve ehhez figyelembe vessziik a folytonossagi feltételt (2.24) is. Tovabb4,
hasonlé6 médon, mint a sikhulldm targyaldsdndl, a belsd térnél feltételezziik, hogy az origé-

ban véges értéket vesz fel, igy hasonlé médon az elsérendi Bessel-fiiggvényeket alkalmazzuk.
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A szort tér esetén nincs ilyen megkotés a fliiggvények korldtossdgara, igy tetszGleges format
haszndlunk, amely az els6 és masodrendti Bessel-fiiggvényeket is tartalmaz, csupdn annyi meg-
kotéssel, hogy nagy tdvolsdgban a gombtdl terjedd hullimként viselkedjen a szort tér, mely egy
specidlis eset, igy Hankel-fiiggvényként (j,, + ¢y,,) hivatkozunk r4, illetve harmadrendd Bessel-

fliggvénynek is nevezik. Ekkor a kovetkez$ alakban irhatjuk fel a teret:

Ei = En(caMy), — id NG, (2.252)
n=1
H; = —w—m Z En(ic,Ng), + d M), (2.25b)
scatt - Z E Mln e:i)n —b M(o?i)n) (2263)
Hocat = — Z E anMeln + b N((jn) (2.26b)

ahol a méagneses tér szintén a (2.1) a Faraday-torvény segitségével szamolhat6. A kovetkezd
feladat az egyiitthatok meghatarozdsa a folytonossagi egyenletek segitségével alkotott egyen-

letrendszer segitségével.

2.3. Szimmetrikusan rétegzett gomb esete

Az elsé elmélet, amely a Mie—Debye-formula tobb kozeghatarra valé kibdvitésével foglalko-
zik Aden és Kerker nevéhez kothetd [12]. A (2.25) és a (2.26) belsd és szort tér formdjanak
meghatdrozasahoz hasonldan itt is megsejtjiik a tér viselkedését a koztes kozegben. Mivel a
gomb kopenyében a tér véges értéket vesz fel, de itt mar nem kell feltenni, hogy a végtelen ta-
volban haladé hulldmként viselkedik, igy csupan egy altaldanos format adhatunk, melyben mind
az els6 és masodfaju Bessel-fiiggvény szerepel, viszont nincs koztiik a fentebb emlitett speci-
alis kapcsolat, igy nem a Hankel-fiiggvényen beliil kezeljiik 6ket, hanem fiiggetleniil. Ez azt
jelententi, hogy a tér kifejezésénél szerepeltetni kellene az elséfaji (j,,) Bessel-fiiggvényeket
tartalmazé vektoridlis harmonikusokat (M), N()_ illetve a masodfajiakat (y,,), (M), N(2))
is, igy alkotva egy megfeleld bazist. Létezik olyan megkozelités, amely ezen logika szerint
halad [13], viszont most az eredeti elméletre alapozunk [12]. Célszeriibbnek tiinik az a meg-

oldds, hogy ne vezessiink be egy tijabb tipusi vektoridlis harmonikust (M), N(?)), ugyanis a
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Hankel-fiiggvény (j,, + iy,) természetesen tartalmazza a masodrendd Bessel-fiiggvényt is, igy
ennek segitségével is felépithetjiik a teret, csupén a tag egyiitthatGjaban lesz kiilonbség. Igy a

koztes rétegben 1étrejovo elektromos és magneses teret a kovetkezd formdban feltételezziik:

Bt = Z Ey (aM{p, — N, + a@M), - bPNG, ) (2.27a)
H,p = _W Z E, (za W pOMY 40N 4 3>Mem) . (2.27b)
2

2.4. Az elektromos és magneses tér felépitése

Az egyiitthatok ismeretében a (2.17) vektoridlis harmonikusok és a (2.25), (2.26) és (2.27)
osszefliggések alapjan 6ssze tudjuk éllitani az elektromos és a magneses teret.

A (2.17) osszefiiggésekben szerepel a Legendre-fiiggvény is, melynek m = 1 fajtdhoz sziik-
ségiink van az egész rendszamu tagjaira (n = 1...n,,4,). Ennek szdmoldsahoz kihasznalhatjuk
a Legendre-fiiggvények rekurziv elddllithatésdgat a ndla kisebb rendszamu tagok ismeretében
[14]. Tovabba érdemes a 6 szogtdl fliggd tagokat Osszevonni az egyszerliség kedvéért, igy a

kovetkezd fliiggvényeket kapjuk [2]:

Pl(cos0) dP!(cos )
= L = — 2.28
" sin 6 ! do (228)
melyekre a kovetkez6 rekurziv 0sszefiiggés igaz:
2n —1
Tn = 2 o8Oy g — — 7, (2.29)
n—1 n—1
T, = ncosfm, — (n+ 1)m,_1, (2.30)
mo = 0, T = 1. (2.31)

Az igy meghatarozott térkomponenseket érdemes visszaalakitani Descartes-féle koordindta-

rendszerbe az abrdzolhat6sag kedvéért.

A gomb belsejében 1év téreloszlas ellendrzése torténhet valamilyen teljes hullimtani numeri-
kus médszer segitségével, viszont nagy méretli vagy nagy permittivitdsi gombok esetén ezek a
numerikus médszerek sajnos nem alkalmazhatéak. Az ellendrzéshez egy masik médszer lehet,
ha egy eltér6 elven miikodd analitikus megoldassal hasonlitjuk 6ssze, viszont sajnos jelenleg
csak az emlitett Scattnlay nevii program elérhetd, amely ugyanezen elméleti megfontoldsokra

alapoz.
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Az algoritmus implementdldsdhoz felhaszndltam a tanszéken elérhet6 MATLAB algoritmust
[15], amely homogén gomb esetén szdmolja ki az elektromdgneses térkomponenseket. Az em-
litett algoritmus keretébe épitettem be az 1j térkomponensek szamitdsat, amely felhasznélja a
sajat egyiitthat szamitd algoritmusomat.
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3.
Szorodasi egyiitthatok meghatarozasa

A folytonossagi feltételek (2.24) segitségével alkothatunk egy egyenletrendszert, amibdl az
egyiitthatok meghatarozhatéak. A tovdbbiakban egy olyan rétegzett gombot tekintiink, amely
egy magbdl és egy gombhéjbal all (3.1 abra).

g, [t

Ry

~.

~
~

€1, Mla o

&2, ,LLQa o

3.1. abra. Rétegzett gomb szerkezete

Igy koordinatanként felirjuk az egyenleteket a (2.21), (2.25), (2.26) teret leir6 dsszefiiggések
alapjan, illetve a (2.13) kifejezések segitségével. Tovabba figyelembe vessziik, hogy a teret
végtelen sok vektoridlis harmonikusbdl éllitjuk el8, melyek a fenti elmélet alapjan Snmagukban
is megolddsai a Maxwell-egyenleteknek, igy kiillon médusonként tekinthetiink rdjuk, tehat a
folytonossagi egyenletet minden n értékre és vektoridlis harmonikus alakra (IM, N) felirhatjuk.

A mag és a gdbmbhéj kozti hatarra a kovetkezd Osszefiiggéseket kapjuk:

cafn(kiRr) = 0D ju(kaRa) + 0P ho (ko 1), (3.1a)
d 1 d
d—— " [rj (k . —p_- ¢ o (k -
klRl d’l“[r] ( 17‘)} =R n szl d?"[rj ( 27‘)] 7R1+
1 d
O - rhn (k)] 3.1b
n ko Ry dr [l (ko) )e= (3.1b)

17



k k k
“dnjn(k1Rr) = =0 ju(kaRy) + =20 iy (ko Ry ), (3.1c)
k 1 d " /lf 1 d e
Al 2
k — v_ - kor)],—
klRld [Tjn( IT)L" Rl an kQRld [Tjn( 2T)] R1+
k’g (3) 1 d
hp(kor) =R, 3.1d
N2an kQRl dT’ [T ( 2T)] Rl ( )

ahol (3.1a) az elektromos tér M komponenseibdl all (a 6 és ¢ szerinti tagok ugyanazt az 6ssze-
fliggést adjak), tovabba a (3.1b) az elektromos tér N komponenseibdl, valamint a mégneses tér
esetén a (3.1c) tartozik M-hoz, és a (3.1d) az N-hez.

A gombhéj és a kiils6 kozeg altal alkotott hatdrra hasonlé médon a kovetkez6 egyenletrendszert

kapjuk:
a\V g, (kaRy) + a'P hy (ko Ry) = jn(kRy) — buhy(kRy), (3.2a)
1 d d
bt (ko)) e b3 Thi (kor)]regr, =
n kQRQd [T.] ( 2T)] RQ + n kQRQ d?"[ ( QT)] —PLQ
1 d 1 d
(k)] — B (k)] Ry » 3.2b
kRQ d?" [Tj ( T)] R2 kRQ dT [T ( T)] R2 ( )
k k k k
bW (kaRo) + Z2bP by (ko Ry) = ~jn(kRy) — —anhn(kRy), (3.2¢)
1 o1 d
M2yt k 2a® hy (K =
n kQRQd [Tjn< 2T>]T R2 + a kgRQ dT [,r ( 2T)]T RQ
k1 d k: 1 d
n k r=Ro — h k r=mRn9o" 3.2d

P

melyeket az el6z6h6z hasonlé médon alkottunk. fgy kapunk egy nyolc egyenletbdl 4116 linedris
egyenletrendszert, nyolc ismeretlennel.

Célszeriinek tlinhet a megoldds, hogy a fenti egyenletrendszert a 8 ismeretlenre megoldjuk,
valamilyen ismert médszer segitségével. Viszont, ha ezen a mddon probalkozunk, akkor hamar
belatjuk, hogy ez a médszer nem hasznélhatd, ugyanis a fenti egyenletet leiré rendszermatrix
kondiciészama nagy értékeket vesz fel, igy pontatlan vagy éppen szinguldris eredményt kapunk.

Ezen okbdl mas megkozelitést kell alkalmaznunk.

3.1. A fiiggvények Kkiértékelése

A fenti egyenletrendszer nehézkes kiértékelésének megértéséhez érdemes attekinteni a fel-
hasznélt Bessel-fliggvények viselkedését. Az el6zdekben emlitettek szerint, a jelen problémat

részben egy Bessel-féle differencidlegyenlettel tudjuk jellemezni, amely megolddsai a gom-
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bi Bessel-fiiggvények, az adott probléméndl. Ezek koziil megkiilonboztetiink elsSfajd (j,(2))
és masodfaji (y,(z)) tipusokat, tovabbd az ezekbdl konstrudlt Hankel-fiiggvényt (h,(ll)(z) =
Jn(2) + iyn(2)), mely valésrésze az els6faju, illetve a képzetes része a mésodfaju Bessel-
fliggvény. A 3.2 dbra szemlélteti ezen fiiggvények viselkedését. Abban az esetben, ha a fiigg-
vény z argumentuma kisebb az n rendfokozatnél, akkor az elséfaji esetben kozel nulla értéket
kapunk, viszont a masodfajindl ez az érték nem véges, ezért az igynevezett ,.kis argumentumu’
viselkedésnél jellemzden fellépnek szdmoldsi problémak. Tobbek kozott az fentebb megemli-
tett linedris egyenletrendszert is ezen okokbdl nem tudjuk megoldani. Ez a problémds viselke-
dés, ugyantgy igaz a Bessel-fliggvények derivaltjaira is, melyek szintén hasonl6 alakot vesznek

fel, megegyezd kis argumentumu viselkedéssel.

0.06 [
0.04 [

0.02

Jn(2)
yn(z)

-0.02 |

-0.04

.0.06 | | | | | , 0.06 . . . . . )
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
z

z

(a) Elsofajii (b) Mdsodfajii

3.2. abra. Bessel-fiiggvények alakja n = 20 rendii esetben

A probléma ott meriil fel a rétegzett gomb terének leirasdban, hogy a kapott egyenletrend-
szerben ugyanazon rendd Bessel-fliggvényeket mas-mds argumentumra is ki kell fejezni, igy
el6fordul az eset, hogy az egyik egyenletben szerepld fliggvények nagy-argumentummal szere-
pelnek, és véges értéket adnak, a mésikban pedig kis-argumentummal és nagy értéket vesznek
fel (h,(z)). Ennek oka, hogy tobb kiozeghatarra (sugdrra) értelmezziik az egyenleteket, ahol az
argumentumban 1€v6 kR dgynevezett ,,méret paraméter” mas értékeket vesz fel (3.3 4bra).

A probléma felolddsdhoz egy j6 megkozelités, ha a fenti egyenletrendszert dtrendezziik egy
olyan alakra, ahol a kiilonféle Bessel-fiiggvények és derivéltjaik hdnyadosa is szerepel, ugyanis
ezek mar jobban kezelhetSek. Ez latszodhat abbdl is, hogy ha vessziik az els6faju és masodfaji
fliggvények hinyadosat, akkor kis argumentumok esetén is véges, nulla értéket kapunk. Ezen
megkozelitést alkalmazzak mar a legelso tobbrétegli Mie-formula elméleteknél [16, 17], ahol az

egyiitthatok kifejezése utdn az el6bb emlitett fiiggvény-hdnyados alakokat kapjuk. Habdr ez a
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3.3. abra. Szdmitdsi nehézségek tobbrétegii gomb esetén

megoldasi forma nem minden esetben stabil, illetve csupdn tavolteri szamoldsokhoz alkalmaz-
tak, kisméretli részecskék esetén. Kozben sziilettek olyan implementédcidk, melyek a rétegek
kozotti terjedést atviteli-matrixok segitségével oldjak meg [18, 19], viszont ezen megoldasok
is csupdn tavolteri tulajdonsdgok meghatarozdsahoz megfelelek, nagyméretli gombok esetén
mar nem alkalmazhatdak. A szort tér stabil meghatdrozasdhoz ad megkozelitést Wu és Wang
1991-es cikke [13], melyben tobb 1épésben, rekurziv uton meghatdrozzdk a szort tér egylittha-
téit, kiilonvalasztva az egyes kozeghatdrok kozti rétegekre leirt Bessel-fliiggvényeket, igy mér
a hullimhosszhoz képest nagyobb gémbdoket is tudja kezelni az algoritmus, habar még mindig
csak tdvolteri tulajdonsdgokat definidlnak az elért eredményekbdl. Ennek a szemléletnek a ki-
bovitésére sziilettek tovabbi cikkek [20, 21, 22], melyekben a belsd tér egyiitthatdi is kifejezésre
keriilnek, valamint tovabbi szdmitdsi pontatlansdgokat kiiszobolnek ki, de csak a tavolteri tulaj-
donsagokkal foglalkoznak.

Az utébbiak alapjan megfigyelhetd, hogy a tobb mint egy évszazada sziiletett elmélet imple-
mentdldsdra szamos tudomdnyos munka sziiletett, melyek koziil csak a kiemelked6bbeket em-
litettem. Ezek az implementaciok mindegyike hivatkozik valamilyen szamitdsbeli eldrelépésre,
viszont a szadmitasi kapacitds és az elmélet fejlettsége a 2000-es évek elején érkezett a kel-
16 szintre ahhoz, hogy altaldnosan tetszéleges gomb sugdrra €s anyagparaméterre meg tudjuk
hatdrozni az elektromagneses kozelteret is. Ezzel kapcsolatban Shore készitett egy kivald dssze-
foglalot a rekurziv algoritmus targyaldsdval [8], valamint Ericsson a lehetséges alkalmazasokat
is attekinti [23]. A rekurziv megkozelitéssel Ladutenko és tarsai kozreadtak egy implementéciét

2017-ben, amely képes a rétegzett gobmb kiilsd és belsd terének egyiitthatdinka meghatarozasa-
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ra, majd ebbdl a kozeltér és tavolteri tulajdonsdgok meghatdrozdsara. A szerzdk szerint az
implementéacié a kozeltérre is stabil és pontos eredményt szolgéltat, melyet par 6sszehasonlitd
szamoldssal ellendriztek. Az implementécié szabadon hozzaférhet6 online, illetve C++ nyelven
irédott é€s Phyton kornyezetben hasznalhat6 (Scattnlay V2.0.1 [24]).

Az el6bb emlitett implementédcidban az egyiitthatok meghatarozasdhoz val6 kifejezések ugyan-
ugy tartalmaznak szinguldris helyeket, annak ellenére, hogy a szerzdk prébdlnak fiiggvény-
hanyados alakkal dolgozni, illetve rekurziv mddszert alkalmaznak. A probléma akkor jelentke-
zik, ha a rétegek anyaga veszteséges dielektrikum, ugyanis ekkor az anyagparaméterek képzetes
része Osszehasonlithatéva valik a valds résszel, vagy épp meghaladja azt. A programban ezt egy
kibdvitett matematikai eszkoztarral probaljak megoldani, amely kell6 pontossdgot ad ezen szin-
guléris értékek kornyékén val6 szamoldshoz is.

A jelen munkdban két rétegli gobmb esetén hatdrozzuk meg a teret, melyhez az utébb emli-
tett rekurziv megkozelitést hasznaljuk, majd az igy kapott Osszefiiggéseknek megkeressiik a
szinguldris helyeken felvett hatarértékét, és ezeket kivételek formdjdban implementdljuk. Ez
a megkozelités, bonyolultabb algoritmust eredményez, viszont kisebb szamitasi pontossag fel-

haszndldsdval is pontos eredményt szolgéltat.

3.2. Algoritmus

A kovetkez6ekben a (3.1) és a (3.2) egyenletrendszereket alakitjuk 4t. Ehhez bevezetjiik a

kovetkezd egyszer(isitd szimbdlumokat:

Jij = Jn(kiRj), hij = hn(kiR;), 3.3)
1 d 1 d
e e Vg, Hy = —— b (k)] 4
JZ] kZR] dr[r,]n( zr)]T—Rjy iJ ]{,‘ZR] dr[T’ n( ZT)]T—Rja (3 )
K; = & 3.5
Hi

tovabba az n fliggést az egyszeriliség kedvéért elrejtjiik, mivel az egyenletrendszert mindig egy
adott n ért€kre szamoljuk. Ekkor, ha a (3.1d) és a (3.1a) egyenletek hanyadosét vessziik, akkor
a c egyiitthaté kiesik, és az a(V), a® koztes réteget jellemz6 egyiitthatok maradnak, melyet
atrendezhetiink a kovetkezd formdra:

Ji Jo1 + %H 21

Ki— = Ky——*5—. (3.6)
Ji Jo1 + %hﬂ
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Hasonl6 médon jarunk el a masik kozeghataron az a") és a(® tartalmazo egyenletekkel ((3.2d),

(3.2a)), amibdl a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

J22 + ZE; Hy K Joz + bHoo

. ; (3.7
]22 —|— a(l) h22 ° Jo2 + bh02

amibdl lathat6, hogy az % bevezetésével meg tudjuk hatdrozni b-t, vagyis a szort tér egyik
egyiitthatdjat, amihez nem volt sziikségiink a tobbi egyiitthaté ismeretére. Ekkor, ha bevezetjiik

az A = “21; szimbolumot, akkor a (3.6) és a (3.7) atalakitva:

Joa1 _ Ky Jun

A — J21 joy Ko ju (3.8)

21 Ky Jin _ Ho’
Ks j11 ha1

Jao + Hap A
=== (3.9
Joo + hao A )
Jo2 % 02
b= 0—]02 3.10
h02 KQG h02 ( )

melyekben szerepelnek a Bessel-fiiggvény hatvanyok: % és %, vagyis a derivélt és a fiiggvény
hanyadosa, mds néven a logaritmikus derivalt. Tovibba a % és % alakok, melyek kiilonb6z6
Bessel-fiiggvények és derivéltjaik hdnyadosa. Ezen fliggvények viselkedése a 3.4 dbrin l4tha-
td, ahol észrevessziik, hogy a logaritmikus derivalt alaki hdnyadosok még mindig tartalmaznak
szinguldris helyeket (s6t a % alakndl, val6ban rosszabb helyzetet feltételeziink), viszont ezen
szinguldris értékek kozelében nem valtozik olyan mértékben a fiiggvény, mint az eredeti méasod-
faji Bessel-fiiggvény esetében (Hankel-fliggvény képzetes része), ahol az n rendfoknél kisebb
argumentumok mar kiértékelhetetlen méretet vesznek fel. Az uj fiiggvénycsalddban megjelent
szinguldris értékeket le tudjuk kezelni kivételekként, ahol megkeressiik a hatarértéket.

A logaritmikus derivéltak esetén a kis argumentumu viselkedést (z << n) a kdovetkez6 médon

hatdrozhatjuk meg:

Jn(z) - %%[Zjn(z)] . 1 djn(z) 1

. = 2= =—+ —, (3.1
Jn(2) Jn(2) 2 dz jn(2)
valamint kihaszndlva a gombi Bessel-fiiggvényekre hasznalt derivalt 6sszefiiggést [14]:
djn (2 . n+1.
]d—i) = Jn-1(2) — Jn(2), (3.12)
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igy kapjuk, hogy

Jl2) _ jna(2)
(@) " nle)

ahol felhaszndltuk a [25]-ban targyalt kis argumentumu kozelitést. A Hankel-fiiggvények hé-

ELVE L L ) (3.13)
z z z

nyadosat hasonlé médon hatarozhatjuk meg:

1d
1drp
S%Zdz [2hn(2)] = —g z << n. (3.14)

101
8 0.5
6 0r
4t -0.5
o 27 & r
= or = st valés
D x Képzetes
S o2t = 2f
n =20
-4 -2.5
-6 -3r
-8 -3.5
10 . . 4 L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
2z z
(@ (b)
15 1.5
Valés Valés
Képzetes Képzetes
1t
3 E 05
£ £
O O
] 3 ol
n =20
-0.5F
A . . . . . 1 L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
2z z
(c) (d)

3.4. abra. Bessel-fiiggvények hdnyados alakjai n = 20 rendii esetben

A hatarértékek meghatdrozas elott fejezziik ki a Mie-Debye-formula tovédbbi egyiitthat6it. A

szort tér masik egyiitthatdjanak meghatarozasahoz az el6zdek szerint jarunk el, csupan azokkal

az egyenletpdrokkal dolgozunk, melyek a b(!) és b® egyiitthatdkat tartalmazzdk. gy a kovet-
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kez6 (az el6z6hoz nagyon hasonld) osszefiiggéseket kapjuk:

Jon _ Ko Jn

J21 G T Kig

B:h_—gm _1£, (3.15)

K jn ha1

F = M’ (3.16)
Joo + hoo B
Jo2 % —

a=—-2 2 (3.17)
hos $2F — %

ahol szintén a B = 22—3 szimbolumot alkalmazzuk. A koztes tér egyiitthatdit ezutdn a és b

ismeretében ki tudjuk fejezni a megfelel6 egyenletparokkal:

p® — Joo — Hopa (3.18)
Ja2/B + Hay’ .
p() — Kojo2 — KO;L(OQ]-Q - K25(3)h22’ (3.19)
2722
(3 _ Jo2 = hoob 3.20
“ JooJA + ha’ (5.20)
o) — Jo2 — hozf? — a(S)hm' (321)

J22

Végiil pedig a belso tér egyiitthatoit kifejezhetjiik a (3.1a) és a (3.1b) egyenletek segitségével:

_ ajor + a®Phy

c= 7 , (3.22)
11
b J. b3 H
g2 zl 21 (3.23)

Latszik, hogy nem mindenhol haszndlhatjuk a hanyados alakot, amely kényelmesebb fiiggvé-
nyeket eredményezne, viszont beldthatjuk, hogy erre nem is feltétlen van sziikség.

A legnagyobb sziikséges rendszamot (n) becsiilniink sziikséges. J6 megkozelités lehet, ha azt
feltételezziik, hogy a Bessel-fiiggvények kis argumentum esetén nem az adott rendben nem
befolyasoljdk a teret. Ez beldthat6 ugy, hogy az els6faju Bessel-fiiggvény kis argumentumok-
ra nulldhoz tart, igy valéban nincs kontribdcidja. Tovdbbd a méasodfaji Bessel-fliggvény kis
argumentumokra nem véges értéket vesz fel, habar a teret végesnek feltételezziik. Mindkét
megkozelités azt sugallja, hogy a nagy rendszamu Bessel-fiiggvényeket (az adott gobmbsuga-
rakhoz és anyagparaméterekhez képest) mar nem érdemes belevenni a teret leird fliiggvények
halmazaba. Igy meg tudunk hatdrozni egy hatért, amitSl azt mondjuk, hogy példdul az els6faji

Bessel-fliggvény nullanak szamit, és eddig hatdrozzuk meg az n értékeket. A pontos tagszdm
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becsléssel a 4. fejezetben foglalkozunk.

3.3. Hatarértékek meghatarozasa

A tovabbiakban meghatarozzuk az A, G, b, a®, a® és ¢ egyiitthat6 csoportot. A masik cso-

portra ugyanezen megéllapitdsok fognak vonatkozni, ugyanis azok hasonl6 alakdak.

A sziikséges hatdrértékek megtaldlasidhoz azokat az eseteket vessziik sorra, ahol a kifejezések-
ben el6fordul valamilyen szdmébrizoldsi nehézség, pl. nagy szamok kivondsa. Ezen problémadk
felismeréséhez az egyes tort-fiiggvények (pl. J/j) formdjanak ismerete sziikséges, igy a 3.4 db-
rakhoz hasonldan vizsgéljuk ezen fiiggvényeket komplex argumentumok esetén. Ehhez minden
lehetséges zérushelyet, illetve szingularitast figyelembe vesziink. A kovetkez6ekben az ezen

megfigyelések utan kapott és dsszevont, valamint egyszerisitett hatarértékeket sorolom fel.

Az A egyiitthat6 hatarértékei

A nagy és kis argumentumu viselkedést kiilon vizsgdljuk.

Nagy argumentum esetén (kR >> n)

Itta j‘% és a }% fliggvényeket érdemes vizsgdlni, ugyanis ezeknek zérushelye és szingularitdsa
is van a tartomanyon. Konnyen beldthato, hogy a szinguldris helyeken oo /oo alakot kapunk, a
zérushelyeken pedig 0/0 alakot. A % = 0 zérushelyet azért sziikséges kiilon kezelni, mivel a

nevezdben két nagyon kicsi szdmot vonnank ki egymdsbdl, amely kerekitési hibdhoz vezetne.

] J J.
An I cha 2 0 és 22 tetszGleges (3.24)
ho1 J11 J21
J. J J
An 22 ,ha 22— oo vagy 22 =0 (3.25)
Hy J21 Jit
J J.
A0 cha 2 = 0és 22 = (3.26)
J11 J21
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Kis argumentum esetén (kR << n)

Kis argumentumok esetén a MATLAB beépitett Bessel-fiiggvényei pontatlanul miikddnek, il-

letve nagy értéket vennének fel a fliggvények.

A0 cha |koRy| << nés ki Ry tetszGleges (3.27)
Jll n
— ,ha kiRl << n (3.28)
Ji1 k1 Ry | ' 1|

Az igy kapott feltételeket a MATLAB szdmabrazoldsahoz sziikséges bedllitani. Igy érdemes
a kis argumentumot gy definidlni, ahol a Hankel-fiiggvény mar nagyon nagy értékd, vagy a
Bessel-fiiggvény nagyon kicsi. A MATLAB double tipust lebegépontos szamébrizolasa 64
bites pontossagot, vagyis nagyjabol 10'? nagysdgi tartomany képes atfogni, igy érdemes a
legnagyobb fiiggvényértéket 108-ban, illetve a legkisebbet 10~8-ban meghatdrozni. Habdr az
esetek tobbségében nem lehetséges eldre megbecsiilni a hatart, amelytdl végtelennek vagy épp
nullanak tekinthetjiik az argumentumot, igy a kelld pontossag eléréséhez egy iterativ modszert

alkalmazunk. Ezt a modszert a 3.4 szakaszban részletezziik.

A G egyiitthat6 stabilan kiértékelhetd, ugyanis csak azonos argumentumu fiiggvényekbdl épiil

fel, igy nem fordul eld szdmabrazoldsi nehézség.

Az b egyiitthat6 hatarértékei

Az el6z6 esettel ellentétben itt mar nem tudjuk tisztdn megkiilonboztetni a nagy és kis argumen-
tumu viselkedést, ugyanis ezek keverten is tudnak ennél az egyiitthaténdl problémét okozni. Itt
csupdn egy J/j alak szerepel, igy bar bonyolultabb az dsszefiiggés, kevesebb megkotéssel él-
hetiink.

b~0 ,ha kgRy << n és ky R tetszoleges (3.29)

b~~0 ,ha |G| — o0 (3.30)
J,

b 22 ,hakoRy << més kgRy > n (3.31)
H02
J, J,

b 202 cha 22 5 o (3.32)
Hoys Jo2
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Az %) egyiitthaté hatarértékei

Ebben az esetben is csak egy J/j alakkal kell foglalkoznunk. Fontos megjegyezni, hogy a
hatarérték szdmolasakor feltételezziik, hogy az egyiitthato értéke véges, mivel a tér értékét is

véges értékben varjuk.

a® ~0 ,ha kyRy << n vagy koRy << n (3.33)

Az oY) egyiitthaté hatarértékei

Sajnalatos médon, ahogy haladunk beljebb a gobmb belsejében, az egyes kozegekre érvényes
egyiitthatok stabilitdsa igy romlik le. Az aV) értékhez csak kevés megkotést tudunk tenni, és
igy is el6fordulhat, hogy szdmitasi nehézségbe iitkoziink. Ebben az esetben, ha a ky Ry << n és
koR2 > n elrendezést vizsgdlnank, vagyis a kiilsd kozeg stirlibb, mint a kpeny anyaga, akkor
csak nehezen tudndnk egy hatarértéket meghatarozni, habar a gyakorlatban ez az eset ritkan
fordul eld, igy feltételezziik, hogy a kiils6 kozeg torésmutatdja kisebb, mint a belsd kozegeké.
Tovabbd, amikor mindkét kR kicsi, akkor csak megsejteni tudjuk, hogy az a!) egyiitthaténak
nulldnak kell lennie, ugyanis ezen esetben ugymond a Bessel-fiiggvények ,,érdemi része mar
kilog a gdmb anyagabdl”, vagyis ha a teret véges értékekkel jellemezziik, viszont nagyon nagy
értéket is felvevd fiiggvényekkel irjuk le (Hankel-fiiggvény), akkor azon a helyen az egyiitthaté

z€rus.

aP ~0 ,ha kgRy << n és ko < ko (3.34)

Az c egyiitthat6 hatarértékei

7 7z

Ebben az esetben mar az el6z6ekben tett megkotések megoldjdk az egyiitthatd stabilitdsat,
ugyanis mind a(M-re és a®-ra tettiink mér kikotéseket a hatarértékre, igy ha a kR értékek

kicsivé valnak akkor az a") és a(®)-hoz hasonléan a c egyiitthaté is nulla értéket vesz fel.

Az igy meghatérozott egyiitthatokat dsszehasonlitottam az [2] konyvben meghatdrozott homo-
gén gombre adott Osszefiiggésekkel, kiilonb6z6 n értékekre, és valtozatos elrendezésekre és

anyagparaméterekre egyeztek az eredmények (3.5 4bra).

Fontos megemliteni, hogy ezzel a mddszerrel lehetséges komplex anyagparamétereket is meg-

adni, igy példaul vezetd anyagokat is vizsgalhatunk.
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Coefficient ¢ (core field)
0.15 T T T

Coefficient value

®

O Homogenous Mie (Re)
O Homogenous Mie (Im)
*
*

Core-Shell Mie (Re)
Core-Shell Mie (Im)

120 140 160 180

3.5. abra. Az algoritmus Osszehasonlitdsa a homogén gomb Mie formuldjdval (f =
70GHz, R=10cm, ¢, = 50,0 =1S/m)

3.4. Hatarérték argumentumanak becslése iterativ modszerrel

A hatdrérték modszer haszndlatdhoz ismerniink kell elére, hogy mikor szdmithatunk instabil
szdmolasra. Ennek meghatdrozdsdhoz az egyes részfiiggvények viselkedését vizsgaljuk, és pl.
azt mondhatjuk, hogy ha egy részfiiggvény végtelenhez tart, akkor az egyiitthaté szamoldsa
instabil, tehdt nagy szdmdbrdzoldsi hibit kapunk. Ehhez meg kell becsiilniink, hogy milyen
érték felett tekinthetjiik a részfiiggvény értékét , kozel végtelennek™. Sajnos ezt elére nem le-
het megmondani, igy egy iterativ mddszert kell alkalmaznunk, amely valamilyen hiba alapjin

dolgozik.

A hiba becsléséhez a kiszdmolt hatdrértéket hasonlitjuk 0ssze egy legrosszabb eset beli értékkel
(worst-case, w.c.). Ehhez az adott egyiitthat6 eredeti kifejezésébe helyettesitjiik be a felhasznalt

hatarérték argumentumot (z;,):

lim f(z) = A és f(xm) = Am (3.35)
||A] — | A|| = w.c. hiba (3.36)

tehat pl. ha az eredeti argumentum a végtelenhez tart, akkor a hatart el&szor 10° értéknél szabjuk
meg, €és ezt helyettesitjiikk az eredeti kifejezésbe. Abban az esetben, ha ez a hiba nagy, akkor
a hatérérték argumentumot tovabb kell finomitani, tehdt a példanal maradva, megndveljiik 107-
re, majd djra kiszdmoljuk a hibat. Ezt a folyamatot irja le a 3.6 dbra. Az elfogadott hiba

nagysigat elére meg kell hatdroznunk, amelyhez felhaszndljuk, hogy a szdmolt egyiitthatok
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hibdja kozvetlen megjelenik a kés6bb szdmolt elektromos tér hibdjaban (2.25).

Hatérérték alkalmazasa
sziikséges?

Igen

>

Sziikséges kozelités
meghatirozasa

Hiba mértéke?

l Nem

Kovetkez6 egyiitthato szamolasa

Y

Alacsony

Magas

Hatararték argumentumanak

finomitasa

Kovetkezd egytitthat6 szamolasa
(+ 6rokolt hiba)

3.6. abra. Az iterativ hatdrérték szdmolds folyamatdbrdja
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4.

A sor sziikséges tagszamanak adaptiv

becslése

Elméletileg az elektromégneses teret végtelen sok harmonikus fiiggvénybdl kellene felépite-
niink, viszont az implementacioban a tagok szdmat korldtoznunk kell. Erre az irodalomban
taldlhatunk becsléseket, melyek megfigyeléseken alapulnak. Egy lehetséges megkozelités lehet
a kovetkez6 [20]:

n=x+c(x)"?+d, (4.1)

ahol x = kR a méret paraméter, illetve ¢ és d konstansok a sor konvergencia tulajdonsagait

befolyésoljik.

A (4.1) osszefiiggés szerinti becslést haszndlja az 0sszes elérhetd implementacid, habar ennek
a hidnyossdga, hogy nem tudjuk el6re a Mie szamolas eredményének pontossagat. Emiatt meg-
eshet, hogy tul sok vagy tul kevés tagot vesziink figyelembe. Az els6 esetben a szadmitasi id6
megnd, a masodikban az eredmény pontatlan lesz. Ennek kikiiszobolésére egy adaptiv mod-
szert mutatok be a tagszdmbecslésre, amely eldre tudja becsiilni a Mie szdmitds eredményének
pontossagéat. Ehhez sziikséges egy hiba mennyiséget szamolni minden tagszam esetén, amely
célszerlien egy globdlis érték. Erre a célra megfelel az elektromos vagy magneses Osszenergia
a gomb térfogatdban, vagy veszteséges anyagok esetén a veszteségi teljesitmény, illetve dlta-
lanosan az elektromos vagy maégneses tér négyzetes kozépértéke (RMS). Ezen mennyiségek
szamitdsahoz egy térfogati integralast kell elvégezniink az elektromagneses tér meghataroza-
sa utdn, amely egy id6igényes feladat, igy ez 6nmagédban nem lenne alkalmazhaté az adaptiv
modszer hibdjara, ugyanis lassiva és pontatlannd tenné a szdmolast. Ennek kikiiszobolésére

egy fél-analitikus moédszert alkalmazok, aminek segitségével a globdlis mennyiségek gyorsan
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€s pontosan szamolhatdak.

4.1. Fél-analitikus modszer globalis mennyiségek szamolasara

Az elektromégneses tér pontonként val6 dsszehasonlitdsa gyakran nem megoldhat6 a szamitasi
modszerek és a mérési lehet6ségek korlatai miatt. Sokszor valamilyen integrdlis mennyiséget
tudunk mérni és szdmitani, igy ezek alapjan tudunk csak kovetkeztetéseket levonni. Egy ilyen
integrdlis mennyiség a térfogat altal elnyelt teljesitmény, amely veszteséges anyagok esetén
értelmezhetd. Abban az esetben, ha linedris, izotrép anyagokat feltételeziink, akkor a veszteségi

teljesitmény meghatarozasa a kovetkezd Osszefiiggés szerint torténhet:

1
PZOSS:/ —o|E|*dv, 4.2)
v 2

ahol o a vezetSképesség, és E az elektromos térvektor, tovdbbd valamilyen V' térfogatra ér-
telmezziik a teljesitményt. Az analitikus megolddsndl a veszteségi teljesitmény kiszamitdsa
torténhet a meghatarozott elektromos térkomponensek térfogatra valo 0sszegzése alapjan, vi-
szont igy hosszu szamitasi ideje lesz az algoritmusnak. Egyszer(sithetjiikk a problémat, ha a
térfogati integralast kifejtjiik az analitikus forma alapjan. Vegyiik észre, hogy a gdmb homogén
tartomanyokbdl 4ll, igy a vezetdképességet nem kell az integrélds sordn figyelembe venni, elég
utdlag beszorozni vele az egész integrélt. A kdvetkezbekben visszavezetjiik a térfogati integra-
last egy linedris integral szamoldsdra, illetve ezzel megkeriiljiik a térkomponensek szamolasat,
mely jelentdsen leegyszertisiti a szamitast és egy gyorsabb algoritmust kapunk. Az itt leirt le-
vezetéshez felhasznéltam Dr. Badics Zsolt €s Dr. Horvath Balint Péter sszegy(ijtott jegyzeteit
[26].

4.2. Veszteség a magban

Vilasszuk szét a V' térfogatot egy mag és egy héj részre a gombben. Az elektromos térvektor
abszolutértékének négyzetét a konjugalttal valé skaldris szorzassal kapjuk (|E[*> = EE*). Ekkor
a magban az elektromos teret a (2.25) alakban tudjuk felirni. A konjugélttal valé szorzaskor

vegyiik figyelembe a vektoridlis harmonikusok ortogonalitdsét barmely gombfelszinen [2]. Igy
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a térfogati integrél a kovetkez&képpen alakul:

N
[ B =3 B2 [ MG P [ NG P @
1% =1 1% %

A vektorialis harmonikusok integralja a (2.13) osszefiiggések alapjan kifejtve gombi koordiné-

tak szerint:

/ yMolnPdv—///[cos ¢ (Plsl‘:;@)) +sm2¢(w> ] .

- | zn(kr)|*r? sin Odpdidr, (4.3a)

ro W 2T

I g

rr 0 O

cos? 6 (dPg(cos 0) ) 2 o (Pﬁ (.cos 9))2] _

2

zn (k) N

kr

+ df sin 6

1 d[krz,(kr)] |?
kr d(kr)

2 sin Odpdédr, (4.3b)

ahol a z,(kr) jelen esetben a j,(kr) gombi Bessel-fiiggvényt jelenti. A ¢ azimutélis fiiggés

szerinti integralds a kovetkezSképpen alakul:

21

2
/C082 odp = /sim2 odp = . 4.4)
0

0

A 0 polaris fiiggés szerinti integralashoz a Legendre-fiiggvények tulajdonsagait kell ismerniink

[14]. A szamunkra érdekes integralok:

™ 1

: 2n(n + 1)
Pl(cos ) sindf = [ (P!(cosh))’ dp = "~ 4.
/( > (cos )) sin /( > (cos )) 1L 1 4.5)
0 -1
ahol dy = sin 6d6 és . = cos §. Tovabba egy mésik nevezetes 0sszefiiggés [27]:
/P (cos )\ dP(cos )\ > 2n2(n + 1)?
T s —r - infdf = ———. 4.6
/ ( sin 0 ) +< a0 ) s o+ 1 (46)
0
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Ezek alapjan a kovetkezd alakba irhatjuk 4t a (4.4) térfogati integralokat:

1
[ M, = 2L / ) P @60
v
2n (n+1)3 n(k:?") )
N dv = d
/| eln| v = om+ 1 / L redr+

T1

T2
m2(n+1)2 [ 1 dkrz,(kr)]|*
L ) e R 4.6b
o1 / kr  d(kr) man (4.6b)
r1

melyeket visszahelyettesitve a (4.3) Osszefiiggésbe latjuk, hogy a térfogati integralas egy vonal
menti integralla egyszerlisodott, melynek kiértékeléshez valamilyen numerikus médszert kell
alkalmaznunk, tekintve, hogy a Bessel-fiiggvények integrdlaljai nem ismertek. Tehat a meg-
oldési forma tartalmaz analitikus €s numerikus szamitast is, igy a mddszert fél-analitikusnak

nevezzik.

4.3. Veszteség a héjban

A fentiekhez hasonléan a gomb kdpenyének elektromos terére (2.27) is felirhatjuk a térfogati
integrélt, viszont ekkor a komplex konjugélttal valé szorzds kovetkeztében 1étrejonnek olyan
tagok is, ahol ugyanolyan vektoridlis harmonikusokat szorzunk 6ssze, csupdn a felhasznalt
Bessel-fiiggvény a kiilonb6z6. Ezek egymdsra nem ortogondlisak a gombfeliileten, ennélfogva

szamolni kell veliik. Igy a kovetkez§ térfogati integralt irhatjuk fel az egyszertisités utdn:

N
/V’Eshell‘zdv = / ZEZ Uag)‘2| 1n‘2+ ’b ’ |Neln‘ +

+ |CL | |:"v101n’2 + |b(3 | |1\Ieln|2
+ alMp (@ M) + (o My,)"af] >M£§L+

n n

@3
+ BN, (NG + (0N, )b NG

n n

dv. 4.7)

eln

Lathatjuk, hogy az integral elsé felében 1évo tagok kiértékelésével mar foglalkoztunk a mag
esetén. Ekkor mar a Hankel-fiiggvényt is sziikséges haszndlnunk a (3) jeld tagokndl, igy az
el6z6ekkel megegyezik a szogek szerinti analitikus integralds eredménye. Az masodik felében

1évd tagok esetén a vektoridlis harmonikusokat skalédrisan szorozzuk egymdssal, igy ezen tago-
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kat vizsgdlhatjuk koordindtanként. Példaként fejtsiik ki a hetedik tagot a 6 koordindta szerint
(2.13):

Pl(cos )]’

DY N o (NG )" = 0D ()" {ezs e~ } k) (Ra(kr))], - (48)

amely szerint ezen tagot fel tudjuk irni fentiekben hasznalt formdban, melyre az integralt kiérté-
keltiik a mag esetén. Tehat hasonl6képpen van egy konstans tagunk, egy szogtdl fliggd tagunk,
és egy sugartol fiiggd tagunk. Ilyen formdban az Osszes tagot at tudjuk alakitani, és az ismerte-
tett osszefiiggésekkel kifejthetjiik a szogek szerinti integralokat. Igy a veszteségi teljesitményt

a kovetkez6 alakban kapjuk:

N
/ |Eapen|*dv =Y " EX[M + Ny + Ny, (4.9)
14 n=1

ahol

T2

2 2 1 2
M= WM/ [0 G (kr)? + |0l b, (kr) P+

2n+1
+ alj, (k) (@D b (k) + (alD g (kr))* aP by (kr)] dr (4.10a)
23+ 1% [ [y dnlkr) [ | g haller) |
Ny = W—Qn—i— 1 / {‘bn . + |by, T +
+ bﬁ?’j"(kr) by Ik b;”]"(kr) i CAGID] (4.10b)
kr kr kr kr
3 3 7 : 2
Ny = g2t 1 / 0 LA Gr) |y L dlfrin(hr)
2n+1 kr  d(kr) kr  d(kr)
) 1 dlkrjn(kr)] b ) 1 dlkrhy,(kr)] -
3 k d(kr) kr d(kr)
1 d[krj,(kr)]\" 1 dlkrhy(kr)]
el L kit sl 4.10
(” kr d(kr) " kr d(kr) " (4.100)

Fontos megjegyezni, hogy az igy kapott dsszefiiggés a kopeny veszteségi teljesitményére, al-
kalmazhat6 barmely koztes gombszimmetrikus rétegre, igy tetsz6leges rétegli gobmbok esetén is
haszndlhatjuk a (4.10) fél-analitikus 0sszefiiggéseket, csupan a megfelel$ szorédasi egyiitthatd-
kat kell behelyettesiteni. igy megadtuk az édltaldnos rétegzett gdmb veszteségi teljesitményének

kiszdmit4sara szolgél6 fél-analitikus modszert.
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Tovabba, a (4.9) kifejezés dltalanosan alkalmazhat6 minden globdlis mennyiségre, amely csak
sugdrirdnyban valtoz6 anyagparaméter értékekkel rendelkezik, p.l. energia és RMS elektromos

vagy magneses tér.

4.4. Numerikus egyvaltozos integralas

A vonal menti numerikus integraldsra szamos mddszer létezik, és ezek egy fajtdja, ahol konnyen
integralhat6 polinomok segitségével kozelitjiik a fiiggvényt. Ehhez jellemz&en alacsony foksza-
mu linedris vagy kvadratikus polinomokat haszndlunk. A tartoményt felosztjuk N pontra, me-
lyek az egyszer(iség kedvéért legyenek egyenletesen szétosztva. Alkalmazzuk a trapéz-szabalyt,

mely szerint a kovetkez$ becslést adjuk:

o

A felosztés sziikséges finomsagat mindig az adott fiiggvényhez kell igazitani. Bessel-fiiggvények

N-1

IIZ

f(xi +fx2+1)Ax . ahol Aa::b_Ta. 4.11)

=1

esetén a felbontdsnak kellGen részletesnek kell lennie, hogy a periodikus viselkedést le tudjak
fedni a trapézok. A Bessel-fiiggvényeknek jellemzbéen van egy sajat periddusok, amely az ar-
gumentumuktol fiigg. Tehat a j,(kx) fiiggvénynek nagy argumentumok esetén sin(kz) alakja
van, melynek periédusa (hullimhossza) A = 2?” Egy periddust nagyjabol 100 ponttal lefedve
kelld pontossagot kapunk. Ekkor ki tudjuk szdmitani, hogy az integrélési tartomédnyon beliil

mennyi periddus véarhatd, amely megadja a sziikséges felbontdst:

ro—7

A

N = M, 4.12)

ahol M az egy periéduson beliili pontok szdma.

A trapéz-szabdly a kell6 pontossdghoz gyakran nagy felbontast eredményez, igy lassabb algo-
ritmust kapunk. Ennek kikiiszobolésére 1éteznek modszerek, melyek nem kovetelik meg az
egyenletes felbontdst, igy megfelel6 helyre vdlasztva mintapontokat egy gyorsabb és pontosabb

algoritmust kapunk. Ilyen médszer az ugynevezett Gauss-kvadratura.
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4.5. Adaptiv tagszambecslés

A gyors és pontos fél-analitikus szdmoldas segitségével tudunk globélis mennyiségeket szamol-
ni, amelyet az adaptiv mddszerhez alkalmazhatunk. Ehhez az N = 1 tag hozzijaruldsat az
eredményhez szamoljuk ki el6szor, majd az N = 2 tagokra ugyanigy. A két eredménybdl sza-
molunk egy globdlis mennyiséget (pl. energia vagy RMS elektromos tér), és meghatdrozzuk a
kettd kozotti abszolut hibat. Ezutdn addig noveljiik a sorozat tagszdmdt, amig ez az abszolut

hiba a kell szint ala nem keriil.
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5.
Szamitasi példa

Az analitikus megoldés ellendrzéséhez a gomb belsé terét vizsgaljuk, melybdl a veszteségi telje-
sitményt is meg tudjuk hatarozni. Az 6sszehasonlitishoz a végeselem modszert (FEM) hasznal-
juk a Comsol Multiphysics kornyezetben. A kovetkezéekben egy gyakorlati példat haszndlunk,

amely illik a kétrétegli gobmb alkalmazasdhoz, illetve a belsd tér vizsgalatit teszi sziikségessé.

5.1. Elektromagneses tér vizsgalata

A tovédbbiakban tekintsiik a kovetkez6 példat. Szdmos teriileten fontos kérdés az elektromag-
neses sugarzds hatdsa az emberi szervezetre. Ez a radidfrekvencids mobil eszkdzok esetén is
lényeges, ugyanis ezek az eszkdozok gyakran a felhasznédldk testéhez kozel helyezkednek el,
ugy mint példaul a mobiltelefon. Ekkor 1ényeges megvizsgélni a sugérzas hatasat 1étfontossagu
szervekre, amely ezen esetben az emberi agy, melyet a koponyacsont vesz koriil. Ilyen mo-
don az emberi fej anyagszerkezetét kozelithetjiik kétrétegli gombbel, melynek a kiilsé sugara
Ry = 100mm és a héj vastagsdga D. Az igy alkotott mag és kopeny kozelitd anyagparamé-
tereit ki tudjuk olvasni egy bioldgiai kisérleten alapuld adatbdzisbol [28]. Az 6sszehasonlitdst
tobb frekvencién is elvégezziik, habdr a kisebb hulldimhosszak esetén a numerikus modellben
kozelitéseket kell alkalmaznunk, ugyanis a probléma diszkretizdldsa nagy memoriaigényt ered-
ményez. A kovetkez6 frekvencidkat vizsgédljuk: 900 MHz, 2,4 GHz, és 10 GHz. A 900 MHz
modell esetén a végeselem hdlé legnagyobb felbontdsat 1/20 hullimhossz méretiire valasztot-
tam (5.1 abra), amig a 2,4 GHz modell esetén mar csak 1/9 hullimhossznyi méretet enged-
hetiink meg. A 10 GHz modell esetén egyszer(siteniink kell a modelltartomdnyt, ugyanis a

diszkretizalds memoriaigénye tdl nagy lenne. Ehhez a gomb magjit elhagyjuk a modellbdl
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5.1. tablazat. A példaszdmitdsok paraméterei

Frekvencia [GHz] | 0,9 | 2,4 | 10
Dppag [mm] 25 | 25 | 10
Emag 45 | 45 | 45
Omag [S/m] 2 2 | 30
Ekspeny 10 | 10 | 10
Okipeny [S/m] 0510510,

5.2. tablazat. A példaszdmitdsok memdria és idd igénye

Frekvonci 1e€ny | R AM [GByte] | DoFs | 1d5 [s]
900 MHz (FEM) 39 7-10° | 1460
900 MHz (MIE) _ _ 0.4
9 4 CHz (FEM) 50 8-10° | 1330

2.4 GHz (MIE) _ _ 1.3
10 GHz (FEM) 39 9-10° | 660
10 GHz (MIE) _ _ 2

¢és egy impedancia peremfeltételt alkalmazunk. Emiatt a mag vezet6képességét megnoveljiik
€s a héj vastagsagat csokkentjiik, amely egy egyszertibben szamolhat6 problémat eredményez.
A modellekben felhasznalt paraméterek az 5.1 tabldzatban lathatéak. A numerikus szamitas

memoria és szamitasi 1d0 igényét az 5.2 tdblazat mutatja.

5.2. A Mie algoritmus pontossaga

Az algoritmus pontossdga két tényez6tdl fligg: az egyiitthatok szdma, és a szimdbrazolasi hiba
mértéke. Az els6t az adaptiv mddszer haszndlatdval tudjuk kezelni, amelyhez valamilyen glo-
balis hibat tudunk szdmolni. A mdsodikat a hatarérték mddszerrel tudjuk stabilizélni, viszont
vannak esetek, amikor az elvart pontossagot nem tudjuk elérni az adott problémahoz, habar a
szamitds hib4jat meg tudjuk becsiilni. Ekkor ez a hiba 6roklédik a tovdbbi szamitdsokhoz is.
Mivel a két médszer kozosen hatdrozza meg az elérhetd pontossdgot, ezért mindig a nagyobb

hiba értéket kell figyelembe venniink.

Ennek szemléltetésére tekintsiik a 900 MHz-es szdmitas hibdit a Mie-sor tagszamanak fliggvé-
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5.1. abra. A 3D FEM model hdlézdsa (900 MHz)

nyében (5.2 dbra). Az adaptiv tagszdmbecslés dltal szamitott hiba csokken, viszont a hatarérték
moddszer hibdja lokdlisan megndl N = 11 kornyékén, igy a szamitds hibdjat ez a domindns hiba

hatdrozza meg.

Az ismertetett modszer elénye, hogy felismerhetjiik az algoritmus instabilitdsat a hiba mértéké-

bdl kovetkeztetve.

5.3. Eredmények

A numerikus szamitas €s az analitikus mddszer eredményeinek dsszehasonlitdsidhoz célszertien
egy globalis mennyiséget kell definidlnunk. Ehhez haszndlhatnénk valamilyen térfogatban ér-
telmezett értéket (pl. energia vagy veszteségi teljesitmény), viszont a numerikus modell diszkrét
felbontdsa miatt ez az 0sszehasonlitds pontatlan lenne. Emiatt a modelltartomany egy vonalmet-
szetében hasonlitjuk Ossze a tér értékeket, amelyhez a végeselem megoldas is pontos eredményt
szolgdltat. Az elektromos tér nagysdganak 6sszehasonlitdsara a négyzetes kozépérték hibat sza-

moljuk ki megfeleld szdmu mintapontra:

T
1
Epus = | 75 D _(Bin = B2n)?, (5.1)
t=1

ahol 7" a mintapontok szdma, és F ,,, illetve Fs,, a két médszer adott ponthoz tartozé mintdi.
Ezen Osszehasonlitdsok pontossdga szerepel az 5.3 tabldzatban. Az elektromos tér nagysaga

vonalmetszetben dbrdzolva az 5.4 abran lathatd, mig a sikmetszeti téreloszlas az 5.3 abran.

Tovabbd, az 5.3 tabldzatban szerepel az analitikus megoldds becsiilt hibdja is. A 900 MHz-es
szamitas becsiilt és tényleges hibdja nagyon kozel van egymdshoz, amely egy elvart eredmény,
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hisz ezen numerikus modellt még megfeleld felbontdssal lehet diszkretizdlni. A 2,4 GHz-es
szamitas becslése és tényleges hibdja még mindig kozel van egymashoz, viszont itt mar figye-
lembe kell venniink, hogy a numerikus modell diszkretizalasdnak felbontdsa durva. Hasonlo-
an a 10 GHz-es problémara, a becsiilt és a valds hiba kozel van egymdshoz, bar a numerikus
modell kozelitést alkalmaz. C)sszességében az analitikus szamitasok stabilak voltak, illetve a

legroszabb esetben is 10~3 hib4ju 6sszehasonlitast kaptunk.

Fontos megjegyezni, hogy ugyanezen problémat vizsgdlva az emlitett Scattnlay nevli imple-
menticioban [24], mér a program figyelmeztet, hogy szamos fokszdm esetén nem lehet kiérté-
kelni az egyiitthatOkat. A tapasztalatom szerint a hibas egyiitthatok szama novekszik a frekven-
cidval, és az anyagparaméterek ugrasianak mértékével. Az eddigi vizsgdlataim alapjan a sajat
implement4dciém nem rendelkezik ilyen jellegi stabilitasi hibaval. Megéllapithat6 tehat, hogy
az implementdciom a bemutatott konfigurdciéra megbizhatéan miikodik 10 GHz frekvencidig,

azonban magasabb frekvencidkon a stabilitds vizsgalata a jov6beli kutatés feladata.

100 T T T T T T T T T
- = -

10-1‘_ - -0~ o . -9 - 4
— * ~
£ ..
> 107 ¢ - 3
2 .
o 10 3L \‘ 4
~ ~
S
- 10»4 L
3 - ® - Adaptiv egyitthaté szamitas
g 105 |—=—Hatarérték modszer 1
< = FEM Osszehasonlitas

10k 1

107 = = = = =
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Egyutthatok szama (N)

5.2. abra. Az analitikus megoldds hibdi: az adaptiv tagszdmbecslés és a hatdrérték
mddszer dltal becsiilt hibdk (900 MHz). Illetve a numerikus szdmoldssal
valo dsszehasonlitds N = 11 tagszdm esetén.

5.4. Veszteségi teljesitmény vizsgalata

Végiil az igy kapott médszerrel meghataroztuk a példa szerinti gomb belsejében elnyelt telje-
sitményt, amely 46,889 W, abban az esetben, ha Fy = 1V /m. Tovabba ellenSrzésképpen az
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5.3. tablazat. A példaszdamitdsok RMS E hibdi

Frekvencia Hiba [V/m] FEM 0sszehasonlitas Becsiilt
900 MHz (N = 11) 29-107% 3,1-1074
2,4GHz (N = 20) 9,7-107* 6,5-107*
10 GHz (N = 66) 5,4-1073 9,3-107*

analitikus mddszerrel kiszamolt elektromos tér alapjéan, térfogati integralassal: 46,546 uW. Va-
lamint a végeselem modszerrel szamolt elektromos tér alapjan, térfogati integréldssal: 46,876 p/W.
Lathato, hogy a harom modszer kozel azonos eredményt szolgéltat, amely a fél-analitikus sza-

molds pontos miikodését erdsiti meg.
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(b) y = 0 sikmetszet (Comsol-FEM)

5.3. abra. Elektromos tér nagysiga a gomb belsejében sikmetszetben dbrdzolva
(2,4 GHz)
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abs(E) [dBV/m)]
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(C) 10 GHz (A gomb magja nem szerepel a numerikus modellben)

5.4. abra. Elektromos tér nagysdga vonalmetszetben dbrdzolva a z tengely mentén
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Osszefoglalas

A dolgozatban egy, az eddigiektdl eltérd megolddst adtam az elektromédgneses hullimok gomb-
ol val6 szoréddsat leiré Mie-sor stabil kiértékelésére. Tovabbd, az igy kapott formuldbdl leve-
zettem a veszteségi teljesitmény szdmoldsara szolgald fél-analitikus mddszert, amely gyorsabb
és pontosabb a térfogati integrdldshoz viszonyitva. Ehhez Matlab kornyezetben implemental-

tam az algoritmust.

A Mie-sor sziikséges tagszamanak becslésére bemutattam egy adaptiv mddszert, amely segitsé-
gével eldre becsiilhetd a megoldds pontossdga. Az analitikus szdmitds eredményét numerikus
modszer segitségével ellendriztem (FEM), amely pontos egyezést mutatott. Az dsszehasonlitas-
hoz a gyakorlatban is hasznos példat, az emberi fej egy anatémia kozelité modelljét haszndltam,

igy egy alkalmazdsi példat mutatva.

A tovdbbiakban az analitikus megoldds egy eszkozt nytjt az elektromosan nagyméreti targyak-
6l valé szérddas vizsgdlatdhoz, ahol a szérdsi jellemzdk meghatdrozasdhoz nem élhetiink a
nagyobb hulldimhossz esetén megszokott kozelitésekkel és numerikus médszerekkel. Tovabba,
egy ellendrzési modszerként szolgdl mas, kozelitéseket alkalmazé numerikus szamoldsokhoz,
amely gyorsabb és kevésbé koltséges, mint a megszokott laboratériumi mérések tutjan valo el-

lendrzés.
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