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Absztrakt

“se

segitett tervezés egy fontos terllete. Szabadformju fellleteket nem tudunk modellezni
egyszerii implicit formaban adott feluletekkel (sikok, hengerek), meghatarozasukhoz
paraméteres tenzorszorzat-felllleteket szoktak hasznalni. Egy jol ismert mddszer, hogy
kontrollpoliéderek segitségével indirekt mddon hozunk létre komplex szabadformaju
objektumokat. Az egyik legelterjedtebb modszer a rekurziv felosztasos eljarasok csaladja, mely
hatalmas szakirodalommal rendelkezik a klasszikus Doo—Sabin- és Catmull-Clark-féle
felosztastdl a legujabb modellezési technikakig[1]. Ezen modszerek egymasba agyazott
poliédersorozatokat generalnak, melyek tartanak egy sima hatérfelllethez, azaz approximativ

reprezentaciok.

Dolgozatomban egy alternativ felletreprezentacioval foglalkozom, amely explicit
modon  szarmaztathatdé a kontrollpoliéderb6l; nem approximativ, hanem folytonos
reprezentacio, igy a feliilet jellemzdit és a feliileti athatdsokat kdzvetlendl meg lehet hatarozni.
A kontrollpoliéderbél szabadformaju gorbehdlokat szarmaztatok, ezeket a gorbéket
interpolaljak a fellletet alkoto patchek. Két lehetséges algoritmust vizsgaltam: az els6 esetben
a gorbehald topoldgiaja megegyezik a kontrollpoliéderrel, mig a masodikban egy dualis grafot
alkot. Mindkét esetben a patchek oldalainak szama fiigg a kontrollpoliéder lapjainak, illetve

egy csucsaba dsszefutd éleinek szamatdl, azaz nem kizardlag négyoldalu fellileteket kapunk.

A szakirodalomban fellelhet klasszikus parametrikus feliiletreprezentaciok négyoldalt
domennel és szabalyos racsba rendezett kontrollstrukturdval dolgoznak. Ezzel szemben a
kutatdsomban egy specidlis felliletkonstrukciot, az altalanositott Bézier-patchet[2] hasznaltam,
amely n-oldald poligonalis domént és n-oldali kontrollstrukturat hasznal. Algoritmusokat
fejlesztettem ki a fenti modellezési technikak megvalositasara; elsé 1épésben gorbehalot hozunk
létre a kontrollpoliéder alapjan, biztositva a ko6z0s érintésikokat a csucsokban, majd
szabalyozzuk a gorbe teltségét. Ezutdn meghatarozzuk az n-oldalu feliilet belsé kontrollpontjait
ugy, hogy az oldalak mentén végig biztositva legyen a k6zos érintdsik, és ezaltal a folytonossag.
Ehhez a twist kontrollpontok megfeleld beallitasa sziikséges, melynek technikai megoldasa az

un. irdnyblend alkalmazasa.

Az algoritmus mikddésének igazolasara egy 3D-s programot fejlesztettem ki, amely

egy adott kontrollpoliéder alapjan el6allitja a Bézier-patchek kontrollpontjait oly modon, hogy
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azok siman dsszekapcsolddva egy komplex feluletet alkossanak. Lehetéség van a konstrukcid
alapjat képezé geometriai jellemzok megjelenitésére. Kiilonb6z6 grafikus feliiletminéség-
indikatorokkal lehet kovetni a kontrollpoliéder interaktiv modositasaval — torténd

fellletvaltozasokat.

1. abra Kontrollpoliéder alapjan késziilt fellletek és egy felliletelem kontrollpontjai



Abstract

The modelling of general topology free-form objects is an important field of computer
aided design. Free-form surfaces cannot be modelled with surfaces given by simple implicit
formulae (such as planes or cylinders), and usually simple parametric tensor-product surfaces
are used. A well-known method to indirectly define a complex free-form object is to use control
polyhedra. One of the most popular approach is recursive subdivision. This methods have been
deeply studied, see the classic Doo-Sabin and Catmull-Clark subdivisions and the newest
modelling techniques[1]. A nested sequence of polyhedra is generated, which converge to a

smooth limit surface, and thus approximations are produced.

The topic of this project is to develop an alternative surface representation, that can
explicitly be derived from a control polyhedron. It is not an approximation, but a continuous
representation, therefore the features and interferences of the surfaces can be computed directly.
Free-form curve networks are derived from the control polyhedron, these boundary curves will
be interpolated by the patches of the final surface. | examined two possible algorithms, in the
first case the topology of the curve network is the same as the control polyhedron, while in the
second it forms a dual graph. In both cases the number of sides of the patches is determined by
the faces of the control polyhedron or the number of the edges that meet at the vertices. This

means that we have to deal with non-four-sided surfaces as well.

The classic parametric surface representations in the literature work with four-sided
domains and control structures arranged into a regular grid. In contrast, my work is based on a
special surface construction: the generalized Bézier-patch[2], which uses an n-sided polygonal
domain and an n-sided control structure. | have developed models for the implementation of
the aforementioned algorithms. The first step is creating a curve network based on the control
polyhedron, ensuring that there are common tangent planes at the vertices, then controlling the
fullness of the curves. Next, we calculate the internal control points of the n-sided surface in a
way that tangent plane continuity is guaranteed along the common boundary curves. An
adequate setting of the twist control points is needed, for which the technical solution is the so-

called direction blending.

To demonstrate the algorithm, I have developed a 3D program, which based a control
polyhedron produces the control points of the Bézier patches in a way that they form a smoothly

connected complex surface. The program can visualize the geometric features that make up the



construction. Different graphic surface quality indicators can be used to follow the changes of
the surface that can be achieved by interactively modifying the control polyhedron.

1. figure Surfaces based on control polyhedra and the controlpoints of a single patch



1 Bevezetés

A 3D szamitogépes geometriai eljarasok segitségével létrehozott digitalis modelleket
szamos terileten alkalmazzak: formatervezésben, mérndki szamitasok vegrehajtasaban,
grafikus megjelenitésben, gyartasban és szimuldcioban, valamint az orvostudomanyban és a
szorakoztatdiparban. A 3D-s objektumok hérom osztalyat kilonboztetjuk meg: (i) a
természetbdl szarmazo, (ii) a miivészek altal 1étrehozott és (iii) a mérnokok altal tervezett
objektumokat. Az utolso osztaly esetén a f6 kovetelmény ugyan a funkcionalitas, de emellett

esztétikai igények is fellépnek.

1.1. &bra Természetes 1.2. abra Miivészi 1.3. &bra Mérnoki
objektum(1) objektum(1) objektum(1)

1.1 Szabadformaju testek

Az Un. szabadformaju testek olyan nem szabalyos fellletek altal hatarolt testek,
amelyeket nem tudunk kénnyen leirni egyszeri implicit felliletekkel (sikok, hengerek, kipok),
definidlasukhoz szamos valtozo és kényszeregyenlet sziikséges. Barmely fenti kategoriaba
tartozd objektum leirasa soran sziikségunk lehet szabadformaju testek alkalmazésara: példaul
minden fogsor egyedi, nem irhato le egy altalanos képlettel. Olyan testek létrehozasahoz,
amiket szépnek, esztétikusnak vagy épp formatervezettnek latunk, elengedhetetlenek a
szabadformaju feluletek. Végezetul merndki alkalmazasokban is sziikség lehet specialis

kényszereknek eleget tevo szabadformaju feliiletekre.

1.2 Kontrollpoliédereken alapuld technikak

Az ilyen komplex geometriai modellek tervezésének egy jol ismert modszere a
kontrollpoliéderek alkalmazésa, amelyek indirekt modon hatarozzak meg a végsé feluletet. A
kontrollpoliéderekbdl kiilonbdzé matematikai modellek alkalmazasaval lehet eljutni kiilonb6z6

sima, szépen iveld szabadformaji objektumokig.



1.2.1 Rekurziv felosztas

Az egyik legelterjedtebb modszer a kontrollpoliéderek rekurziv felosztasan alapul.
Ekkor egy poliédersorozat jon létre, amely egyre finomabb felosztasanak koszonhetéen egy
sima hatarfelllethez tart, azaz ezek approximativ reprezentécidok. Ez az eljards népszerii a
formatervezésében, az animécids ipar pedig teljes egészében erre épul. A kdvetkezékben

roviden attekintem a két klasszikus modszert, majd bemutatom az altalam hasznalt médszert.

1.4. abra Rekurziv felosztas soran keletkezé 1.5. abra Rekurziv felosztassal késziilt
poliéderek arc(2)

1.2.1.1 Doo-Sabin-féle rekurziv felosztas

A Doo-Sabin-féle rekurziv felosztas[3] egy n-oldalu lapbol egy zsugoritott n-oldald
lapot képez, aminek cslcspontjait az eredeti csucspontok linearis kombinacidjaként kapjuk.
Egy k vegyértékli csucsbol egy k-oldalu lap keletkezik (a csucshoz legkozelebb esd 1j

csucsokbol), az élekbdl pedig négyoldalu lapok jonnek létre.

1.6. &bra Doo-Sabin elsé iteracio(2) 1.7. &bra 3 iteracios Doo-Sabin feliilet

Az i-edik iteracidban az elsé iteracionak megfeleld felosztast végezziik el, de nem a

kontrollpoliéderen, hanem az (i — 1)-edik iteracio soran kapott fellleten.



1.2.1.2 Catmull-Clark-féle rekurziv felosztas

A Catmull-Clark-féle rekurziv felosztdsban[4] minden iteracioban az el6z6 iteracioban
kapott felllet lapjaihoz, éleihez és csucsaihoz rendeliink Uj pontokat. Az els6 iteracioban ez az

,el6z6” feliillet a kontrollpoliéder. A j-edik laphoz tartozé csucs (lap-csucs) az i-edik
iteracioban a j-edik lap kozéppontja: f}“. A j-edik élhez tartozé csucs (él-csdcs) az i-edik
iteracioban az él végpontjainak és a szomszédos lapcsicsoknak az atlaga: e}“. A j-edik
csticshoz tartozo csucs (csucs-csucs) az i-edik iteracioban a csucsot korbevevd n darab lap-

csucs, n darab élcsucs és a csucs sulyozott atlaga:
1< 2 © 3
. . . n-— .
i+1 _ i+1 , & i+1 i
Yi _nzsz +nzzek + n V- 11
k=1 k=1

Az 0 lapokat egy csucs-csUcs, az ide befutd élek kozil a két szomszédoshoz tartozé él-

csucsok, és az ahhoz a laphoz tartozo lapcsucsa adja, amelyiken mindkét €l rajta van:

fl+1_)el+1_>vl+1 _)el+1' 12

1.8. abra Catmul-Clark elsé iteracio(2) 1.9. abra 3 iteracios Catmull-Clark fellilet

fgy az elsd iteracio utan a feliilet 6sszes lapja négyoldalu lesz.

1.3 Altalanositott Bézier-patchek

Dolgozatomban nem  rekurziv mddszerekkel foglalkozom, hanem egy
kontrollpoliéderb6l explicit modon szarmaztatott felliletreprezentacioval. 1ly mddon nem
approximativ, hanem folytonos reprezentaciot kapunk, ami lehetéséget ad a feliilet jellemzok

és a fellileti athatasok kozvetlen meghatarozasara.

A kontrollpoliéderbél egy szabadformaju gorbehalot szarmaztatok, mely meghatarozza
a felliletet alkotd egyes feliletdarabok (patchek) hatarait, egy adott patchet hatargorbéinek

interpolécidjaval kaphatunk meg. A hatargorbék szarmaztatasara gyakorlatilag barmilyen



szabalyrendszer kitaldlhatunk, azonban, ha ,,j6” mindségli felilletet szeretnénk kapni, a
szarmaztatasnak eleget kell tennie kiilonb6z6 kovetelményeknek. A patchek hézagmentes
illeszkedéséhez a szomszédos patchek hatarpontjainak meg kell egyeznitk. Az éles

hataratmenetek elkeriiléséhez a hatarmenti normalvektorok egyezdségét kell biztositani.

A gorbehald szarmaztatasanak két lehetséges algoritmusét vizsgaltam: az els6 esetben
a kontrollpoliéderrel dudlis topoldgiat alkot a gorbehald, a méasodikban megtartja annak

Ve

\
‘\\ \\
3 .
3 \
‘: 'f/-—-..__,/ “-‘_ ///__'_”
1.10. &bra Dualis strukturéaval 1.11. &bra Topologiatarto struktiraval
kapott hatargdérbék és feltlet kapott hatargorbék és feltlet

A patchek oldalainak szama fiigg a kontrollpoliéder egy csucsaba 6sszefutd élek
szamatol, illetve a lapjainak oldalszamatdl, azaz nem kizarolag négyoldalu feluletdarabokbdl
all 6ssze a fellilet. A szakirodalomban fellelhetd klasszikus parametrikus fellletreprezentaciok
négyoldaltd doménnel és szabalyos racsba rendezett kontrollstruktiraval dolgoznak. Ismert,
hogy Osszetett szabadformaju testeket kizarolag négyoldala fellletekkel is lehet modellezni: a
négyoldali patcheket visszavagjuk (trimmelés), hogy ily mddon illeszkedjenek a kivant
hatargorbékre. De ez a megoldas nehézkes, mind a hatargdrbék pontos interpolécioja, mind a
sima kapcsol6das biztositasa vonatkozasaban, ezért preferaljuk a pontos kapcsolddast biztositd

n-oldall feluletreprezentaciok hasznalatat.

Kutatasomban az altalanositott Bézier-patcheket[2] hasznaltam, amely n-oldall
poligonalis domént és n-oldalt kontrollstruktdrat hasznal. Ezen mddszer masik elénye, hogy
létezik kiterjesztése konkav felliletekre, és ez altal csokkenteni lehet a kontrollpoliéder

tervezésére vonatkoz6 korlatozasokat.



2 Dualis struktura

Ebben a fejezetben a dudlis topologian alapulé felliletgenerald algoritmust mutatom be.
Egy poliéder dualisa egy olyan poliéder, melynek minden csucsa megfeleltethetd az eredeti
poliéder egy lapjanak, minden lapja pedig az eredeti egy csucsanak, minden éle pedig az 6t
keresztez eredeti élnek. A dualis éleit fogjuk megfeleltetni a hatargdrbéknek, a lapjait pedig

egy-egy patchnek.

2.1. &bra Kocka és annak dualisa(3) 2.2. abra Kocka dudlis gorbehdldja és az igy
kapott feltlet

A felliletet patchenként hatarozom meg, majd az igy kapott patchekbdl allitom ossze a
teljes felUletet. A dualis topologia miatt ez azzal egyenértékii, hogy a kontrollpoliéder egy-egy

cslicsahoz tartozé patchet hatarozom meg.



2.1 A feltletgeneral6 algoritmus blokkdiagramja

Az algoritmust el6sz0r egészében attekintve mutatom be annak blokkdiagramjaval,

majd a kdvetkez6 fejezetekben kifejtem annak 1épéseit.

Az algoritmus blokkdiagramja képekkel illusztralva

Kontrollpoliéder ,_%\

Konkav lapok konvexekre
osztasa

&

Duélis gorbék illesztése
2.3. dbra Duélis gorbehéld 2.4. dbra GB patch-struktira

=

Twist kontrollpontok
el6allitasa

&

GB patch-struktura

&

Domeén létrehozésa 2.5. 4bra Domén és a rajta értelmezett lokalis koordinatak szintvonalai

&

7 i N

Wachspress-koordinatak

Lokalis koordinatak k \/

eloallitasa

GB fellletek generélasa

=

2.6. dbra Egy GB patch 2.7. dbra Az 9sszes GB patch

2.2 Bemenetipoliéder-megkotések

Az algoritmus bemenete egy kontrollpoliéder, melynek segitségével szeretnénk
meghatarozni egy szabadformaju testet. A hasznalt algoritmus konkav lapokra nem
alkalmazhato, ezért eléfeldolgozasként el kell tavolitani a nem konvex lapokat. Ezt a konkav

lapok konvex lapokra valé bontasaval valdsitottam meg, egyelére manualisan. Egy ilyen
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felosztas nem egyértelmii, raadasul egy adott kontrollpoliéder kiilonbozé felosztasaihoz
kiilonboz6 feliiletek fognak generalodni, erre példak lathatoak a 6. fejezetben.

2.3 Dudlis gorbék illesztése

Egy adott C. kontrollpoliéder csucshoz tartozo patch hatargorbéit a csucsban talalkozé
lapkozéppontok Gsszekotésével kapjuk (megfeleléen a dualis szemléletnek). Ezen 0sszekotést
harmadfokd Bezier-gorbékkel végeztem el, ehhez meg kell hatarozni a gorbét meghatarozo
kontrollpontokat, majd meg kell adni az egyenletet, ami meghatarozza a gérbe pontjait a
kontrollpontok alapjan.

2.3.1 Kontrollpontok meghatarozasa

Egy harmadfokd Bézier-gorbe 4 kontrollponttal (Cy, C4, C2, C3) rendelkezik. A két

végpontot (C,, C3) a szomszedos lapkdzéppontok adjak, a j-edik lap kdzéppontjat cstcsainak

(P’l:) sulyozott atlagaként kapjuk:

Co=21L 2.1

A belsé hatarkontrollpontokat (€4, C;) a lapkdzéppontok (Co, C3) €s a hatargorbét
keresztez6 €l felez6pontjanak (F) konvex kombinaciojakeént kapjuk. Mivel a Bézier-gorbe
indulo tangenseének iranyat es nagysagat az elsé 2 kontrollpontja hatarozza meg, igy a gorbe
telitettségét allithatjuk a konvex kombinacio sulyainak valtoztatasaval. Ha k a lapkdzépponthoz

tartozo suly, a kontrollpontokat az alabbi képlet szerint kapjuk:

C1=KCO+(1—K)F C2=KC1+(1—K)F 2.2

2.8. abra Kontrollpontok két lap hataran, k = % *)

11



2.3.2 Hatarologorbék egyenlete

Egy n-edfokd Bézier-gorbét (n+ 1) kontrollpont (C,,...,C,) és egy t € [0;1]
paraméter segitségével adhatunk meg. A t paraméterértékhez tartoz6 gorbepont a
kontrollpontok egy linearis kombinacidja, ahol a sulyok a Bernstein-fliggvények t-nél felvett

értékei.
n
() = z CBMt) 0<t<1, 23
i=0

ahol C; az i-edik kontrollpont, B{*(t) pedig a hozzéatartoz6 suly, vagyis az i-edik n-ed foku

Bernstein-fuggveny.

2.3.2.1 Bernstein-figgvény

A k-adik n-ed foku Bernstein-fiiggvény definicié szerint a kovetkezo:
n — n _ \n—kik —
BR(t) = (k) (1—t)n ke k=01,..7, 24

ahol (77) a binomialis egyiitthatd, mely a kdvetkezSképp szdmolhato:

(Z) = =Tl (nn!_ 5 k=0,1,..,n 25

A Bernstein-fliggvény minden t paraméterértékre nem negativ értéket vesz fel.

B'(t) = —— (1—t)”‘t‘>0 nezt;i=0,..,n0<t<1

it =) l)‘ — % 2.6
>0

Ha 6sszegezzilk egy adott t paraméterértékre az n-ed foku Bernstein-polinomokat,

akkor 1-et kapunk (a binomialis tétel alapjan).

iww=i
i=0 i

n _ _ _ n_
()(1—t) Ktk = (1-t)+1)" = .
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2.3.2.2 Bézier-gorbe tulajdonségai

Tehat a kontrollpontokhoz rendelt sdlyok nem negativak, és 6sszegik 1, igy a
kontrollpontok egy konvex kombinaciojat kapjuk, vagyis a Bézier-gorbék affin invariansak.
Azaz ugyanazt a gorbét kapjuk, ha elébb a kontrollpontokon hajtunk végre affin
transzformaciokat, majd kiszamoljuk a gorbét, mintha el6szor a gorbe pontjait szamolnank ki,

majd annak pontjaira alkalmaznank az affin transzformécidkat.

A Bézier-gorbe approximacios gorbe, azaz csak kozeliti, nem érinti a kontrollpontokat
(ellentétben mondjuk a Lagrange-interpolacidval). At = 0 ést = 1, az 6sszsuly -azaz 1 — az

egyik sz¢éls6 kontrollpontba esik, mig a tobbi pont stlya 0.

r(0) = Co (g) (1= 0)"°0° + -+ (rll) (1= 0)"E0f + - = €
1 0

= ! 2.8
0
1
n P n
r(l) = ... 4 Ci(-)(1 — 1)71—1 184 -+ Cn( )(1 — 1)n—n 1" = C,
R S n/ —-———
0 —— 00 1 2.9

1

0
1

Igy a gorbe kezdé és végpontja megegyezik az elsé, illetve utolso kontrollponttal, a
tobbi pontban pedig a kontrollpontok konvex burkan bellil talalhato.
2.3.2.3 A harmadfoku Beézier-gorbe

Munkam soran harmadfokd Bézier-gorbével (n = 3) dolgoztam (melyhez a mar fent

meghatéarozott 4 kontrollpont tartozik), ennek alakja 2.3 egyenlet alapjan:

r(t) = Co(1 —1t)3 + €13(1 —t)%t + €C3(1 — t)t? + C5t3. 210
€1 C,
0
Cy ]
3
2.9. abra Kontrollpontok és gorbe(4) 2.10. abra A harmadfokl Bézier-gorbe

sulyfuggvényei(4)
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2.4 A GB patch struktura

A Generalized Bézier patch (GB patch) egy altalanos n-oldalt feluletkonstrukci6, ahol

n nem sziikségszertien 4. Minden patchhez egy 6sszefliggd kontrollponthalo tartozik, melynek

fokszdama d = 3, azaz minden oldalhoz d + 1 kontrollpontbdl &ll6 kontrollpontsorok

tartoznak. A rétegek (layerek) az oldalakhoz tartozd kontrollpontsorok, melyek szama a
kovetkezOképp hatarozhaté meg: [ = l%] mivel (d + 1) kontrollpont van egy sorban, és egy

réteg maximum a kontrollpontsorok feléig nydlhat be. Az oldalakhoz tartozd elsé két

kontrollpontsort Bézier-ribbonnak nevezzik. A halohoz tartozik egy k6zépsé kontrollpont, ami

- sz

1.oldal, 3 réteg

2.11. 4bra GB patch kontrollpontjai(5)

2.12. &bra GB patch oldalak és rétegek(5)

A kontrollpontstruktura jelentése:

o sarokkontrollpontok (pirosak): az i-edik és az (i + 1)-edik oldalhoz is tartoznak
o ribbon kontrollpontok (zoldek):  csak az i-edik oldalhoz tartoznak

. bels6 kontrollpontok (sargék): fokszamemelés altal keletkeznek

o kozéps6 kontrollpont (kék): csak a felllet belsejére hat

2.4.1 Kontrollponthalé

A kontrollh&l6 egy oldalédhoz 2 réteg tartozik harmadfokd Bézier-feliilet esetén, melybol
az els6t a mar bemutatott hatargérbe-kontrollpontok adjak. A 2. sor szélsé kontrollpontjait a
kdz0s kiilsé sarokpontok adjak, azaz meghatarozottak a szomszédos oldalak hatargdrbepontjai

altal. A 2. sorhoz még oldalanként 2-2 kontrollpont hianyzik, az un. twist kontrollpontok, amik
meghatarozzak a felllet befelé iranyuld gorbuletét.

14



Helyes megvalasztasukkal biztositani lehet a szomszédos patchek kozti folytonos
atmenetet, erre bovebben a 4. fejezetben térek ki. A fliggetlen kontrollhalo-kdzéppontra egy

természetes valasztas — a duélis topologiabol adédoan — a patchez tartozo kontrollpoliéder-
csucs (C,).

&
S
Q
S
N
Q
&
/ x
ribbon

2.13. dbra GB kontrollhald és a fliggetlen kézéppont (n = 5,d = 3)

A Bézier-felllet (a Bézier-gorbéhez hasonl6éan) a kontrollhalé konvex burkan belil
képez feluletet. Mivel a duélis konstrukciéban minden kontrollpont a kontrollpoliéder valamely

lapjara illeszkedik, igy a végso6 feliilet a kontrollpoliéder konvex burkén belul marad.

2.4.2 Twist kontrollpontok eléallitasa

Els6é kozelitésben (mas megkdzelitések a 4. fejezetben) a twist kontrollpontokat a

lapkdzéppont, az élfelezok és a kdzépponti cstcs konvex kombinacioja adja.

T=x?Cy+ k(1 —1)F; + k(1 —K)F, + (1 —K)*C,

2.11

213 13
173 | 29 11/9] 45
23| 49 |29 2R3

2/3 113
o
2.14. dbra Twist kontrollpont 2.15. abra Konvex kombindci6 sulyainak

P 2 1 . . 1

meghatarozasa, k = - (*) szemléltetése, k = - (*)
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2.5 A domén meghatarozasa

Minden GB patchhez tartozik egy sikbeli n-oldali domeén poligon. A domén tetszbleges
pontja egy 3 dimenzios fellletpontra képzodik le a doménen értelmezett lokalis koordinatak és
a Bernstein-polinomok segitségével.

2.16. abra A 2D domén és az abbdl kapott 3D felilet

2.6 Doménkoordinatak

A klasszikus négyoldalt feluletekhez tartozO0 négyoldald doméneket konnyi
felparaméterezni egy vizszintes és egy fliggéleges paraméterrel. Ez a paraméterezés olyan
természetes, hogy talan el se gondolkodunk a jelentésén. A célunk a felliletet annak hatéaraibol
interpolalni, azaz minden doménpontnal arra vagyunk Kkivancsiak, hogy az egyes oldalak
milyen sallyal befolyasoljak az adott pontot. Erre n oldal esetén a hagyomanyos koordinatazas

nem lesz alkalmas.

(0,1) (1,1) 77
T 77
(0,0) (1,0) T
?77?
(wv) — (wv) —»
2.17. abra Négyoldald domén, 2.18. dbra Otoldalt domén,
egyértelmii paraméterezés nem egyértelmii paraméterezés
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2.6.1 Wachspress-koordinatak

A Wachspress-koordinatak[5] altalanositjak a baricentrikus koordinatakat tetszéleges
konvex poligonra. Ezek segitségével egy n-oldala poligon minden bels6é pontja megadhatd a
poligon cslcsainak sulyozott kombinaciojaként. A v; csucshoz tartozo suly a kovetkezo:

AW;i_1,V,Viy1)

A:(P) = 2.12
() A(Wi_1,v;, P)A(V;, V41, P)

ahol A(q1,9q2,q3) jeloli a q4, 92, q3 pontok altal meghatarozott haromszog eldjeles
teriiletét; és q = (x, Vi)-

1 1 1
A(q1,92,93):= S|¥r X2 X3 2.13 Vi
yi Y2 Y3
2.19. bra Wachspress-koordinata szamitasa
Minden koordinata pozitiv:
A4;=0 Vi<i<n 214

A sulyok 6sszege 1:

n
Zli =1 2.15

Az eredeti koordinatak egyértelmiien visszaallithatok bel6liik, ehhez a koordinatakkal

sulyozott konvex kombinacidjat kell venniink a cstcsoknak.

n
(wv) = z Aiv; 2.16
i=0

Az i-edik koordinata (v; sulya) v;-ben 1, mig a t6bbi cstcsban 0, a kézbensé pontokban
pedig folytonos a leképezés.

Ai(v]-) =6 = {%) ll:}] (Kronecker — delta) 217
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Ahogy a P pont tavolodik a v; csucstol, ugy csokken a A; koordinata értéke és a v; csucs

egyre kevésbé vesz részt a P pont meghatarozasban.
HaP €eésv;&e— 1;(P) =0, 218

mivel a tavoli oldalakon teljes mértékben az oldal két végpontja hatarozza meg a pont

elhelyezkedését.

2.20. dbra A; szintvonalak

2.6.2 Lokalis koordinatak

Az Wachspress-koordinatak segitségevel mar ki tudjuk fejezni a domén pontjait annak
csUcsaival. Ezek segitségével definialunk egy oldal- (s;) és egy tavolsag- (h;) paramétert, ami
mar nem csucsonként, hanem oldalként értelmezett, ezek oldalanként egyfajta
koordinataracsként hal6zzak be a domént.

2.21. dbraT; oldalhoz tartozé lokdlis koordinataracs

2.6.3 Tavolsagparaméter

A tavolsagparaméter (h;) azt hivatott kifejezni, hogy a domeénpont milyen messze
talalhat6 az i-edik oldaltdl, azaz az oldal két csticsa milyen sullyal jatszik szerepet a doménpont

meghatarozasaban az 6sszsulyhoz — ami ugye 1 — képest. Ez képlettel kifejezve:

hi=1-=2i_1—4;. 2.19
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A h; értéke az i-edik oldalon 0, mivel ekkor minden suly az él két végpontja kozt oszlik meg
(minimalis a pont tavolsaga az oldaltol). A tavoli oldalakon (T : j # i — 1,i,i + 1) h; érteke

1, mivel egyetlen saly sem esik az él két végpontjara (maximalis a pont tavolséga az oldaltol).

2.22. abra h; szintvonalak

2.6.4 Oldalparaméter

Az oldalparaméter (s;) a doménpont elhelyezkedésének aranyat adja meg az oldal 2
végpontjahoz képest, ugyis mondhatnank, mennyire esik a doménpont inkabb az egyik csucs
felé:

Ai

S§i=T———.

Az i-edik oldalon lineérisan ndvekszik 0 — 1 kozo6tt, ahogy a v;_; csucsbdl a v;
csucsba kertilnek a sulyok. Minden olyan doménpont esetén, ahol a Wachspress-sulyok aranya

megegyezik egymassal, egy egyenest kapunk, amin s; konstans.

2.23. abra s; szintvonalak
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A tavoli oldalakon (T}, aholj # i —1,i,i + 1) az s; nem értelmezhet6 a 2.20 képlet
alapjan, mivel A; = A;_; = 0aTj oldalon (I;-re es6 doménpont eseten csak A;_; és A; lehet nem

0), igy nullaval kéne osztanunk.

A 0

= =?
¥4, 040

S; =
2.24. abra s; nem értelmezheté6 a tavoli oldalakon
A tavoli oldalakra alkalmazando képlet a kdvetkezo:

sin(6;) hi-,

(P) = )
SiP) = @) L, + sin(8)

2.21

ahol hi a P pont T; oldaltol vett meréleges tavolsaga, 6; pedig a domén poligon v; cslicsaban

1évo szoge.

2.25. dbra 6;, hj-,, hi,; értelmezése
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2.7 Bézier-ribbonok és a felllet egyenlete

Adott az n-oldald doméntink, rajta a lokalis koordinatak és a kontrollponthalonk, ezek
felhasznalasaval meg lehet adni a fellilet egyenletét. A patch a hatargorbéket interpolalni fogja,

az i-edik ribbon hozzajarulasa a felilethez:

~

_ di
Rib;(s;, h;) = Z Cje 15 1 B (50, o), 2.22
0

Juy

=
Il

j=0

ahol d a fokszam, [ a layerek szdma, C;il',i a j-edik kontrollpontja a k-adik layernek, az
i-edik oldalon, Bj‘fk jeloli az s;, h; szerinti Bernstein-fliggvényeket, u]i-,k egy korrekcios

sulyfliggvény.
2.7.1 Korrekcios sulyfiggvenyek

Paros fokszdm esetén az i-edik oldal k6zéps6 kontrollponjai (C]‘:_k j= g) csak az i
ribbon egyenletében szerepelnek, azaz csak az i-edik oldalt befolyasoljak, mig a szélsé
kontrollpontok az (i — 1)-edik [C]i',k j< g] és (i + 1)-edik [c;i_k j> g] oldalt is befolyasoljak.
Paratlan fokszam esetén minden kontrollpont két oldal kialakitasaban is részt vesz. Igy a

végleges egyenletben ugyanaz a kontrollpont (kiilonb6z6 indexeléssel) a Bernstein-fliggvények

sulyozott atlagaval van megszorozva.

2.26. abra Tobb ribbonon szereplé kontrollpontok
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Annak biztositasara, hogy az i-edik oldalt csak a sajat kontrollpontjai hatdrozzdk meg —
azaz fuggetlen legyen a szomszédos és tavoli oldalaktdl —, korrekcids sulyfuggvényt vezetiink
be az alébbiak szerint:

" hZ,+h?
#j',k ={1 , egyébként 223
hiyq
Bi=—r o j>d-2
hf +h

Mivel h; az i-edik oldalon mindig 0 (,,az i-edik oldal tavolsaga az i-edik oldaltdl 0”),
ezeért az i-edik oldal kontrollpontjaira a korrekcid 1, azaz egyszeriien a Bernstein-fliggvénnyel
sulyozodnak. A nem i-edik oldalra es6 kontrollpontokra pedig az (i — 1)-edik és i-edik oldaltol
vett ,.tavolsag” (h) aranyaban sulyoz j < 2 pontok esetében. Hasonloképp, j > d — 2 esetben
csak az (i + 1)-edik oldallal, igy minél tavolabb kerulliink az oldaltol, annal kevésbé

befolyasoljak a kontrollpontok az oldalhoz tartozé felliletrészt.

2.7.2 A GB patch egyenlete

A fellilet egyenletét a ribbonegyenletek és egy kdzponti tag 6sszegeként kapjuk:
S(u,v) = C¢By(u,v) + Z Rib;(s;(u,v), h;(u, v)). 204
i=0

Ahol S(u,v) az (u,v) ,hagyomanyos” koordinatakkal jel6lt 2D-s doménponthoz
tartoz6 3D-s fellletpont, n az oldalak szama, s;(u,v) az (u, v) doménponthoz tartozé i-edik

oldalparaméter, h;(u, v) pedig ezen ponthoz tartozo i-edik tdvolsagparaméter.

A kozponti tag a fuggetlen kézéppont (ami egy ribbonhoz sem tartozik, a patch-hez
tartozé kontrollpoliéder-csucs) egy kulon sulyfliiggvénnyel sulyozva (B,), ami biztositja a
kontrollpontok konvex kombinacidjat és ezaltal az affin invarianciat. A 2.25 egyenlet
atrendezésével azt kapjuk, hogy minden (u, v)-re a kontrollpontok lineéris kombinacidjaban

szerepl6 sulyok 0sszege éppen 1-et ad.

Bdu,v) =1 _Z

n d l-
i=1 j=0k=0

1

Wi Bl (si(u.v), hi(u, v)) . 225
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3 Topologiatarto struktura

A dualis struktaraval egy szép, természetes érzetet kelté fellletet kapunk, a mddszer
hatranya, hogy a konkav lapokat konvexekre kell osztani, illetve, hogy a lapok nem
tartalmazhatnak lyukakat. Az n-oldali Bézier-patchek modszere kiterjesztheté konkav[6],
illetve gorbilt lapokra[7] is, tehat ha adunk egy topoldgiatartdé struktirat egy konkav
poliéderhez, a fenti eljarast is ki lehet terjeszteni. Mig a dualis struktira adta magat, a
topoldgiatarto struktdrat tobbféleképpen is el lehet késziteni.

3.1 A fellletgeneralé algoritmus blokkdiagramja

Jelen dolgozat egy megfeleld topologiatarto struktlra meghatarozasat és vizsgalatat fedi
le, az ehhez tartoz6 konkav GB patch (CGB) meghatarozasanak csak elméleti attekintését adja
meg. Az blokkdiagram (...)-tal jel6lt része megegyezik a fenti eljaréassal, azaz tovabbra is GB
patchek hatarozzédk meg a fellletet.
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Az algoritmus blokkdiagramja képekkel illusztralva

Kontrollpoliéder

1
1 Konkav lapok
: konvexekre osztasa

Elosztopontokhol
egyenesek

3.1 abra Eloszt6 pontok alapjan

3.2 dbra Lapkak meghatarozasa
egyenesek

-
QD
o
x
[N
~

meghatéarozésa

Bézier-gorbék
illesztése
\\L/

Twist kontrollpontok
eléallitasa

=

=

@ 3.3 dbra Bézier-gorbehalo 3.4 4bra CGB patch-struktura
CGB patch-strukttra
!

GB feluletek illesztése

3.5 4bra Egy GB patch 3.6 abra Az dsszes GB patch

3.2 Bemenetipoliéder-megkdotések

Mivel a probléma akkor sem trivialis, ha csak konvex lapjaink vannak, ezért tovabbra
is felosztasra kertilnek a konkav lapok, tehat a bemeneti megkotések még megegyeznek a dualis

eset kovetelményeivel.
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3.3 Hatargorbeék illesztese

A dudlis esethez hasonldan itt is egy olyan patchet akarunk kapni, ami a hatargorbéket
interpolalja, és itt is harmadfok( Bézier-gorbéket hasznélok. Ez a struktira megtartja a
oldalszamu, gorbékkel hatarolt lap, tehat a kontrollpoliéder élei és a gorbek kozoétt egy-egy

megfeleltetés van.

3.3.1 Lapkak

A kontrollpontok meghatarozashoz segédlapkakat hasznalok, melyek ,.lekerekitik” a

kontrollpoliédert: a konvex csucsoknal levagnak a poliéderbdl, a konkdvoknal hozzaadnak.

A lapkak meghatarozasahoz el6sz6r minden ¢l végpontjabol %|e| tavolsagot Iépek az

élen befelé (ahol |e| az adott él hossza), igy két Uj pont keletkezik az élen. A felosztasi arany
(w) egy szabadon llithaté paraméter mindaddig, amig a keletkez6 pontok kdzelebb vannak a
sajat csucsukhoz (ahonnan el lettek tolva), tehat w > 2. Ez a feltétel azt is biztositja, hogy a
keletkez6 pontok az élre esnek, €s nem esnek egybe a végpontokkal vagy egymassal. Minden
kontrollpoliéder lapon veszem a lap éleihez tartozé 0j pontokat, és Osszek6tom az ,,atellenes”
Uj ponttokkal. Ez azt jelenti, hogy egy élen a koriiljarasi irany szerinti els6 cstcsot az élet
kettével megel6z6 ¢l masodik pontjaval kotom Ossze, igy az 0sztoegyenesek Kirajzoljak a

poliéder egy kicsinyitett valtozattat.

3.7 dbra Osztdcsucsok 6sszekotése egy 6toldal lapon

Minden Kkontrollpoliéder csicsra 0sszekotom az azt koriilvevd osztdoegyenes
metszéspontokat. igy minden csticshoz kapok egy oda befutd élszammal azonos élszamu
sokszoget, ezek lesznek a segédlapkak. Minel kisebb volt a w értéke, az adott csticshoz annél

tavolabb tortént a csonkolas/hozzdadas, a keletkez6 lapka annal jobban ,besiillyedt” a
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kontrollpoliéderbe konvex csucs esetén (k6zéppontja tdvolabb van a csucstol), konkav csics
esetén pedig annal jobban kiemelkedik a kontrollpoliéderb6l. Innentdl %—re mint
lapkamélységre hivatkozom.

Az alabbi abrékon egy kocka alakd kontrollpoliéderb6l készult feluleteket lathatunk és

a segédlapkaikat. Kis lapkamélység esetén egy lekerekitett kockdhoz hasonlo eredményt

kapunk, mig nagy lapkamélység esetén egy gémbszeri testet.

= e //‘i\ﬁ
N f LL\\\
. y N ...%A

—

3.8 dbra Kis lapkamélység (w = 7) 3.9 dbra Nagy lapkamélység (w = 3)

Ha a segédlapkak csucsait 6sszekotjuk az élek mentén, illetve a kontrollpolieder egy-

egy lapjara esoket, a kapott konstrukcié megfeleltetheté a Doo—Sabin rekurziv felosztas elsé

= sz

éZY\

3.10 abra Lapkarendszer 3.11 abra Egy iteraciés Doo—-Sabin-felosztés

3.3.2 Legjobb lapkasik

Ha egy lapkanak negynél tobb oldala van, lehetséges, hogy a cslcsai nem esnek egy
sikba, ekkor a kdzéppontbdl az élfelezokbe huzott egyenesek sem esnek egy sikba, igy az induld

tangensek sem. Tehat a cslcsban talalkozo gorbék folytonosan kapcsolodasa sérl.

Négynél tobb oldalu lapkak esetén meg kell hatarozni egy ,.legjobb sikot”, amit a lapka
kdzéppontja és egy becsilt norméalvektor fog megadni. A lapkat felosztjuk haromszogekre,

meghatarozzuk ezek normalvektorait az élek keresztszorzataval.
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Qs qQ

3.12 abra Lapka normalvektor becslése(6)

n; = (q; —p) X (qiz1 — P) 3.1

A lapka legjobb normalvektorat (n,) ezen normalvektorok tertletaranyosan stlyozott

0sszege adja.

1
A—§Z|ni| 3.2
i

1
"= .M a3
7

Az igy kapott legjobb sikra levetitjlik a lapka csUcsait, ezzel a vetitéssel lesz minimalis
az eredeti és vetitett pontok kozti eltérés (ezért a legjobb elnevezés). A vetités soran vesszik a
vetitendé pont eldjeles tavolsagat a siktdl, majd ezzel a tavolsdggal eltoljuk a legjobb

normalvektor mentén.

3.13 4bra Pont vetitése(*)
A tavolsag a normalvektor és a sik pontjabol a vetitendé pontba mutat6 vektor skalaris

Szorzata:

3.4
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Mivel v n-re vett vetiletének hossza:

n-v

nl 3

De |n| = 1, mivel normalvektor. Az igy kapott vetiilet el6jeles, ezzel mindenféleképpen

a lapka felée fogjuk eltolni a pontot:

Q' = Q —dn. 3.6

3.14 abra Eredeti lapka (halvanylila) és az uj, simitott lapka (sotétlila)

3.3.3 A gorbe kontrollpontjai

A hatargorbék sz€ls6 kontrollpontjait a lapkakozepek adjak, mig a belsé kontrollpontjait
a lapkak élfelez6i. Tehat a lapkamélységgel a gorbe induldsanak mélységét és az

indul6tangenseket, és ezaltal a bels6é gorbiletet is allitani lehet.

3.4 A CGB patch struktura

GB patch esetén minden patchet egy 6sszefiiggd kontrollpontstruktira hatarozott meg,
CGB esetén szabadabb a kontrollstruktira: minden ¢lhez a tobbi €1tdl fiiggetlen ribbon tartozik,
a kdzponti kozos részt nem kell megkonstruélni. Az 6sszefiigg6 struktara elhagyasa megndveli
a tervezeési szabadsagfokot, mivel igy a ribbonoknak sem fokszamban, sem layerszdmban nem

kell megegyezniik.

3.15 abra GB struktura (osszefiigg6)(7) 3.16 abra Flggetlen ribbonok(7)

Lehetséges, hogy a GB patchhez hasonloan egybeesnek a kontrollpontok, vagy a két

ribbon csak a twist pontjaban tér el, vagy csak a sarokpontban egyezik meg.
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3.4.1 Kontrollponthalo

Az altalam konstrudlt kontrollhalé minden oldalon harmadfoku és 2 layerbdl all, a
szomszédos oldalak twist pontjaik kozdsek. A kontrollhaloban a masodik layerek sz¢éls6 pontjai
megegyeznek a mar kiszamolt szomszédos els6 layerek kontrollpontjaival. A kapott hald

Iényegében hasonlo szerkezett, mint a korabbi GB kontrollhalo, a kdzponti pont kivételével.

A twistpontokat elsé megkozelitésben (folytonosagi megfontolasok a 4. fejezetben)
egyszertien a lapkacstcsokba valasztom. Igy minden kontrollpont a lapka sikjaba esik, ami
konvex csucsok esetén a kontrollpoliéderen bellil helyezkedik el, igy itt is teljestl, hogy a felulet
a kontrollpoliéder konvex burkan belil van. (Konkav cstcsoknal kivil van a lapka, igy a fellilet
is, de ez az, amit el is varunk egy konkav él lekerekitésénél, és a polieder konvex burkan igy is
belll maradunk.)

y/

3.17. &bra Kontrollh&lo és segédlapkék

3.5 A domén meghatarozasa

A konkadv GB patch mddszer a jobb felilletmindség érdekében konkav domeénekkel
dolgozik, és egy modszert is ad gérbehalobol olyan domén szarmaztatasara, amivel a fellletnek
a legmegfelelobb paraméterezést tudjuk biztositani. Konkav poligonon nem értelmezettek a
Wachspress-koordinatak, de helyettesithetéek harmonikus koordinatakkal, ezekbdl a lokalis

paraméterek szarmaztatasa a konvex esettel azonosan torténik.

A jelen dolgozatban bemutatott algoritmus még konvex lapokkal dolgozik, és az
esetlegesen el6forduld konkav lapokat fel kell osztani. Jovobeli kutatasaim egyik legfontosabb

célja, hogy attérjek valodi konkav doménekre és a harménikus koordinatak hasznalatara.
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3.6 A feltilet egyenlete

Az i-edik ribbon hozzajéarulésa a felllethez hasonlo, annyi kilénbséggel, hogy a layer
és fokszam minden ribbonra més lehet. Esetemben azonban ez megegyezett a konvex esettel.
A fellletet — a GB patch-csel ellentétben — csak a ribbonok hatarozzak meg, nincs egy kozponti
kontrollpont. A konvex kombinéacié tulajdonsagot igy nem tudjuk a kdzponti kontrollponthoz

rendelt sullyal biztositani, helyette egyszeriien leosztjuk az egyenletet az 6sszsullyal.

n d; -1
-
Bam(@v) = D" ) ) b Bl (s, hy) 37
i=0 j=0 k=0
1 n
S(u,v) = —Z R;(sy by
(u v) Bsum(u, v) - l(sl l) 38
1=
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4 Szomszédos feliiletek sima osszekapcsolodasa

Az el6z6 fejezetekben megadtam a twist kontrollpontok két lehetséges meghatarozasat,
ebben a fejezetben pedig kifejtem, hogyan lehet egy feliilet folytonossagat meghatarozni, és ezt

hogyan befolyasolja a patchek kontrollstrukturaja.

4.1 Folytonossagrol altalanosan

Célunk, hogy egy olyan szabadformaju testet kapjunk, melynek feluletdarabjai simén
illeszkednek egymashoz. Ahhoz, hogy a felllletek illeszkedését meg tudjuk hatarozni, el6szor

a gorbek folytonossagat vizsgaljuk meg.

4.1.1 Gorbék parametrikus folytonossaga

A folytonossag egy matematikai megfogalmazasa a C parametrikus folytonossag[8]. Az
r(t) gorbe ty-ban C™ folytonosan kapcsolodik p(s) gorbéhez s,-ban, ha az n-edik derivaltig

megegyeznek, azaz:

i

=L )
~dsiPY

i

d— r(t)

dtl‘ i=0,1,...,n 4.1

tzto S=So

A C° folytonossag tehat a nulladrendii derivaltak megegyezését jelenti, azaz a két

gorbének kdzdsek a pontjai.

4.1.2 Gorbék geometriai folytonossaga

A geometriai folytonossdg nem paraméterfliiggd, hanem geometriai jelentéssel bird
folytonossag definicid. G ~1 geometriai folytonossag — a € ~1-hez hasonléan — azt jelenti, hogy
a hatarpontjaiban sem egyezik meg a két fellilet, G° esetén a hatargérbe pontjai megegyeznek.
Gorbék esetén a ,,G' a kézos pontban érinték (az egyenesek és nem feltétleniil a derivaltak)
egybeesését, G2 az eldzéek mellett a simuldsik és a gorbllet megegyezését, G2 pedig a pontbeli

torzié megegyezését is jelenti. ”’[8]
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4.1.3 Feluletek parametrikus folytonosaga

A parametrikus folytonossag fellletekre valé Kiterjesztéséhez csak a derivalas két

valtozora vald kiterjesztésére van sziikség, azt pedig megtehetjik parcialis derivalassal.

at at
ﬁS(u,v) za_siQ(S't) i=01,..,n 42
u=u0’U=V0 S=So,t=t0
0 a° _ 4.3
WS(u,v) o =ﬁQ(s,t) - i=01,..,n
U=uy V=", s=5g,t=tg

4.1.4 Feluletek geometriai folytonosaga

G! folytonossag feliiletek esetén az érintdsikok egybeesését jelenti, G2 esetén a

simulésik és a gorbiiletek is megegyezik, G2 esetén pedig a pontbeli torzi6 is.

4.1. &bra Geometriai folytonossag(8)

4.2 Folytonossag vizsgalata altalaban

A paraméteres folytonossag fuigg a gorbék és feliiletek paraméterezésétol, azaz azok
atparaméterezésével megsziinhet a C™ folytonossag, mikdzben a gorbék vagy fellletek alakja
valtozatlan. Ezért a geometria folytonossagot részesitjiik elényben, ami csak a geometriatol

fligg és invarians az atparaméterezésre.

4.2.1 Erintésik folytonossaga (G?)

ErintSsik folytonossaganak vizsgéalatahoz meg kell hatarozni a vizsgalt (kézds) pontot
és az ¢érint6sikok normalvektorait. A normalvektorokat a pontbeli derivaltak
keresztszorzataként kaphatjuk meg. A tangens iranyu derivaltak meg kell hogy egyezzenek
(-1, (w) = i?,(u) = 7,(u)), hiszen kilénben nem teljesiilne a G° folytonossag, igy

értelmetlen lenne a G* vizsgalata.
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4.2. bra Geometriai folytonossag szamitasa(9)

Legyen 7 (u) az S;-hez tartozd keresztiranyt derivalt, 72(u) az S,-hoz tartoz6. Ekkor

az egyes feliiletekhez tartozo érintdsikok normalvektorai a kdvetkezoképp adodnak:

Ni(w) =i, W) xi5w)  Na(w) =W X 75w) 4.4

Ahhoz, hogy az érint6sikok megegyezzenek, a normalvektoroknak parhuzamosaknak

kell lennitk egymassal.

4.2.2 Vizualis vizsgéalat

A matematikai modszerek mellett vizuélisan is lehet az egymas melletti fellletek
folytonossagat vizsgalni. Ezek ugyan nem egyenértékiiek egy bizonyitassal, de sokkal
gyorsabban és egyszeribben hasznalhatoak. Segitségiikkel konnyen elddnthetjik, hogy
érdemes-e belefogni egy G™folytonossag bizonyitasaba, vagy biztosak lehetiink, hogy nem

teljestil a G™.

Az egyik ilyen mddszer az isophote vonalak (vagy fényvonalak) hasznalata, melyek
olyan pontokat kétnek 0ssze egy feliileten, amik azonos fény visszaverédéssel rendelkeznek
egy adott megvilagitas mellett. Az isophote vonalak G™ folytonos kapcsolddasat a feluletek
G™! folytonos kapcsolodasat jelzi. Példaul ha az isophote vonalak G° folytonosan
csatlakoznak (azaz ugyan csatlakoznak a hataron, de toréssel), akkor a feliiletek G folytonosan

csatlakoznak.

4.3 A kozos irdnyblendtechnika

A folytonossag biztositasanak egyik modja a kozos iranyblend (direction blend)
alkalmazasa: a végpontbeli keresztderivaltakat ,,vegyitjitk egymassal”, majd ennek segitségével

hatarozzuk meg a gorbe keresztiranyu derivaltjait, hogy azok parhuzamos normalvektorokat
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eredményezzenek. Minden u parameéterhez tartozd keresztderivaltat az iranyblend és
tangensiranyu derivalt linearis kombinacidjaként kapunk:

W) = a' WD W) + B Wry (W) i=12 45
ahol a'(u), B*(u) skalarfiiggvények.

Az irdnyblend D(u) egy vektorfiiggvény, ami a gorbe egyik végpontjabol a masikba

»atsimitja” az érintdket.

4.3. dbra Iranyblend(9)

Csak a feliilet belsejét akarjuk modositani, a kezdé és végpontokban vissza akarjuk

kapni az eredeti derivaltakat, azaz a kovetkez6 peremfeltételeknek eleget kell tenni:

r,4(0) = @' (0)D(0) + BH(0)1,(0) i=12
4.6
rig(1) = a/(1)D(D) + f (D)1, (1) i=12
A vegpontokban az irdnyblendnek a keresztderivaltak atlagaval kell megegyeznie:
1 _ 2 1 _ .2
D(0) =D, = % D(1) =Dp = w' a7

A G?* folytonossag teljesuil, mivel a 4.4 egyenletbe a 4.6 egyenletet behelyettesitve az
r, (1) 6nmagaval vektorialisan szorozva 0-t ad, igy mindkét felilet norméalvektorat kizarolag a

kdzos iranyblend és kdz6s tangensiranyu derivalt adja.

Ni(w) = 1) X T () = 1, () (@l @D @) + B @)ry, (u)) =

= (1) (ra ) X D)) + B () (o () X (W) = ! () (rua0) X D)) e
0

34



4.4 A folytonossag vizsgalata esettinkben

A patch belsejében a Bézier-felillet egyenlete C* folytonossagot biztosit, igy csak a
patchek kapcsolodasat kell vizsgalni. Ezek G° folytonossaga teljestl, mivel a hatarokon
azonosak a gorbék kontrollpontjai, és a felliletet a hatarokon kizardlag ezek a kontrollpontok

hatarozzak meg.

Mindkét fajta folytonossdg méréséhez sziikséglink van a derivaltakra. A harmadfoku
Bézier-gorbe derivaltja:

d d
Er(t) = E(C" (1-1)3+C-3(1—-0)%t+Cy-3(1—0Dt>+C5-t3) =
4.9
=3(1—-1t)%(Cy — Cp) + 6t(1 —t)(Cy — C1) + 3t2(C5 — Cy).

Tehdt t, = 0 és t; = 1 paraméterekre (azaz a gorbe végein) a derivaltak megegyeznek

a kontrollpontokat 6sszeko6td szakaszok hosszanak haromszorosaval.

d d
ET(O) =3(C;1 — Cyp) al‘(l) =3(C3—Cy) 4.10

Két patch taladlkozasanal (S;,S,) figyelnink kell azok korlljarasara, mivel a
kontrollpontok szamozésai egymas tikorképei, igy a kézos hatargdrbén S; szerint u*-hoz
tartozé pont az S, szerint (1 —u*)-hoz tartoz6 ponttal fog megegyezni. Ehhez a ponthoz
mindkét patchen tartozik egy keresztirdny(d derivalt. Legyen S; az a patch, aminek

keresztirany( gorbéi a kbzos hatargorbébe érkeznek, S, hatargdrbéi pedig innen indulnak.

Ekkor a hatargorbeponthoz tartozdé S; szerinti keresztderivalt az ide érkezo
keresztiranyl gorbe v = 1 helyen vett derivéltja. Ha u* = 0 vagy u* = 1, akkor ezek a
derivéltak (a 4.10 képlet alapjan) a 2. kontrollpontsorb6l a kézds kontrollpontsorba mutatd
vektorok haromszorosai. S; esetén hasonléan, csak itt a kozds kontrollpontsorbdl indulnak a 2.

kontrollpontsor felé a vektorok.
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4.4. dbra Keresztirany( derivaltak

Vegylk észre, hogy mivel a geometriai folytonossag fuggetlen a paraméterezéstél, ezért

megtehetjuk, hogy S;-et atparaméterezzik: a hatargdrbén és a keresztirdnyl gorbén

megcseréljiik a paraméterezés iranyat. Igy az meg fog egyezni S, paraméterezésével a

hatargorbén, és a keresztiranyu derivaltak itt is kifelé fognak mutatni a k6z6s goérbébdl.

a fellletek alakja nem valtozott.

4.4.1 Az alkalmazott iranyblend

Ezzel

A tangencialis folytonossag biztositasara kétféle iranyblendtechnikat is Kiprobaltam,

mindkettdnél a peremfeltételek mellett egy kozponti Dg 5 irdnyblendkényszert is alkalmaztam.

A skalarfiiggvények a kovetkezok:

a(u) =1 —-way +uag

Bw) =1 —-w)ps+uPs,
ahol
at = Y(rlliA' DA'ru) af = y(r%BvDBr ru)
B4 = V(rnle'Tu: DA) B? = y(r},B, Tw DB) ’
ahol
y(u,v,w) = uxwl sgn((u xw) - (v xw)).

lv X w|

fgy visszakapjuk a kezd és végpontokban az eredeti keresztiranyu derivaltakat.
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4.4.2 Approximativ iranyblend

Approximalo esetben Dy 5 # D(0.5), azaz a kdzponti vektort csak approximaljuk. A

blend fliggvény, ami ezt biztositja:
D(u) = (1 —u)?Dy + 2u(1 —u)Dy5 + u?Dy, 4.16

mivel ekkor D(u)-ba behelyettesitve 0, 0.5 és 1 értékeket, a Dy, Dy 5, D1-hez rendelt stlyok a

kovetkezoképpen alakulnak:

u Dy Dys D,
0 1 0 0
0.5 1/4 1/2 1/4
1 0 0 1

Vegyik a D(u)a(u) szorzatot, helyettesitsiik bele a 4.11 és 4.24 egyenleteket, és az igy kapott

linearis kombinaciot irjuk at Berstein-alakra:

3
Da(w) = ) QFB} W)
i=0

4.17
Dwa() = (1 —u)dayDs + u(l —u)?>QRayDys + agDy) +

+u?(1 —w)(a Dg + 2agDys) + u agDg

A 2. és 3. tagot 3-mal leosztva és megszorozva megkapjuk a Berstein-alakot, és igy Q*-t.

204Dy + agDy
3

a,Dp + 2a5Dq 5

(1 —u)’ayDy + 3u(l —u)? 3

+ 3u?(1 —u)

+u’agDp 418

Hasonlé muveleteket elvégezve r,(u)B(u) szorzatra kapjuk Qf -ket. A 4.5 egyenlet alapjan

tehat a keresztiranya derivaltak:

Qo = aaDy + 3B(Cy — Cp) 4.19
aB ZaA 2 1
Q1 =5 Da+ 52 Dos + B2(C1 — Co) +261(C, — C) 4.20
ZaB ay 1 2 2 1
Q2 = 5" Dos + = Dp +5(a” — a)Dp +267(C; ~ €1) + 28" (C3 ~ C2) 421
Q3 = agDp +3B(C3 — C3) 422
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Az (j kontrollpontokat a hatargérbe-kontrollpontjainak % eltolasaval kapjuk, mivel az els6 hur

pont a derivalt harmada.
Ci1 =Cip+ 3 4.23

4.4.3 Interpolalé irdnyblend

Interpolélé esetben D5 = D(0.5), azaz a kozponti ertéknek meg kell egyezni a 0.5-

ben felvett irdnyblend értékkel. A blend fuggvény, ami ezt biztositja:
D(u) = Qu? —3u+1)Dgy + 4u(1 —u)Dy5 + Qu? —u)Dy, 4.24

mivel ekkor D(u)-ban behelyettesitve 0, 0.5 és 1 értékeket, a Dy, Do 5, D1-hez rendelt
stlyok a kovtkezoképp alakulnak:

u Do =Dy Dys D, =Dg
0 1 0 0
0.5 0 1 0
1 0 0 1

Az interpolal6 esethez hasonlé szamitassal juthatunk a tangensekhez:

Qo = a'Dy + 3B4(C1 — Cp) 4.25
1 4 1
Q1= §(Ofs —ay)Dy + §“AD0.5 - “A§DB + Bp(€1 — Cp) + 2B4(C2 — Cy) 4.26
1 4 1
Q; = §aBDA + gaBDo.s + §(“A —ag)Dp + 2B5(Cy — C1) + f4(C3 — C3) 4.27
Q3 = ayDy + 3B5(C3 — C3) 4.28

4.4.4 Dualis struktira

A dudlis csticsokban, azaz ahol tébb patch talalkozik, automatikusan teljesil a G, azaz
érintdsik-folytonossag, ha siklapjai vannak a kontrollpoliédernek, mivel ekkor r,, r} és r2 is
a dudlis cstcshoz tartozo kontrollpoliéder-lapon van, azaz egy sikba esnek. Ha nem sik egy lap,

akkor a 3.3.2 fejezetben bemutatott legjobb sikra vetitéssel érhetjik el a G1-t.
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4.4.4.1 Negyoldalu lapok talalkozésa

Négyoldall lapok taladlkozasanal a 2.4.2 fejezet alapjan szamolt twist kontrollpontok
biztositani fogjak a C* folytonos kapcsolddast, mivel azok paronként azonos nagysaglak, és
egy egyenesre esnek a hatargérbe-kontrollponttal. igy a két patch keresztiranyu derivaltjai is

meg fognak egyezni a két patchnek.

4.4.4.2 Nem negyoldalu lapok talalkozésa

Nem négyoldalu lapok talalkozdsanal a keresztirany( derivaltak nem fognak egy

egyenesre esni, igy nem biztositott a C* folytonossag.

4.5. dbra Négyoldalu lapok taldlkozésa 4.6. &bra Nem négyoldalu lapok taldlkozésa

A folytonossag biztositasara interpolald és approximald iranyblendet is
megvalOsitottam. D, valasztasara természetesen adta magat a dualis gorbéhez tartozo
kontrollpoligon ¢l felezépontjanak és a kozponti kontrollhalonak a k szerinti lineéris
kombinacidjanak haromszorasaként. (Mintha az élre is esne egykontrollpont sor, aminek

derivaltja els6 hiirjanak haromszorosa.)

Dys=3(kF+(1—x)C.) 4.29

4.7. &bra D 5 valasztasa
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4.4.5 Topologiatarto struktura

Topologiatarto struktdra esetében Dy 5 egy természetes megvéalasztasa az élhez tartozo
segedlapka kozepétdl a segédlapka élfelez6jébe mutatdé vektor, melynek nagysaga a

lapkamélység szerint valtozik.

4.8. dbra D 5 valasztasa

A D, nagysagat lapkaktol fiuggetlendl is valtoztathatjuk, ezzel befolyasolva a

csatlakozd fellletek gorbuletét.
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5 Tesztrendszer

A leirt algoritmust a gyakorlatban is kiprébaltam, egy 3D testek megjelenitésre alkalmas
futtatd kornyezet[9] segitségével, C++-ban programozva. A keretrendszer gondoskodott a
kontrollpoliéderek beolvasasardl és megjelenitésérél, igy nekem elsésorban a fellletek
megalkotasat kellett elvégeznem.

A programban az OpenMesh[10] konyvtar segitségével készitek meshstruktirékat,
amelyek lehetéséget adnak a csucsok, élek, lapok kozotti valtozatos navigalasra iteratorok
segitségével. Sajat adatstrukturakat lehet rendelni a mesh adattagjaihoz, ami nagy segitségét
jelent a kontrollhal6 és egyéb szlikséges adatok letarolasaban és elérésében. A gorbehaldt, a
feltlet kontrollpontjait, az azok altal alkotott hal6t és a grafikus debug célt pontokat, vonalakat

(pl. koordinata-szintvonalak) OpenGL[11] metodusok segitségével rajzoltam Ki.

Patchenként készitettem el a feluleteket, majd 0sszefliztem Oket egyetlen feliiletté, hogy

lehessen rajta kiilonb6z6 gorbiiletmegjelenitd algoritmusokat futtatni.

5.1 Poliéderek beolvasasa

A program bemenete egy .obj file, amely egy 3 dimenzios kontrollpoliédert tartalmaz.
A file tartalmazza a csucspontok koordinataharmasait és a lapokat. Egy lap megadasahoz az
altala tartalmazott cstcsokat kell felsorolni, a csicsokra a sorszamukkal hivatkozunk, mely

sorszam a felsorolasi sorrenddel ekvivalens.

Az alabbi példa egy x-y sikban elhelyezked6é haromszoget ad.

v OO0 o
vi1oeo
velo

f123

5.1. &bra .obj file példa 5.2. &bra A példafile alapjan kapott haromszog*

Lehetoség van kézzel is megadni a kontrollpoliédereket, de magas csucspontszam
esetén ez bonyolulttd vélhat, mivel megfelelé sorrendben kell megadni az egyes lapok

csucspontjait — nemcsak egymashoz képest (koriljarasi irany), de a tobbi lapon betoltott
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sorrendjiknek is megfeleléen. Tobb 3D rajzoloprogram is tartalmaz importalasi lehetéséget

.0bj Kiterjesztésre, én a Blendert[12] és 3d Studio Maxot[13] hasznaltam bonyolultabb

poliederek megadasara.

5.2 Megjelenitési médok

A kontrollpoliédert leiro .obj fajlt tall6zd segitségével egyszertien kivalaszthatjuk a

fajlrendszerb6l. A keretrendszer az egyszerii mesh megjelenitése mellett billenty{iparancsok

segitségével lehetdséget ad a felillet drotvazanak (wireframe), éatlaggorblletének (mean

curvature), isophote vonalainak és szeletelésének (slicing) megjelenitésére.

A keretrendszert kiegészitettem problémaspecifikus megjelenitési lehetoségekkel.

Rdéviden felsorolva a lehetséges beéallitasok:

Kontrollpoliéder oldalainak és lapjainak megjelenitése/elrejtése.
Kontrollpoliéder-lapok atlatszosaganak allitasa.

Kontrollpontok és az azok alkotta hal6 megjelenitése/elrejtése.

Hatargorbek és -felulet megjelenitése/elrejtése.

Felllet atlatszosaganak allitasa.

Duélis struktura esetén indulotangensek nagysaganak allitasa.

Approximalé vagy interpolal6 iranyblend kozti valtés, illetve azok kikapcsolésa.
A feliiletet approximalo haromszoghalo stritése/ritkitasa.

Legjobb sikra vetités ki/bekapcsolasa.

Lapkamélység allitasa.

Topoldgiatarto struktdra esetén a kozépsé blendeérték nagysaganak allitasa.
Topoldgiatart6 struktira esetén a segédvonalak és lapkak megjelenitése/elrejtése.
Egyetlen patch, illetve az ahhoz tartozo fenti elemek megjelenitése.

A kontrollpoliéderbdl Doo—Sabin- vagy Catmull-Clark-felosztassal készult feltlet

megjelenitése.
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5 Sample 3D Framework

File Visualization Dock Windows

Controls [
Control polygon
Edges
[ Polygon
Alpha:

Bezier

[] control points
[] control net

Curves
Patches
Alpha: ]
Tangent:
[ slend: none
Resolution:
[] Topology

Fit plane

Division 4,00 %
Middle blend: 1,00 3
Test

Facets

Lines

[ one patch
Patch: 1 =

Subdivision
[] poo-Sabin
[ catmul-Clark

Tterations: 3 2

5.3. dbra Az elkészlilt program felhasznal6i feliilete

Ha nem poliédert toltlink be, hanem egy poligont, akkor azon megjelenithetjuk a
A;, s, hi szintvonalakat kiilonboz6 csucsokra és oldalakra.
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6 Teszteredmények

Kiilonboz6  poliéderhalokon teszteltem az algoritmust, és ezek kiilonbozo
megjelenitését is megnéztem. A GB patch esetén a haromszdghalo-felosztas finomitasaval,
rekurziv felosztdsoknal az iteracioszdm ndvelésével, illetve a kontrollpoliéder lapszdmanak

novelésével a program szdmitasigénye értelemszertien nd.

6.1 Egyszeri modellek

El6szor egyszeri modellekkel (kevés lap) teszteltem a programot, ezek esetében
szemmel is konnyen &t lehet tekinteni és ellenérizni a kiilonb6z6é strukturakat és

segedstruktdrakat.

6.2. &bra Topoldgiatarto felllet és

6.1. &bra Dualis fellilet és kontrollponthél6 kontrollponthalé

o //\-
/\\
4
ﬂ' \_{/
6.3. &bra Dualis felulet és gorbehald 6.4. dbra Topologiatarto feltlet és gérbehdald
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6.1.1 Konkav lapok felosztasa

Mivel mindkeét algoritmus csak konvex lapokkal tud dolgozni, ezért a konkav lapokat
fel kell osztani. Ezt a felosztést tobbféleképpen is meg lehet tenni, és a kapott fellletek eltéréek
lesznek. A alabbi &brakon az oldalsé L alakl lapkat el6szor 2 trapézra osztottam (6.5. abra és

6.6. abra), majd 3 téglalapra (6.7. abra és 6.8. abra).

6.6. abra Topoldgiatart6 2 konvex lapra bontés

6.5. abra Duélis 2 konvex lapra bontas esetén )
esetén

6.8. &bra Topoldgiatart6 3 konvex lapra bontés

6.7. &bra Dualis 3 konvex lapra bontés esetén )
esetén
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6.9. abra Dualis 2 konvex lapra bontas esetén 6.10. abra Topologiatart6 2 konvex lapra bontas
esetén

6.11. &bra Duélis 3 konvex lapra bontas esetén 6.12. dbra Topologiatart6 3 konvex lapra bontéas
esetén
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6.1.2 Kontrollpoliéder modositasa

Kihlzésokat végeztem a kontrollpoliéder lapjain, amelyek egyre kisebb lapokban

végzddnek, igy lett a kapott feliilet is egyre hegyesebb lett.

6.13. abra Kismértékii lapkihizas (dualis) 6.14. dbra Kismértékii lapkihiizas (topologiatarto)

6.15. &bra Nagymeértékii lapkihizas (dualis) 6.16. &bra Nagymértékii lapkihazas
(topoldgiatartd)

A kontrollpoliéder éleinek és csucsainak lekerekitésével a feliilet egyre jobban

megprobalja megkdzeliteni az Gjonnan keletkezett, kisebb lapokat.
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6.17. abra Ellekerekités egyre csokkené lapmérettel (dudlis)

000U

6.18. 4bra Ellekerekités egyre csokkend lapmérettel (topoldgiatarto)

6.19. bra Csucs- és éllekerekités atlaggodrbilet megjelenitéssel (duélis)

6.20. abra Csucs- és éllekerekités abrazolasa szeleteléssel (dudlis)
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6.2 Parameétervaltoztatas

Dualis esetben lehetdség van a kezdé tangens valtoztatasara, ezaltal a

gorbetelitettségének valtoztatasara, mig topoldgiatarto esetben a lapkamélység valtoztatasara.

6.21. abra Nagy indulé tangens (dualis) 6.22. dbra Kis induld tangens (dualis)

6.23. &bra Nagy lapkamélység (topolégiatarto) 6.24. 4bra Kis lapkamélység (topoldgiatartd)

|

—

6.25. 4bra Egyre novekvé lapkamélység (topoldgiatarto)

49



6.3 Iranyblend

Az atlaggorbulet-térképen megfigyelheték a gorbilet hirtelen valtozasai. A 6.26. abraés
akon az irdnyblend nelkuli feltileteken kirajzoldédnak a patchhatarok: sargaval a dualis esetben,
kékkel a topoldgiatart6 esetben. A tovabbi képeken latszik, ahogy az interpolalé (6.28. abra és
6.29. abra) illetve approximal6 iranyblend (6.30. abra és 6.31. abra) alkalmazasa eltiinteti az

éles hatarokat.

6.26. abra Attlaggdrbiilet iranyblend nélkiil 6.27. 4bra Attlaggérbulet iranyblend nélkil
(dualis) (topolégiatarto)

6.28. abra Attlaggorbiilet interpolalo 6.29. dbra Attlaggorbilet interpolalo
iranyblenddel (dualis) iranyblenddel (topologiatarto)
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6.30. abra Attlaggorbiilet approximald 6.31. dbra Attlaggorbilet approximalé
irdnyblenddel (dudlis) irdnyblenddel (topoldgiatartd)
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6.4 Osszehasonlitas rekurziv felosztassal késziilt modellekkel

Ugyanazon kontrollpoliéderre mas végsé feliiletet kapunk kiilonbozé feliiletgenerald
technikdk esetén. A Doo-Sabin és a GB patcheken alapulé technika a fellleteket G?!
folytonosaggal kapcsolja 6ssze, szemben a Catmull-Clarkkal, mely G2 folytonosséagot biztosit.
A GB patchek G2 6sszekapcsolodasa jovébeli kutatasi-fejlesztési feladat. Megfigyelhetjik a
hasonlosagot a dudlis és a Doo—Sabin-, illetve a topologiatarto eés a Catmull-Clark-maodszerrel

kapott fellleteknél.

6.32. 4bra Dudlis 6.33. &bra Topoldgiatartd

6.34. 4bra Doo-Sabin 6.35. 4bra Catmull-Clark
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6.5 Miivészi modellek

Végezetil pedig bemutatok péar komplexebb kontrollpoliédert, amelyek érdekes
szabadformdju objektumokat definialnak. Az alabbi &bran az lathat, hogy a GB patch
er6sebben lekerekiti a kontrollpoliéder alapbdl éles részeit (rdka fiile), mig a CGB ezeket

jobban megbérzi.

6.36. abra Csucsok lekerekitése (dualis) 6.37. dbra Csulcsossag megérzése (topoldgiatarto)

6.38. 4bra Réka kontrollpolieder

6.39. 4bra Dudlis 6.40. 4bra Topoldgiatartd
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6.41. abra Hajé kontrollpoliéder

6.43. dbra Topologiatarto

6.42. dbra Duélis
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7 Osszefoglalas és tovabbi tervek

Szabadformaju testek kontrollpoliéderes tervezését vizsgaltam. A kontrollpoliéderbdl a
feluletelemek struktarajanak eldallitasara két lehetséges algoritmust adtam meg: egy duélis
strukturat és egy topologiatartot. A feluletelemeket n-oldalt altalnositott GB patchekkel
reprezentadltam. Mindkét esetben vizsgaltam a fellletelemek kozotti tangencialis

folytonossagot, melyet irdnyblend technikaval biztositottam.

Tovabbi terveim kozott szerepel, hogy konkav lapokat és lyukakat tartalmazo
kontrollpoliédereket felosztds nélkul kezelni tudjak; ezekhez konkdv domének
meghatéarozaséra és harmonikus koordindtak hasznalatara lesz sziikség. Tovabbi vizsgalatra
szorul a kiilonb6z6é struktirak magasabb szintii folytonossaga, illetve a kiilonboz6 szabad

paraméterek optimalis beallitasa.
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