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1. Bevezetés

A dolgozatomban egy elméleti eredményt (ltettem &t a gyakorlatba, azaltal, hogy
implementéaltam egy algoritmust, amely konvex testek topologiai 6sét hatarozza meg. Az 6s
meghatarozashoz felhasznalom, hogy egy konvex testet elsédleges egyensulyi osztalyba
sorolhatunk ugy, hogy egy (S, U) szampart rendeliink hozza, melynek elso tagja a test stabil,
a masodik a test instabil egyensualyi pontjainak szama [1]. Példaul egy kocké&nak hat stabil és
nyolc instabil pontja van, ezért a kocka elsédleges egyenstlyi osztilya (6, 8). Ezen belll
figyelembe vessziik az egyensulyi pontok topologidjat is, amit a fellilet Morse—Smale-gréafja
hataroz meg. Ily modon a test masodlagos egyensulyi osztalyat egy graf hatarozza meg [2]. A
graf csicshalmazat a test egyensulyi pontjai (stabil, instabil és nyeregpontok) alkotjak. Az
éleket az egyensulyi pontok kézotti bizonyos palyak alapjan hizzuk be.

Az algoritmust Kolumbusz Kristof tiszteletére nevezték el. Aki a legenda szerint egy
vacsoran, amit a tiszteletére rendeztek, megkérdezte a résztvevoktol, hogy képesek-e egy
tojast a cslcsan megéllitani. Miutan tobben is probalkoztak, sikertelenll, arra a
kdvetkeztetésre jutottak, hogy ez nem lehetséges. Kolumbusz viszont elhelyezte a tojast az
asztalon, oly médon, hogy a cstcsanal megtorte, deformalta kicsit a tojas héjat, ugy, hogy a
kialakult sikon mar megallt a tojas. A bemutatdt kovetéen Kolumbusz kijelentette, hogy ez a
vilag legegyszerlibb dolga, barki képes utdna csinalni, miutdn megmutatta, hogyan kell.

Kolumbusz-algoritmus Iépései ismert geometriai transzformaciok, amelyek gy médositanak
egy testet, hogy a konvex test stabil egyensulyi pontjainak vagy instabil egyensulyi
pontjainak szamat novelik eggyel, egy egyensulyi pont lokalis kdrnyezetének modositasaval
[1]. E transzformé&ciok elméleti jelentdséggel birnak, segitségiikkel bizonyithatd, barmilyen
(S, U) elsédleges osztalybeli konvex test geometridja létrehozhaté ilyen Iépések sorozataval a
Gombocbol kiindulva, amely az (1, 1) els6dleges osztalyba tartozik. Ha a Gombocbol
eléallithatd minden elsddleges osztaly, vajon minden lehetséges méasodlagos osztaly is? Nem,
vannak olyan masodlagos osztalyok, amelyek, sem a GOmbocb6l, sem mas testbdl nem
allithatok el6. Ezek a topologiai 6sok, roviden 6sok. A Gombocon Kivil vannak mas
kitlintetett 6sok is. llyen 6s pl. a tetraéder.

Ebben a dolgozatban a Kolumbusz-algoritmussal elért elméleti eredményeket Ultettem at a
gyakorlatba és vizsgaltam meg errdl az oldalr6l, mint az elméleti eredmény kisérleti
alkalmazasa.

Az algoritmus megvaldsitott implementacioja komplexitasat tekintve a Iépésszam a bemenet
négyzetével aranyos, viszont a feladathoz megfelelébben valasztott adatszerkezet
felhasznalasaval sikerilt belatnom, hogy a feladat implementalasa megoldhato oly mddon,
hogy a lépésszam linearis legyen a bemenet fliggvényében.

Az algoritmust lefuttattam a Szilardsagtani és Tartoszerkezeti Tanszék munkatarsai altal 3D
scannerrel beolvasott 98 természetes kavics grafjain [3], valamint rendelkezesre allt az 6sszes
lehetséges graf S+U<=10 méretkorlatig, amelyekre szintén lefuttatva az algoritmust, az
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eredmény az volt, hogy a grafok tébb, mint 99,9 % -a egy topologiai st6l szarmaztathato, a
GOomboctdl. Egy masik 6s, amely tobbszor eléfordult az a mar emlitett egyik kitiintetett Os, a
tetraéder. Ez a masodik legkisebb csucsszamu lehetséges 6s. A futtatas soran 0sszesen tobb
mint 80 ezer grafra kellett meghataroznom az 6st.

A dolgozatom 2. és 3. fejezetében, az algoritmus megeértéséhez szilkseges fogalmakat és
hattér informaciokat ismertetem. A 4. fejezetben bemutatom a megvaldsitott implementacio
mikodését, meghatarozom a komplexitasat. Az 5. fejezetben bemutatom, hogyan lehet az
algoritmus 1épésszdméan csokkenteni, majd az utols6 fejezetben a tesztelés eredményeit irom
le.



2. Konvex test egyensulyi osztalyozasa

Ebben a fejezetben konvex testek osztalyozasahoz sziikséges fogalmakat és hattér
informaciokat irom le. Az osztalyozas ismertetését elészor az elsédleges, majd a masodlagos
osztaly ismertetésével

2.1.Konvex test egyensulyi pontjainak meghatarozasa

A héaromdimenziés, homogén, konvex testek egyensulyi pontjaik segitsegével egy
természetes osztalyozasi rendszert vezethetink be. Az osztalyozast tovabb bdévithetjiik,
azaltal, hogy ezen, elsddleges osztalyozason beliil, masodlagos osztalyokba soroljuk. Ezeket
az osztalyokat a test geometriai tulajdonsagai hatarozzdk meg. Az els6dleges osztalyt a test
egyensulyi (stabil és instabil) pontjaik szama alapjan hatarozhatjuk meg, mig a masodlagos
osztalyokat a test Morse-Smale-gréafja definialja [4].

Az elsédleges 0sztalyozas ismertetéshez vegylk, az R(6, ¢) magassagfuggvényt, amely
megmondja minden irany esetén, hogy a test felszine milyen messze van a test
tdmegkozéppontjatol. Az elsddleges 0sztadlyozédshoz tovabba szikséglink van ezen
magassagfiiggvény gradiensére, amely megadja a minden irany esetében a
magassagfiiggvény legnagyobb meredekségének iranyat és nagysagat. A gradiens mez6
zérushelyei hatarozzék meg az egyensulyi pontokat. Ennek generikus, konvex esetben harom
tipusa fordulhat el6. A minimumhelyeken lesznek a test stabil egyensulyi pontjai, a
maximumbhelyeken a test egyensulyi instabil pontja, valamint a harmadik el6fordulé tipus a
nyeregpont. A nyeregpontok olyan pontok a gradiens mezdn, amelyet egyik irdnybol
kozelitve lokalis minimumot kapunk, viszont egy arra merdleges iranyb0l kozelitve lokalis
maximumot. Példaul az 1. abran lathato az ellipszoid, jeldlve rajta az egyik stabil egyensulyi
pontjat, az egyik instabil egyensulyi pontjat, illetve egyik nyeregpontjat. Az abran S-sel van
jel6lve a stabil egyensulyi pont, U-val az instabil egyensulyi pont és H-val a nyeregpont. A
stabil egyensulyi pontok szamat jel6lje S, az instabilakét U, a nyeregpontokét H. Ekkor a
Poincaré-Hopf tétel [1] értelmeben, mivel haromdimenzids testekrél van szo, |S|+
|U|-|H| = 2. igy az (S, U) szamparossal egyértelmiien azonosithatjuk az egyensulyi pontok
szdmat, tehat ez a szdmpar egy elsédleges egyensulyi osztalyt hatdroz meg.



H

1. dbra Ellipszoid felulete

Ismert, hogy minden pozitiv egész (S, U) szamparhoz létezik legaldbb egy olyan test,
melynek S stabil és U instabil egyensalyi pontja van, széval nincs tres (S, U) osztaly [1].
Ennek az allitasnak a helyességnek szemléltetése két 1épésbdl all. Tudjuk, hogy létezik test az
(1, 1) osztalyban. Ezt bizonyitja a GOmboc létezése, amelynek egyetlen stabil és egy instabil
pontja van. Az allitas masodik részének belatdsdhoz sziikséges olyan geometriai
transzformacio, amely béarmely testet lokalis kdrnyezetében modositja, igy egy (S, U)
osztalyl testbdl egy (S+1, U) vagy egy (S, U+l) osztalya testet hoz létre. Ilyen
transzforméaciora példa a Kolumbusz transzformacié.

2.2.Egyensulyi pontok alapjan graf elkészitése

Az egyensulyi pontok szdma sziikséges volt ahhoz, hogy egy konvex testet elsddleges
osztalyba soroljunk, viszont egy osztalyon belil nagyszamu kiilonb6z6 elrendezésii test
talalhatd. Ezeket a testeket a masodlagos osztalyozés segitsegével kilonboztetjik meg
egymastol, mégpedig ugy, hogy a testeket grafokként reprezentdljuk az R(6, o)
magassagfuggveny altal definidlt Morse-Smale-komplex alapjan [4]. A graf csucsait a mar
definialt egyensulyi pontok adjak, mig az élei meghatarozasahoz sziikséges a gradiens-mez6
bizonyos palyait tekinteni. Egy palyan egy olyan Utvonalat értiink, amelynek mindentt
érintdje a gradiens. Azok az izolalt palydk, amelyek egyik végén nyeregpont talalhatd és
masik végén egy stabil egyensulyi pont vagy egy instabil egyensulyi pont van, azok jol
definialtak. A masodlagos osztalyok definialasahoz ezeket az izolalt palyakat vesszik
figyelembe. A 2. &bran lathatd a gradiens mez6 a feliileten, illetve a 3. abran lathato a
gradiens mez0 a sikban.



0 /4 w2 3n/4 T

3. abra Magassagfiiggvény gradiendmezéje a sikon (forras [2])

A masodlagos osztalyozaskor egy grafként reprezentaljuk a testet, amely grafnak az csucsai,
a test egyensulyi pontjai és élei a bizonyos izolalt palydk a gradiens-mezén. Az igy kapott
graf tulajdonsagai az alabbiak.

o A graf 6sszefliggo.
e Csucsai harom szinosztalyba sorolhat6ak, mivel azonos tipust egyensulyi pontok
kdzott nem vezet a gradiens-mezén palya, igy a kapott grafon sem vezet azonos tipusi
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egyensulyi pontok kdzott él. Rajzban a stabil, instabil és nyeregpontokat rendre piros,
kék és fehér szinnel jelolom, és nem lesz két azonos szinii pontot 6sszeko6to €l.

e A nyeregpontok mindig negyedfokuak, azaz a nyeregpontokra illeszked6 élek szama
minden esetben négy. A szomszédos csucsok egyenléen oszlanak el stabil és instabil
pontok kozott, tehat két stabil és két instabil pont alkotja a szomszedjait. Korbejarva a
nyeregpont szomszédjait, a stabil egyensulyi pontok és az instabil egyensulyi pontok
valtakozva fordulnak eld, tehat nem lehet olyan eset, hogy a pl. két stabil pont egymas
mellett van. Egy helyes lehetoséget vazol a 4. abra.

El6fordulhat, hogy valamelyik ponthoz kettd €l is vezet,
azonban a nyeregpont fokszama nem lehet négytdl eltéro,
tehat ilyen esetben, csak harom ponttal van 6sszekotve.

e A Kkapott graf sikgraf. Mivel a gradiens mezon az izolalt
palydk nem metszik egymast, igy a sikgraf esetében sem

fordulhat eld, hogy valamelyik két él metszi egymast. 4. 4bra Stabil és instabil pontok
o A graf négyszogelt. Egy sikgraf a sikot tartoméanyokra lehetseges elrendezese

osztja. A négyszogeltség annyit jelent, hogy minden

tartomanyt négy él hatarol, beleértve a kiils6, végtelen tartomanyt is. Tovabba minden

tartomanyra igaz, hogy valamelyik koruljarasi irany szerint megytnk sorba a pontok

akkor nyeregpont, stabil pont, nyeregpont, instabil pont sorrendet talalunk.

Gyakorlati okok miatt, a négyszogelt grafbol néhany Uj él behuzasaval egy haromszogelt
grafot készitunk. Ez a haromszdgelt graf nem tartalmaz tobb informaciot, mint a négyszdgelt
graf, viszont a topoldgiai Os keresésekor megkonnyiti a helyzetet. A haromszdgeltség
fogalma hasonl6 a négyszogeltséghez, csak a tartomanyokat négy él helyett, harom él
hatarolja. Az Uj éleket a stabil egyensulyi és az instabil egyensulyi pontok kézé huzzuk be.
Ennek menete a kovetkezd. Vessziik a sikgraf Osszes tartomanyat, €s minden tartomany
esetén 6sszekotjuk a stabil egyensulyi pontot az instabil egyensulyi ponttal, igy a négyszog
tartomanybdl kaptunk két haromszog tartomanyt. Az 4. abra bal oldalan lathatd az eredeti
négyszogelt esetet. A jobb oldalt mar a haromszdgelt eset lathato.

® O

O

O O O

5. abra A graf haromszdgeltségitése

A fenti tulajdonsagokbol mar automatikusan kdvetkezik a Poincaré-Hopf tétel altal kimondott
|S| + |U| — |H| = 2 6sszefliggést. Ezek a tulajdonsagok fontos elemei a megvalositasnak.
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Ahhoz, hogy az 0Osszefiiggés helyességét ellendrizziik sziikséglink van az Euler-formulara,
amely osszefiiggd, sikgrafok esetén kimondja, hogy n — e + t = 2 6sszefliggés igaz, ahol n a
graf cslcsainak szamat, e a graf éleinek szamat, t pedig a graf tartoményainak szdmat
(beleértve a kiilsé végtelen tartomanyt is) jelenti [5]. Az ellenbrzést négyszogelt grafok
esetén végzem el. Tudjuk, hogy minden él a grafban pontosan egy nyeregponthoz
kapcsolodik. Mivel minden nyeregpontnak negy a fokszdma és a nyeregpontok szdma |H|,
ezert e = 4 = |H|. Tovabba minden tartomanyt négy él hatarol és minden él két tartomany
hatara ezért 4t = 2+xe = 2% 4% |H| =8« |H|, tehat t = 2 = |H|. Most ha felirjuk az
Euler formulat, akkor a kovetkezé egyenletet kapjuk: n—4 = |H|+ 2 % |H| = 2, amit
atrendezve n =2 = |H| + 2 —re jutunk. Felhasznalva, hogy |S|+ |U| + |H| = n, kapjuk,
hogy |S| + |[U| + |H| = 2 = |H| + 2, amib6l mar latszik az 6sszefliggés helyessége.



3. A Kolumbusz algoritmus

A Kolumbusz-algoritmus jelentsége, az a fontos elméleti eredmény, hogy Gombocbol
kiindulva barmely elsédleges osztalyhoz konstrualhatunk geometriat.

3.1.Az algoritmus miikodése

Az algoritmus Ugy miikodik, hogy a testet egy stabil egyensulyi pont vagy egy instabil
egyensulyi pont lokalis kérnyezetében deformalja, és igy egy egyensulyi pont mellett egy Uj
instabil egyensulyi pont és nyeregpont vagy egy stabil egyensalyi pont és egy nyeregpont
keletkezik. Belathaté hogy ez mindig megvalosithatd (barmelyik konvex testhez vehetiink fel
ilyen modon Gjabb pontokat), viszont a Iépést visszafelé mar nem minden esetben tudjuk
elvégezni. Ez Kkituntetett testek esetében fordul eld. Ezek a topologia 6s6k. Ezt a
tulajdonsagot késébb felhaszndlom a megvalositdsndl, mivel ilyen esetben kell az
algoritmusnak leéllnia. Egy ponton biztosan teljesiilni fog, mivel a Gémbdc osztalyanal
tovabb nem mehetiink visszafelé.

Az aldbbi két dbran lathatd, hogy a transzformécid, hogy mddositja a felliletet.

U, U, 1,

6.2 &bra Két egyensulyi pont jelenik meg a feluleten (forras [2])

6.1. dbra Felszin levagasa sikkal (forras [2])

3.2.A redukcio jelentése grafokra nézve

A Kolumbusz-algoritmust azonban nem csak a geometrian, hanem a grafon (méasodlagos
egyensulyi osztalyon) is ertelmezzik. A topologiai 6s6k a grafok esetében azok, amelyek
nem allithatoak elé Kolumbusz-algoritmus segitsegével egy masik grafbol. Az eljaréds soran
ilyen topoldgiai 6soket kerestem, amelyeken a fentebbi Iépéseket mar nem lehet visszafele
elvégezni. A lépést elvégezve a graf csicsainak szdma novekszik, ezt nevezzilk expanzionak.
Az inverzét, amikor csokkentjik a pontok szdmat pedig redukciénak (ahogy szokas [6]).

A grafokon elvégezhetd 1épések a GOmbdc esetét kivéve, minden mas graf esetén
megegyezik. Mivel az algoritmus csak egy pont lokalis kornyezetében deformalja a testet,



ezért a grafon is egy 1épés vizsgalatahoz elegendé egy pont és annak lokalis kdrnyezetének
vizsgalata, mert a tébbi nem valtozik.

Elészor ismertetem, hogy a GOmbdc esetében, milyen lehetséges expanziok lehetségesek,
majd ezt kdvetden a tobbi grafra, altalanosan. A Gomboc esete azért kivételes, mert a grafja
minddssze kettd csucsbol all, ebbdl kovetkezéleg nem tartalmaz nyeregpontot, valamint a
Gomboc grafja nem haromszogelt (vagy ha a stabil és instabil pontok kozotti éleket nem
tekintjuk, akkor nem négyszogelt). A 7. abra a Gomboc elvégezhetd kétféle lehetséges
expanzidt mutatja be.

AV

7. 4bra A GOmbdcon végrehajthatd lehetséges expanzidk

A tobbi esetben nem kell a teljes grafot figyelniink, elegendé legfeljebb hat érintett csdcsot
figyelembe venni. Ezek az alabbi abra szerint valtoznak egy expanzidk esetén. Az expanziot
minden esetben végre lehet hajtani. Kétféle lehetséges expanzid létezik, viszont a stabil és
instabil pontok felcserélésével hasonlé expanziot kapunk, ezért az abran 6sszesen négy esetet
vazolok fel. A 8. dbra mutatja az expanziokat, amikor Uj stabil pont keletkezik és a 9. &bra
mutatja azokat, amikor Uj instabil pont keletkezik. Az abra csak azokat a pontokat jelzi a
grafon, amelyek szerepet jatszanak az expanzidban. Az &brazolt grafon belll tébb él nem
futhat, viszont kiviilrdl a pontokhoz kapcsolodhatnak meég élek.

L8 LA

8. &bra Stabil egyensulyi jelenik meg

A8 N4\

9. abra Instabil egyensulyi jelenik meg



Lathato, hogy a C, expanzio esetén egy masod foku csucs keletkezett, a C; expanzid esetén
pedig egy negyedfokd, tehat a redukcid elvégzesenek szukséges feltétele, hogy a graf
tartalmazzon legalabb egyet a kett6 kozil. Belathatd, hogy ez a feltétel elégséges is [2].

A GOmbdc utani legkisebb fokszdmu topologiai 6s a tetraéder. Ennek a grafjanak tizennégy
cstcsa van és minden stabil és instabil pontjanak fokszama hat, ebbdl kovetkezik, hogy nem
hajthatd rajta végre Kolumbusz redukci6. A tetraéder egy minimalpoliéder, ami egy olyan
poliéder, amely minden lapja tartalmaz egy stabil egyensulyi pontot és minden cslcsa egy
instabil egyensulyi pont. Altalanosan minden minimalpoliéderre igaz, hogy nem hajthato
rajtuk vegre Kolumbusz-redukcio, tehat 6sok. Ennek a bizonyitasa elég egyszer(, csupan azt
kell l&tni, hogy minden lapjara (stabil pont) illeszkedik minimum harom-harom cstcs és él,
valamint minden csudcsra (instabil pont) illeszkedik legalabb harom-harom lap és él, igy
ennek a testnek a grafjan, minden S és U pontjanak fokszama minimum hat. A 10. abran
lathaté a tetraéder grafja. Lathatd, hogy minden stabil és instabil pontjanak fokszama hat.

11. abra A tetraéder egyensuUlyi grafja a feliletén

10. dbra A tetraéder grafja a sikon (forras [2])
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4. Az implementacio miikodése

A Kolumbusz-algoritmus megadja, hogy a redukcio egyes lépési mit foglalnak magukba,
viszont azt, hogy az algoritmus implementdlasa soran, hogyan jarjak el és milyen
adatszerkezeteket hasznaljak, nekem kellett eldonteni. Ebben a fejezetben ismertetem az
vélasztott adatszerkezetek és a redukcio implementéalasnak Iépéseit.

4.1.A megvalositas lépései

A feladatom az volt, hogy adott konvex testek grafja esetén hatarozzam meg a topoldgiai
6seiket. Ennek elvégzéséhez adott volt szdmomra 98 darab a Szilardsagtani és
Tartoszerkezeti Tanszék munkatarsai altal 3D szkennerrel beolvasott természetes kavics
grafja. Ezeknek a grafoknak a szomszédossagi matrixai [5] vannak megadva és a korabban
mar emlitett négyszogelt gréfot irtak le, tehdt csak a nyeregpontok szomszédjai voltak
adottak.

A 11. abran egy természetes kavics 3D szkenner beolvasott szomszédossagi matrixa lathato.
A bemenet tartalmazza a csucsok térbeli koordinatait is. A bemenetben a sorok jelentik a
nyeregpontokat. Az oszlopok a stabil illetve instabil egyensulyi pontokat. Egy nyeregpont és
egy stabil vagy instabil egyensuilyi pont kozott akkor fut él, ha a szomszédossagi matrixban,
az adott sor és oszlop altal meghatarozott cellaban, zérustol kiilonb6z6 érték van. Ha ez az
érték pozitiv akkor a nyeregpont egy stabil egyensulyi ponttal van 6sszekoétve, ha negativ
akkor egy instabil egyensulyi ponttal.

* * X: -0.126099 0.129267 -9.66829 9.79159

* * y: 0.317409 -0.0741957 0.502603 -1.07662

X y z 2.96359 -2.75857 -0.372219 0.30037
-0.711213 -6.3559 0.00272804 | 0.47805907 0.5132587 -0.46427493 | -0.4867413
0.406614 6.55867 -0.416934 0.50502295 0.54022258 | -0.43731105 | -0.45977742

12. dbra Példa bemenet

Els6 1épésként a beolvasassal egyiitt be kellett htiznom az éleket a stabil és instabil pontok
kozé, mivel ezek nem voltak megadva. Ezekez az éleket kilon matrixban taroltam, igy
elkilonultek a megadott adatoktol és egyszeriibb volt a kezelésiik is. Ehhez szikséges volt
megtalalnom minden négyszdget és azokba behlzni a megfeleld éleket, hogy haromszogelt
legyen a graf. Ennek megvaldsitasa soran megkerestem, minden nyeregpont esetében, hogy
melyik két stabil és melyik két instabil ponttal van Osszekotve és ezt kovetden, minden
lehetséges modon élet huztam a megtalalt csicsok kozé, arra ligyelve, hogy azonos tipusu
csucsokat ne kdssek 0ssze. Viszont minden tartomanyban kettd nyeregpont talalhato, tehat
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minden Ujabb élet pontosan kétszer talaltam meg, ezért a fliggvény végeén le kellett osztanom
a szomszédossagi matrix 0sszes elemét kettével. Ezt kovetéen megvolt minden adatom,
ahhoz hogy elkezdjem a topoldgiai 6s keresését.

A kereséshez a Kolumbusz-redukcidkat hasznaltam, igy 1épésenként kettovel csokkentettem a
cstcsok szamat. Tudjuk, hogy a redukcié megvaldsitasanak sziikséges es elégseges feltétele,
hogy a grafban legyen egy mésodfokd pont vagy egy negyedfokd, ami nem nyeregpont.
Amig ez a feltétel fenndll, addig biztos, hogy a grafon lehet még tovabbi redukciot elvégezni,
azonban, ha nem talalok ilyet, akkor szintén biztos, hogy megtaldltam a keresett topoldgiai
Ost.

Az elméletet kdvetve, minden ciklusban kerestem egy ilyen cstcsot. A keresés gyorsitasara
érdekében a beolvasast kovetéen megszamoltam minden csucs fokszamat és eltaroltam egy
tdmbben, igy a két matrix helyett, csak egy tdmb elemein kell végigmennem egy megfeleld
fokszamu cstics megtaldlasahoz. Majd minden redukciot kovetden frissitem a tombot és
mivel egy redukcio legfeljebb négy nem nyeregpontot érint. Ezért a témbon is legfeljebb
négy elemet kell frissiteni redukcionként. Ha megvan mar a redukcio kulcspontja (a
masodfokd vagy negyedfokd pont, amit kerestem) akkor meg kellett talalni, a tobbi, a
redukcidt érint6 pontot. Itt is élek a feltételezéssel, hogy a megtalalt pont stabil, ami magat a
redukcidé Iépéseit nem befolyasolja, viszont megkonnyiti a leirasat. A csucsok az alébbi
maodon lettek elnevezve.

s2 H1
H1
/ 1
s1
H2
G C
— H2 4

u Ul S2 U2

13. dbra A csucsok elnevezése

Ennek a két esete:

e Az elsé6 eset, ha negyedfokl pontot talalok. Ebben az esetben 6sszesen hat pontot érint
a 1épés, amibdl 6t pont mar meg is van (S1 és a négy szomszédja). A hatodik pont
megtalalasdhoz csupan a szomszédossagi matrixban kell megkeresnem azt a pontot,
amelyik illeszkedik az abran lathatd mintara, tehat szomszédos H2-vel valamint U1-
gyel és U2-vel. Ezt kovetben a redukcid altal meghatarozott éleket torolném kell a
szomszédossagi matrixbol, valamint a fokszamokat tarold tombbdl és csokkenteni a
fokszamokat a meghatarozott értékekkel. Az utolso 1épés egy Uj él felvétele H1 és S2
kozott.

e Ha mésodfoku pontot talalok, akkor a kovetkezéképpen jarok el. El6szor megnézem
S1 szomszédjait, amelyek szintén szlikségesek a redukciohoz. Mivel a redukcioban 6t
csucs vesz részt, igy még két masikat kell megtalalnom. Azonban H2-t val6jaban nem
is kell megtalalnom, mivel S2-vel és U-val 6ssze van kotve, ezért a graf
haromszdgeltsége miatt 1éteznie kell egy nyeregpontnak, amelyik dssze van kétve S2-
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vel és U-val. Rdadasul H2-nek nem véltoztatjuk sem a fokszdmét, sem pedig a
szomszédjait. S2 meghatarozasa sem jelent gondot, hiszen minddssze a H1-gyel
Osszekotott masik stabil pontot kell megkeresni a szomszédossagi matrixban.

A keresés fociklusaban ez a két eset valtogatja egymast. A ledllasnak két feltétele lehetséges.
Az els6, ha mar nincs sem negyedfoku sem masodfoku pont. Ilyenkor egy olyan topoldgiai
6st talaltam, amelyik nem a Gombdc. Eléfordulhat, hogy talalok a még masodfok( csicsot a
grafban, viszont ekkor mar az altalanos médon mégsem lesz redukalhat6 a graf, hanem egy
specialis esettel kerlilok szembe. A redukcié kovetkezé eredménye mar a GOmbdc lenne és
mivel a Gémbdcnek nincs nyeregpontja, ezért az expanzid is specialis, ebbdl kovetkezd, hogy
a Gombadcre redukalas is specialis modon torténik. Viszont ezt az utolsé Iépést mar nem is
kell elvégzem, hiszen ilyen helyzetben csak a GOmbdoc lehet a keresett topoldgiai 6s.

4.2.Az algoritmus lepésszama

A bemeneti f4jl a graf szomszédossagi matrixat tartalmazza. Jel6ljik a graf pontjainak szamat
n-nel. A matrix mérete (|S|+ |U]|) = |H|, tovabbd n = |S| + |U| + |H|, valamint tudjuk,
hogy |S| + |U| = |H| + 2. Ezekbél kovetkezik, hogy szomszédossagi graf mérete kozelitbleg

2
n:. A beolvasést kovetben elvégezett miiveletek:

e A stabil és instabil pontok szamanak meghatarozasa. A bemenetben nincs megadva a
konkrét szamok, a szomszédossagi matrix értékeinek eldjelébdl lehet kovetkeztetni az
értékére. Ehhez a szomszédossagi matrixban meg kell keresnem a leginkabb jobbra
1év6 pozitiv értéket és a leginkabb balra 1év6 negativ értéket. Ennek a lépésszama:
0(n?).

e A parhuzamos ¢élek felderitése. Eldfordul, hogy egy nyeregpont egy ponttal
kétszeresen is 0ssze van kotve. Ez a bemenetben Ggy van jelezve, hogy a
szomszédossagi matrix adott soraban csak harom (vagy ha csak ketté) nem nulla elem
van, és ezeket meg kell keresni a matrixban. Ehhez sziikséges a matrix elemein
végigmenni, igy a Iépésszama: 0 (n?).

e A stabil pontok és az instabil pontok kdzott futd élek meghatarozésa. Ez a bemenet
soran nincs megadva, nekem kell kiszdmolni. Ehhez minden nyeregponton végig kell
mennem és elvégezni a kordbban leirt eljarast (a sikgraf minden tartomanyaban a
stabil pont és az instabil pont kozé egy uj él behuzasat), ami, mivel minden
nyeregpontnak négy fokszama, konstans lépésben elvégezhetd, de a matrixot igy is be
kell jarni. Osszegezve ennek a lépésnek is a lépésszama: 0 (n?).

e A beolvasas befejezéséhez mar csak a fokszdm megszamolasa van hatra. Ehhez a két
szomszédossagi matrixot kell egyszer-egyszer végignézni (0(n?)). Tehat Gsszesen a
beolvasas Iépésszama 0(n?) + 0(n?) + 0(n?) + 0(n?) = 0(n?).

e Egy redukcio végrehajtdsdhoz szilkséges a fokszdmot tarol6 témbben egy maésod-
vagy negyedfokd cslcs Kkivalasztasa. A tomb mérete |S|+ |U|=0(mn). A
nyeregpontok kivalasztasahoz, az elébb meghatarozott pont adja meg, hogy a
szomszedossagi matrix mely sorét kell atvizsgélni. Ha nyeregpontok megvannak,
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akkor mar csak a szomszédjaikat kell Osszevetni a meglévd stabil pontunk
szomszédjaival, hogy megtalaljuk az 6sszes pontot. Ehhez elegend6 a szomszédossagi
matrix egy soran vagy oszlopan végigmenni. Igy egy redukcié Iépésszama O(n).
Legrosszabb esetben egy n ponta grafbol négy pontl lesz a végeredmeény és mivel
Iépésenként két csucsot vesziink el, ebben az esetben nT_‘L = 0(n). Igy 6sszesen a

redukcio lépésszama 0(n) * 0(n) = 0(n?).

Igy osszességében a megvalositas komplexitasa 0(n?). Felmeriil a kérdés, hogy vajon
lehetséges-e¢ ezt a komplexitast csOkkenteni. Kideriilt, hogy igen és a kovetkezd
fejezetben megmutatom, hogy hogyan.
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5. A megvaldsitas l1épésszamanak csokkentese

A transzformacio lépesei az algoritmussal egyitt adottak, viszont megvalositani
tobbféleképpen is lehetséges. Azonban a megoldasok eltéré hatékonysdggal futnak. Egyik
megoldas az, amit az ¢l6z6 fejezetben bemutattam. Abban a megoldasban minden redukcio
sordn a szomszédossagi matrixban kellett keresnem a transzformaciohoz szikséges
cstcsokat, ami minden esetben egy sor vagy oszlop végignézését foglalta magéaban. Felmerilt
a kérdés, hogy az algoritmus megvalésithato-e kevesebb l1épésszammal is?

5.1.Megfelel6 adatszerkezetek megvalasztasa

A Kolumbusz-algoritmusban altal megadott redukciok soran, az 0sszes esetben a graf
csticsainak szama kett6vel valtozik. Ez azt jelenti, hogy az elvégzett redukcidk szama a
bemeneti graf cstcsainak szamatdl fiigg. Igy a kérdés egy redukcié komplexitasanak
csokkentésére fokuszalom. Egy redukcidra viszont mar igaz, hogy lehetséges hatékonyabb
implementéciét késziteni az el6z6 fejezetben ismertettetnél. Ehhez megfelelébb
adatszerkezeteket kell valasztanom a graf tarolasara valamint kiegészit6ileg kell adatokat
tarolnom a keresések gyorsitasa érdekében.

Az el6z6 fejezetben kiszdmoltam a megvalodsitott eset hatékonysagat az egyes I€pésekre
kilon-kuldn. Egy redukciot nézve (mindkét esetben) a 1épésszamra az O (n) eredmény jott ki.
Ennek a javitdsara dolgoztam ki elméletben egy hatékonyabb megoldast, mas
adatszerkezeteket alkalmazva. Belattam, hogy egy redukcid elvégezhet konstans 1épésben is,
igy az 6s megtalalasanak komplexitasa mar nem négyzetes fliggvénye a bemenet méretének,
hanem linearis. Ehhez el6szor bemutatom a felhasznalt adatszerkezeteket és azt kovetden
beladtom, hogy ténylegesen konstans 1épésben véghezvihetd egy redukcio.

Tekintsiik at, hogy melyek azok a lépések, amiket konstans idében kell tudnunk elvégezni a
redukci6 tipusatol fliggden.

1) Eldszor nézziik egy negyedfoku csucs redukcidjanak esetét. Az elsé 1épés mindkét
esetben egy csucs kivalasztasa, amely koriil majd a redukcio Kivitelezve lesz. Ennek
mind a négy szomszédjat meg kell tudnunk talalni. Ezt kdvetéen mar csak egy pont
hianyzik, amit viszont megtalalhatunk az egyik nyeregpont szomszédjai kézott. A
hatralévo két 1épés a megadott két csucs torlése €s veliik egyiitt az Ossze hozzajuk
kapcsolddo él torlése, valamint egy Uj él beh(zasa.

2) Abban az esetben ha masodfokd cslcsot redukédlunk a helyzet eléggé hasonld.
Talalnunk kell egy méasodfoku pontot, amelyik lehet akarmelyik az 6sszes masodfoku
kozul. Vennunk kell a szomszédjait. Ezek kozo6tt van egy nyeregpont és egy stabil
vagy instabil pont, a talalt csucstol fiiggden. A nyeregpont szomszédjai kozil igy mar
csak egyet nem ismeriink, ami szintén sziikséges a redukciohoz.
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Az els6 1épés megvalositisdhoz megfeleld adatszerkezet két oda-vissza lancolt lista. Az
egyikben az 6sszes el6fordulé masodfoku, a masikban pedig a negyedfoku pontokat tarolom.
Ezeket a listdkat elneveztem maésodfoku listanak, valamint negyedfok( listanak.
Természetesen nyeregpontot nem tarolok, mivel egy nyeregpontbdl kiindulva nem lehetséges
redukcidt végrehajtani. Ha egy redukcidhoz sziikségem van egy 0j, mondjuk, egy masodfoku
csucsra akkor minddssze annyit kell tennem, hogy leveszem a méasodfoku lista elejérél az
elsé élet és a lista masodik elemét beéllitanom, mint a lista kezd6 eleme. Ez a 1épés fliggetlen
a bemeneti graf méretétél. A kovetkez6 1épés, hogy egy nyeregpont szomszédjait elérjem
konstans lépéssel. Ez megoldhatd, ha a grafot éllistas alakban tarolom. Mivel tudjuk, hogy
minden nyeregpontnak minden esetben a fokszama négy, igy a nyeregpont ismeretében négy
Iépéssel megvaldsithatd. gy a pontok megtalalasa végrehajthatd konstans 1épéssel.

Ezt kovetéen a torlést kell konstans idoben végrehajtanom. Ebben a 1épésben éleket is
toroIndm kell az éllistas adatszerkezetb6l. Ehhez nem elegendé tudnom, hogy melyik csucs
melyik élét akarom tordlni, de tudnom kell, hogy az adott él, hol helyezkedik el a listaban,
kilonben végig kellene mennem rajta, ami viszont mar nem lenne konstans lépésben
megoldhatd, hiszen a lista mérete fiigg a bemenet méretét6l. Ennek a megértéséhez
tekintstink az alabbi abrara.

Csies H1 :H]E!-‘S2 :l__r’H]E;I_\S]f__I:H|EI;=U f__l_’HIEI'f"U

Cstics H2 M o Ebz E HQE', U ﬂ’ El E El

Csies U " U EJS] {I: U =E-! 52 :_'_I: U:Iilsz :_'_I: U:EIHI :—l_l—’ U=EIH1 (_—I_I: U:EIHZ
Cstics S1 * s EL U ;l__I:SI EH]

Csties 52 > 52 EL U S Szilu E 52 ng £ S2 : H2

14. dbra Az éllista. A 13. dbra C, expanzidja alapjan készilt

Ezen az &bran az éllista talalhatd. Az abran a nyilak jelentése, hogy az adott élhez tarolunk
egy mutatét, a masik élre. A cslcsokat egy tombben tarolom, és minden cslcshoz
kapcsolodik egy elére és hatra lancolt lista az élek tarolasahoz. Mivel a csucsok szama
dinamikusan nem né a redukciok soran, ezért nem probléma, ha egy fix méretii tombdm van.
Az éllistdban minden élet kétféle iranyitassal tarolok, mivel mindkét hozza tartoz6 csudcs
esetén ismernem kell az adott élet. Ahhoz, hogy egy élet tordlni tudjak a grafbol, az éllistaban
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torolndm kell az él mindkét iranyitasat. Mivel csak az egyik csucs iranyabol ismerem csak az
élet, ezért az éleknek tudniuk kell, hogy az ellentettjik hol vagy, ezaltal nem kell keresni a
masik csucs listajaban. Itt nem csak azt tarolom, hogy az ellentett él melyik csucsbdl indul,
hanem azt is, hogy ez az ellentett él, kiinduld csucsanak listajan belil hol helyezkedik el.

Tovabba fontos, hogy az adatszerkezetbdl ki tudjam deriteni, hogy egy adott pont benne van-
e a masodfokd listaban vagy a negyedfoku listaban és, ha igen akkor pontosan hol van.

A fentebb leirt adatszerkezetet a kdvetkez6 struktarakkal valosithatok meg C nyelven:

struct VERTEX {

INTEGER idx; // A csucs sorszama

EDGE edge; // Az egyik él, a lista eleje

TYPE type; // A csucs tipusa

INTEGER degree; // A csucs fokszama

VERTEX vertex4; // A csucs helye a negyedfoku listaban

VERTEX vertex2; // A csucs helye a masodfoku listaban
}

A strukturéban szereplé EDGE és VERTEX tipusu valtozok mutatok. A vertex4 és a vertex2

valtozokban tarolom, hogy a cstcs benne van e a masodfoku listaban vagy a negyedfokd
listaban. gy az listan beliil is konstans lépésben megtalalhatd. A masik struktira az él
struktaraja, szintén C nyelven megvalositva:

struct EDGE {

EDGE prev // A listaban a megel6z6 él

EDGE next // A listaban a kovetkez6 él

EDGE pair // A éllistaban az él parja, minden élnek van parja
VERTEX dest // A él végén |évé csucs

}

Ez a struktira egy elére-hatra lancolt lista eleme, igy tarolom benne az élet megeléz6 és az
azt kovetd élet, amelyek ugyanabbdl a csucsbol indulnak ki, valamint az él ellentettjét,
amelyik visszafelé mutat. Valamint tdrolom, hogy az él végpontjan melyik csucs van.

5.2.A megvaldsitas menete

Az redukcidhoz haszndlt adatszerkezet bemutatasat kovetden, megmutatom, hogy lehetséges
egy redukcidt konstans lépésben elvégezni. Ehhez vegyiik sorra az elvégezendé miveleteket
a két esetre.
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5.2.1. Negyedfoku csucs esetén

A szemléltetés sorén a csucsok neveit, a 13. abrdn megadottak szerint haszndlom. A redukcid
elvégzéshez egy negyedfokl cslcsra van szikség. llyet egy 1épésben talélok, ezert vezettem
be a negyedfoku listat. A negyedfoku lista barmely eleme megfeleld, de az elsét valasztom.
Elek a feltételezéssel, hogy ez a lista elején 1év6 cstics stabil volt, mivel ha instabil lenne a
redukci6 ugyantugy végrehajthato, csak a stabil és instabil pontok mindenhol felcserélodnek.
A lista elsé elemét egy 1épésben megkapjuk, egy masik 1épés a lista els6 elemének atirasa a
korabbi masodikra. Ez a csucs lesz S1.

A kovetkez6 feladat HI, H2, Ul és U2 megtalaldsa. Ezek a cstucsok mind S1 szomszedjai,
igy az éllistaban kell végignéznem a S1-hez tartozé lancolt listat. A listdban pontosan négy
elem van, és mindegyik elem mutat a keresett négy cstcs egyikére. igy legfeljebb nyolc
Iépéssel megtaldlhatom a keresett csdcsokat. Mar csak S2 megtalaladsa van hatra. A
legkézenfekvébb 1épés H2 szomszédjai kozott keresni, hiszen H2 nyeregpont igy négy
szomszédja van. Hasonl6an, mint az el6bb, amikor a masik négy (H1, H2, U1 és U2) pontot
kerestem, S2 is megtalalhat6 legfeljebb nyolc Iépésben.

A redukci6 vegrehajtasdhoz toroIndém kell az kovetkez6 éleket: S1=>H1, S1=>U1, S1=>U2,
S1=>H2, H2=>U1, H2=>U2, H2=>S2. Roviden S1 és H2 0Osszes élét torolndm kell. Ez
Osszesen hét él torlése, mivel mindkét csucs negyedfokd és Ossze vannak kotve.
Felhasznalom, hogy minden él ismeri az ellentettjét, és hogy egy eldre-hatra lancolt listdban
ismerem a torlendd elem helyét, akkor két 1épéssel ki tudom tordlni (két mutatd atallitasa).
Igy mind a hét élet ki tudom toréIni, legfeljebb tizennégy lépésben.

A redukci6 befejezéséhez be kell huznom egy Uj élet S2 és H1 kdzé. Ehhez a két cstcshoz
tartozo éllista elejére kell beszirnom az élet és az ellentettjét. A redukcié sordn modositottam
U1 és U2 fokszamat igy lehet, hogy bekertilnek a masodfoku vagy negyedfoku listaba. Mivel
abban a lancolt listdban is ismerem a helyiiket, igy onnan kivenni vagy betenni is elvégezhetd
konstans lepésben. Mivel a redukcié minden részére megadhato fels6, konstans 1épésszam
korlat, ezért egy redukcid is elvégezheté konstans 1épés végrehajtasaval. (Részletesebben
lasd. Fuggelék [2].)

5.2.2. Masodfoku csucs esetén

Masodfoku csucs redukalasa esetén, az eljaras menete nagyon hasonlo a negyedfoku csucs
esetéhez. A kildnbség a mintahoz (13. abra) valé illesztésben van.
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6. Tesztelés

Miutan elkészitettem az implementaciot, kaptam bemeneti grafokat, amelyekre meg kellett
hataroznom a topologia Ost. A kapott grafok elsé része 3D szkennerrel beolvasott természetes
kavicsok, a masik része generdlt grafok. A maéasodik esetben a generdlt gréfokra
meghataroztak [2], hogy a grafok koziil hany topoldgiai 6s talalhatd. A tesztelés soran az
implementéciém, gyakorlatban is ugyanazt az eredményt szolgéltatta.

6.1. Teszt grafok ismertetése

A teszt grafok els6 része a Szilardsagtani és Tartoszerkezeti Tanszék munkatarsai altal 3D
scannerrel beolvasott 98 természetes kavics grafjai. Ezek a kavicsok geoldgiai szempont A, K
illetve T osztalyokba sorolhatdak [7]. A tesztelés soran a topoldgia 6sok az eltéré osztalyok
kozott eltérd gyakorisaggal fordultak eld.

Rendelkezésemre allt tovabba az 6sszes lehetséges graf, generalva S + U < 10 méretkorlatig.
Ahhoz, hogy ezekeknek a grafoknak is meg tudjam hatarozni az 6sét, szikkségem volt a
beolvasas modositasara, mivel ezek a grafok szomszédossagi matrix helyett, éllistaval voltak
megadva. A program tovabbi részein nem kellet valtoztathom.

6.2.Eredmeények, statisztikak

A természetes kavicsok beolvasds soran harom osztalyba (A, K és T osztalyokba) lettek
sorolva. A kiilonbozé osztalyok esetén az eldforduld 6sok aranya kiilonbozo. Ezeket az
el6fordulasi aranyokat az alabbi diagram mutatja.

80.00% CF O =

70.00%

60.00%

50.00%

40.00% 3 o WA

30.00%

20.00%

10,009 -

15. 4bra A topoldgia 6s6k gyakorisiga az egyes osztalyok esetében
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Ezen a diagramon lathato, hogy az A, K és T osztalyl kavicsok kozoétt, a meghatarozott
topologiai 6sok, melyik elsddleges osztalyba tartoznak (Flggelek [1]).

A generalt grafok esetében, a topologia 6s keresését tobb mint hetven-ezer grafra futtattam le.
A kevesebb mint tizennégy pontlu grafok esetén minddssze a Gémbdc és a tetraéder fordult
elé, mint topologiai 0s. Példaul a tizenhat pontu grafok esetén a 9172 tesztesetb6l 9165
esetben a GOmbOcot kaptam mint topologiai 6s, négy esetben a tetraédert és minddssze a
harom tesztesetben kaptam magasabb pontu grafot, mint topoldgiai 6s.

7. Osszegzés

A feladat sordn implementéltam a topologia 6s keresésére szolgdld algoritmust. Az
implementalast eldszor egy kevésbé hatékony eljarassal végeztem. Felvetddott a kérdés, hogy
lehet-e kevesebb komplexitassal is megvaldsitani. A valasz igen. Kidolgoztam olyan
modszert amivel a topoldgiai 6s keresése linedris 1épésben torténik a bemenet fliggvényében.
A kész implementaciot tobb mint 70 ezer graf esetén futtattam le. Az eredmény a legtdbb
esetre a GOmboc lett a topologia Os, viszont nagyobb pontszamu grafok esetén, mar 1j,
kevésbé gyakori topologiai 0sok is eldfordultak.
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Flggelek

[1] Tablazat a 15. abra diagramjahoz.

A K T
10.00% 69.49% 31.58%
20.00% 18.64% 26.32%
0.00% 1.69% 5.26%
0.00% 3.39% 0.00%
10.00% 1.69% 5.26%
10.00% 0.00% 0.00%
5.00% 0.00% 0.00%
5.00% 0.00% 0.00%
5.00% 1.69% 0.00%
5.00% 0.00% 5.26%
0.00% 0.00% 5.26%
5.00% 0.00% 0.00%
0.00% 1.69% 0.00%
5.00% 0.00% 0.00%
5.00% 0.00% 0.00%
0.00% 0.00% 5.26%
5.00% 0.00% 0.00%
5.00% 0.00% 0.00%
0.00% 0.00% 5.26%
5.00% 0.00% 0.00%
0.00% 1.69% 0.00%
0.00% 0.00% 5.26%
0.00% 0.00% 5.26%

[2] Egy negyedfoku cstics redukcidja konstans 1épésben

Kell egy negyedfokd nem nyeregpont a redukcid elvégzéséhez. Mar belattuk, ha talalunk egy
ilyet, akkor biztosan elvégezhetd a redukcio, tehat minden a redukcidhoz sziikséges cstcsot,
illetve elet megtalalunk, ott ahol lennie kell. A negyedfokd cstucsokhoz van egy kuldn listank,
amiben mindig frissitjiilk a csticsokat, igy biztos, hogy a benn 1évé Osszes csucs megfelel a
kritériumoknak. Ezek szerint a lista barmelyik elemét kivalaszthatjuk, az egyszeriiség
kedvéért valasszuk az elsé elemét. Ez az elem legyen S1. Ezt kdvet6en allitsuk be a masodik
elemet elsé elemnek, ehhez minddssze egy mutatot kell atirnunk, hogy ne az eddig els6
elemre mutasson, hanem a mésodikra.

Ezt kovetden sziikségiink van a tobbi 6t pontra. Ennek az 6t megtalalasahoz szikségink van
S1 szomszédjaira (H1, H2, Ul, U2), amely négy ezen &t pont kozil vald. A vertex
struktaraban taroljuk a csucs indexét, aminek segitségével egy lépésben megtalalhatjuk a
csucsot az ellistaban, és az elei olvasasa tovabbi négy lépést vesz igény, majd az élek mutatoi
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alapjan, élenként még egy lépés a szomszédok megtalalasa. igy ennek a részfeladatnak a
végrehajtasahoz 6sszesen kilenc lépés sziikséges.

Ezt kdvetdéen meg kell talalnunk S2-t is. Ehhez H2 szomszédjai kdzott kell keresni. Ha egy
lepésnek tekintiink egy 0sszehasonlitast és egy struktura elérését is egy mutatén keresztul,
akkor ehhez legrosszabb esetben (ha a listdban utolso helyen all a keresett csucs) kell négy él
elérése és minden él esetében meg kell vizsgalni, hogy a benne talalhat6 dest nevii mutato,
egy mar megtalalt csicsra mutat-e vagy sem. Ha eljutunk az utolsé élhez is akkor mar
biztosan megtaléltuk, ezért nem szikséges az 0sszehasonlitas elvégzése. Ehhez legfeljebb
4 + 3 x 3 = 13 1épés szikséges.

Ezt kovetden két csucsot kell torolntink. Az éllista tombjébdl nem muszaj tordlniink,
elegend6, ha csak minden hivatkozast torlink az adott cstcsra. Mindkét csucs negyedfokd,
szoval mindkettd torléséhez ugyanannyi 1épés kell majd. Egy él torléséhez eldszor sziikséges
a torolni a parjat. Ezért volt fontos, hogy taroljuk a par helyzetét, hiszen ily médon nem kell
keresni az élet, csak egy oda-vissza lancolt listaban kell megoldani a torlését. Ehhez elészor a
megel6z6 él next valtozojat kell atallitani a torlend6 ¢l next valtozojara, majd a kovetkez6 ¢l

prev valtozojanak kell megadni, a torlend6 ¢él prev valtozdjanak eértékét. Ennek a
megvaldsitasa soran két lépést kell végrehajtani, a két mutatd atallitdsat. Ezt cstcsonként
négyszer kell elvégezni és 0Osszesen van két csucs, tehat tizenhat 1épés. A redukcid
befejezéseig hatralévo 1épés S2 és H1 dsszekotése egy 1 €llel. Ehhez az éllistaban mindkét
cstcshoz hozza kell adnunk egy-egy Uj €lt. Az Gj él elhelyezése barhol térténhet az éllistaban,
viszont a lancolt listanak csak az elejét ismerjik, igy konstans l1épésben csak az elejére tudjuk
beszurni. Ezzel a 1épésben nem rontjuk el a lancolt lista szerkezetét, ezért tegyik is ide az élet
és az ellentettjét.

A redukcid soran modositottuk néhany cstics fokszamat, Ul és U2 fokszama kettovel
csokkent. Két esetben kell tovabbi modositasokat végrehajtanunk. Ha valamelyik fokszdma
hat volt és most négy lett, akkor a negyedfokd csucsokat tarold listdba kell beszurni. Ez
koénnyen megoldhat6, csak a lista végére kell szdrni, valamint az éllistaban meg kell adni a
csucs vertex4 valtozojanak, a negyedfokd csucsokat tarold listabeli helyének cimét. Ez két
értékadassal megoldhatd. A masik eset, amikor U1l vagy U2 negyedfoku volt csucs volt.
Ilyenkor eldszor az adott csucsot a negyedfoku csucsokat tarolo listdbol kell tordlni, majd
hozzaflizni a masodfoku csucsokat tarolo listahoz, majd a struktara vertex4 és vertex2 nevii
valtozoit megfelelden valtoztatni. Az elsé 1épéshez segitséget nyljt az eldbbi valtozo, aminek
segitségével két 1épésben ki lehet flizni a csticsot a lancolt listdban, majd ezt kdvetden a
masodfokd csucsokat tarold lista végere kell tenni, ami egy lépésben megvalosithatd és
tovabbi egy lépés az, hogy beéllitjuk a csicsban a vertex2 valtozét. Végeredményként
elértem, hogy egy negyedfoki csdcs redukciojahoz minden része konstans lépésszammal
megvaldsithato.
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