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Kivonat

Modern alkalmazasokban, sok esetben a rendszerek biztonsagkritikus funkcioit
elektromos aramkorok latjak el. Ennek kovetkeztében elvaras ezen elektromos
rendszerekkel szemben, hogy azok megbizhatéan miikddjenek az alkalmazas teljes
¢letciklusa soran, minden lehetséges koriilmény kozott. A funkcionalitast realizald
aramkor rendszerint egy komplex elektromos rendszer, amelynek miikodése sok
paramétertdl fligg. Ez nagymértékben megneheziti a rendszer analizisét, illetve annak a
belatasat, hogy az dsszes lehetséges iizemi koriilmény kozott helyesen fog miitkodni. Az
ilyen jellegli analizisfeladatok soran altaldban az aramkorok szélsdséges viselkedésének

felderitése a cél, ezt hivjadk Worst-case analizisnek.

Ennek a dolgozatnak a célja azt vizsgélni, hogy a Worst-case analizisfeladatok
hogyan végezhetdek el hatékonyabban, a probléma komplexitasanak csokkentésével. A
dolgozatban targyalni fogom, hogy a feladat hogyan dekomponalhatdo kisebb
részfeladatokra, amelyeknek az eredményeibdl szdrmaztatni lehet az eredeti probléma
megoldasat. A probléma dekomponalasa fligghet attol is, hogy a rendszerrel kapcsolatban
milyen elézetes ismeretekkel vagy modellekkel rendelkeziink. Ez lehet példaul egy
atviteli fiiggvény, dinamikus leirds vagy akar kapcsolasi rajz is. Kérdés lehet egy ilyen
feladat sordn, hogy a rendszerrdl alkotott modell analitikus vagy numerikus. Ennek a
ténynek a feladat szempontjabdl relevans kovetkezményeirdl is irok. A dolgozat a
kiilonbozd algoritmusok és metodikdk részletezésével zarul, melyeket MATLAB

szimulacids kdrnyezetben is implementéltam.



Abstract

In many cases, in today’s modern applications the safety-critical tasks are
executed by electronic circuits. For this reason, reliable operation is expected of these
electronic systems under all possible operating conditions. Usually, the operation of these
complex systems depend on lot of parameters and variables, hence demonstrating and
proving that such a system fulfills it’s role becomes a challenging problem. These analysis
tasks are usually aimed at revealing the system’s extreme working conditions, within it’s

specified operation limits. This domain of engineering is called Worst-case analysis.

This paper focuses on how can such a worst-case analysis problem be solved more
efficiently by reducing the task’s complexity. I will discuss how a task can be decomposed
into smaller and simpler tasks which are easier to execute, and whose results can be used
to obtain the original problem’s solution. The possibility of the decomposition depends
on how the system is represented and what sort of an a-priori knowledge is available. I
will discuss the possibilities depending on the different forms of the representation.
Depending on the problem, the model of the system can be a numerical model or an
analytical one. This also influences the possibilities of decomposition which 1 will
discuss. The document ends with the summary of the available methods and algorithms

for these problems, which I implemented in the MATLAB programming environment.



1. Bevezetés

Modern alkalmazasokban sok esetben a rendszerek biztonsagkritikus funkcioit
elektromos aramkorok latjak el. Ennek kovetkeztében elvaras ezen elektromos
rendszerekkel szemben, hogy azok megbizhatéan miikddjenek az alkalmazas teljes
¢letciklusa soran, minden lehetséges koriilmény kozott. A funkcionalitast realizald
aramkor rendszerint egy komplex elektromos rendszer, amelynek miikodése sok
paramétertdl fligg. Ez nagymértékben megneheziti a rendszer analizisét, illetve annak a
belatasat, hogy az 6sszes lehetséges tizemi koriilmény kozott helyesen fog miitkodni. Az
ilyen jellegli analizisfeladatok soran altaldban az aramkorok szélsdséges viselkedésének
felderitése a cél, ezt hivjak Worst-case analizisnek. A gyakorlati példékban sokszor elég
a rendszer egy adott jellemzdjének a szélsdértekeit vizsgalni. Erre egy példa lehet egy
alkatrész disszipacidja vagy egy kapcsolas erdsitése/fazistolasa egy bizonyos

frekvencian.

1.1 Problémamegfogalmazas

Rendelkezésiinkre all tehat egy rendszer, amelyet szeretnénk megismerni olyan
értelemben, hogy annak egy miikodési paraméterét vagy paramétereit behataroljuk
korlatok kozé. Ez lesz sziikséges ahhoz, hogy tervezni lehessen majd vele, illetve
integralhatd legyen mas nagyobb rendszerekbe. A rendszerrel kapcsolatban
rendelkezésiinkre allnak bizonyos a priori ismeretek. Ilyen példaul, ha ismerjik a
rendszer frekvenciafiiggd atvitelét vagy dinamikus leirasat. Ha elektromos rendszerrdl
van sz0, akkor ismerhetjiik a kapcsolasi rajzat vagy a kapcsolas alapjan felirt csomoponti
egyenleteket és hurokegyenleteket. Az esetek jelentds részében a rendszernek csak egy
bizonyos paramétere fontos a worst-case analizis szempontjabol, nem feltétleniil
sziikséges annak ,,mély” megismerése. Nem feltétleniil kell behatarolnunk annak a bels6
valtozoit is, de természetesen ezek a belsd valtozok hatassal lehetnek az altalunk vizsgalt

paraméterre.

Az adott worst-case analizis problémahoz tartozik egy rendszer, amelyre
jellemzdek a sajat paraméterei, amelyeknek egy részhalmazarol a rendszer alkotoja dont
még tervezési idoben. Az elektromos rendszereknél maradva ez lehet példaul valamilyen
ellenallés értéke. Tovabba a rendszer paramétereinek értékeit befolyasolhatjak mas kiilsé

tényezok is, mint példaul a hdmérséklet, paratartalom, vagy kiilonboz6 gyartasi szorasok,
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amelyek hatdssal lehetnek a rendszer mennyiségeire. Jellemzé az is, hogy ezen
valtozokrol, szintén az a priori ismereteink alapjan allithatjuk azt, hogy valamilyen
korlatok kozé esnek. Példaul, ha a rendszer miikddése egy adott hdmérsékleti tartoméanyra
van specifikalva, akkor a hdomérséklet, mint paraméter, korladtozhat6 erre a véges
intervallumra. Ez csokkenti a feladat komplexitasat, hiszen kevesebb ilizemallapot lesz,

amely vizsgéaland6 a sz¢élsdséges miikodés szempontjabol.

A probléma nehézségét mutatja a kovetkezd példa. Adott egy differencialerdsito,

amivel aramot mériink, és egy ADC-hez kapcsolodik:

Ri R2
il Um % Uin
1k 10k

ADC

Up

1.1 abra: Differencialerdsito egyszerii modellje.

Ha a kapcsolasban szereplé miiveleti erdsitét idealisnak feltételezziik, akkor a rendszer
paraméterei az ellenéllasok és a referenciaforras, 6sszesen 6 paraméter. Tegyiik fel, hogy
a rendszer valamely jellemzdjét vizsgaljuk, amit lehet szdrmaztatni a képen lathato
paraméterekbdl, példaul azt, hogy dramjel ugrasa esetén adott idé mulva mekkora hibaval
all be az ADC éltal mért érték. Ha ismerjiik a paraméterek szélséértékeit (a minimumokat
és maximumokat), akkor, ha a szélséséges eseteket vizsgaljuk 2° = 64 kiértékeléssel
tudjuk bejarni a paraméterteret. Ez az Extreme Value Analysis modszere, amirdl késobbi
fejezetekben is sz0 lesz. A probléma komplexitasa gyorsan nd, ha figyelembe vesziik az

egyes komponensek kiillonbozé nemidealis tulajdonsagait:
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1.2 abra: Differencialerésité komplex modellje.

Ezen az é&brdn a halézatban a korabbi 6 tagon feliil még figyelembe vesszik a

kovetkezoket:

e RS dramméré ellendllas soros induktivitasat (ESL)
e A foldpont ellenallasat (RGND)
e A miiveleti erdsito:
o offset fesziiltségét (Voffs)
o offset &ramat (lo)
o bias aramat (/bn, Ibp)
o nyilt hurkd erdsitését
o slew-rate-jét
o savszélességét
o koz6s modosu elnyomasat
e Az ADC:
o bemeneti ellenallasat (R _in)
o bemeneti kapacitasat (C in)
o offset fesziiltségét (V _offsADCI)
o erdsitési hibajat (gainError)

o integralis nemlinearitasat (U INL)

fgy 20 paraméterhez jutunk. Ebben az esetben 22° = 1048576 kiértékeléssel tudjuk bejarni
a paraméterteret, ami 2'%-szer tobb szamitast jelent az 1.1 abran szerepld egyszerii
modellhez képest. Viszont, ha valamilyen megfontolasbol tobb részre tudjuk bontani az

analizdlandé aramkort, az csOkkentheti a szamitasi igényt. Példaul, ha azon



megfontolasbol, hogy a differencialerdsitd és az ADC fokozat bemeneti ellenalldsa is
nagy, hdrom részre bonthatom az aramkort az 1.2 abra szaggatott vonalai mentén. Ekkor
kiilon analizalhatom az aramkor részeit és a korabbi 2%° szamitas helyett csak 23 + 212 +
25 = 4136 kiértékelést kell elvégeznem, ami szamottevd javulas, tekintve, hogy ugyan azt
a komplex aramkort vizsgaltam. Ez a dolgozat tobbek kozott ezzel a dekomponalasi

problémaval is foglalkozik.

1.2 A probléma matematikai megfogalmazasa

Az 1.1 fejezetben tett megfontolasok alapjan megfogalmazhatd egy matematikai
probléma. A példa kedvéért tegylik fel azt, hogy a rendszernek egy valds értékii kimenetét
vizsgaljuk, amelyet befolydsolnak kiilonb6z0 paraméterek, amelyek szintén valos
értékiiek és korlatosak is. Tovabba tegyiik fel azt is, hogy a kimenet €s a paraméterek
kozti kapcsolat leirhatd egy tobbvaltozos fiiggvénykapcsolattal. Ezek a feltételek
elektromos héldézatok esetében egyaltalan nem szigoru megkdtések, de a probléma

altalanossagat valamelyest rontjak. Ezeket szem el6tt tartva felirhato:

f(xll x21 X3,X4, ---;xn) = f(x) = y (11)
f: R" — R, X; € Xi = [ximin,ximax] (1.2)
Ymin =? Ymax =7 (1.3)

Az (1.1) egyenletben a vizsgalt valtozot y jeloli. Az ezt befolyasold paramétereket x;,
amelybdl n darab van, és az x vektorba vannak Osszegytijtve. Minden paraméterhez
tartozik egy-egy korlatos intervallum, amelyet X; jelol. A kimenet és a bemenet kozott az
f tobbvaltozos fiiggvény teremt kapcsolatot. A worst-case probléma szempontjabdl a
feladat az, hogy feltérképezziik az f altal felvehetd lehetd legkisebb és legnagyobb
értekeket.

Ha igy definidljuk a feladatot (1.1), (1.2), (1.3), akkor egy széls6érték
problémahoz jutunk, ahol keresendé a vizsgalt y valtozonak a maximuma, illetve
minimuma. Ez a matematikédban egy ismert probléma, amelynek megoldésara léteznek
eljarasok [1]. Raadésul, a paraméterekre tett kikGtés miatt, miszerint korlatosak, a szoban
forgd probléma nem is feltétleniil egy globalis sz€lsdérték-keresési feladat, hanem egy a

paraméterek altal definialt lokalis szélséérték keresési feladat.



Az (1.1) és (1.2) Osszefliggés egy jol definidlt matematikai probléma, de a
gyakorlatban tobb tényez0 is elbonyolithatja. A probléma komplexitasa n6 a befolyéasolo

paraméterek szamaval ardnyosan.

1.3 Célkitiizés

Ennek a dolgozatnak a célja, hogy roviden korbejarja és megvizsgalja az
aramkoranalizis soran hasznalhato szélsdértékkeresési modszereket, €s legalabb bizonyos
specialis esetekben eljarast javasoljon azok javitasara. Cél az is, hogy az 1) mddszerek
automatizalhatoak legyenek. Az (1.1) egyenletben vézolt tobbvaltozoés analizis
témakoréhez tartozo probléma egy absztrakt matematikai feladat, nincs benne nyoma
annak, hogy a széban forgo probléma egy elektromos héaldzatrol szol. A dolgozatban arra
torekszem, hogy az elektromos halézatokra jellemzd tulajdonsdgokbol alkossak

valamilyen eldnyt a probléma megoldasahoz.

A dolgozatban két nagyobb témaval foglalkozom:
e komplex dramkorok dekomponalasa kisebb részproblémakra
¢ intervallumaritmetika alkalmazéasa

A legnagyobb hangstly arra kertil, hogy a kiindulasi worst-case analizisprobléma
hogyan dekomponalhaté kisebb részproblémékra, amelyeknek az eredményeibdl
szarmaztathat6 az eredeti probléma eredménye, ezzel csokkentve annak komplexitasat és
gyorsitva kiértékelését. Tovabba roviden ismertetem az ugynevezett intervallum
aritmetika matematikajat, amely hasznalhaté worst-case analizisfeladatok megoldasahoz

is [2].
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2. Irodalmi attekintés

Ahogyan az 1.2 alfejezetben is szerepel, az ott vazolt szélsdérték-keresési
feladatra 1éteznek kiilonbozo eljarasok. A kiilonb6zo technikak kozil egyik sem élvez
kitlintetett szerepet, hiszen mindegyiknek van mas-mas erdssége és gyengesége. Ez a

fejezet a legelterjedtebb metodikakat mutatja be nagy vonalakban.

2.1 Klasszikus modszerek

Az optimalizalas ¢és szélsdérték-keresés témakorében idérendben eldszor azok a
modszerek lettek kidolgozva, amelyek analitikusan, zart alakban vizsgaljak a problémat.
Levetitve az (1.1) egyenletre ez azt jelenti, hogy ismerjiik a kapcsolatot a vizsgalt valtozo
¢s a befolyadsolo paraméterek kozott. Némelyik modszer azt is igényli, hogy ez a leird
fliggvénykapcsolat differencialhaté is legyen bizonyos pontokban. Tdbbféle ilyen
modszer van [3], de az 6sszesnek a bemutatdsara terjedelmi okokbol ebben a dolgozatban
nem térek ki. Ezen kiviil 1éteznek elterjedt modszerek, amelyek az egyes paraméterek
statisztikus paramétereit hasznaljdk mint elézetes ismeret. A kovetkezd néhany
alfejezetben azokat mutatom be nagy vonalakban, amelyek ma is hangsulyosak és stirtin

hasznaltak a gyakorlatban.

2.1.1 Extreme Value Analysis (EVA)

Ha a kimenet széls6értékeit vizsgaljuk, akkor egy kézenfekvd gondolat, hogy a
befolyasold paraméterek szélsdértékeibdl szarmaztassuk azt. Ez a modszer pontosan erre
épiil, mégpedig kiértékeli a rendszert a paraméterek minimum és maximum értékeinek
Osszes lehetséges kombinacidjaval, és az igy el6allo kimenetknek veszi a minimum és

maximum értékeét.

Elore ismert az 0sszefiiggeés (fliggvény) a kimenet €s a befolyasold paraméterek
kozott is, tovabba a paraméterek sz€1so értékei is ismertek. Ha ezeket elére tudjuk, akkor
kiértékelhetjiik a kimenetet leir6 fiiggvényt a befolyasolod paraméterek szélséértékeivel,
majd az eredmények koziil felhasznéaljuk azokat, amelyek a legszélesebb becslést adjak,
tehat ez alapjan a lehetd legtagabb korlatokat valasztjuk a vizsgalt kimeneti paraméterhez
[4]. Az extreme value analysis kapcsan a szakirodalom nem minden esetben egyértelmi.
Van olyan iranyzat, ahol a technika az eloszlasfiiggvény alapjan becsli az extrém

értékeket [5]. Més irodalmakban, amelyek szorosabban kétddnek villamos hal6zatokhoz,
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abban az értelemben hasznaljdk a technikat, ahogy bemutattam eddig [4], [6]. A

tovabbiakban is ebben az értelemben fogok ra hivatkozni a dolgozatomban.

Minden befolyasold valtozoéhoz két sz€élsdérték tartozik, egy maximum ¢és egy
minimum. Ha az 0sszes sz€lsOséges allapotban ki akarjuk értékelni a rendszert, akkor 2"
kiértékelést kell elvégezniink, ahol n ismét a paraméterek szamat jeloli. Ez a mddszernek
gyengesége, hiszen a paraméterek szamaval exponencidlisan n6 a kiértékelések szama.
Ennek ellenére ez egy konnyen implementalhatd és robusztus moddszer, €s az, hogy
ismerjiilk az Osszefliggést a paraméterek és a kimenet kozott, illetve a paraméterek
korlatait, nem egy szigort megkdtés. Viszont a médszernek mégis van egy nagy hatranya,

amit egy egyszerl példaval szeretnék illusztralni:

Vegylink egy egyszerli villamos generatort, amelynek ismerjiik a Thévenin-
helyettesité képét, igy a generator belso ellenallasat is. Ehhez csatlakoztatunk egy kis
rezisztiv terhelést, amelynek van valamilyen eldzetes ismeretiink a szorasardl, igy
becsiilhetjiik, hogy a valddi ellenallés értéke milyen értékek kozott fog valtozni. Kérdés,
hogy mekkora a generatorra kapcsolt ellendllason disszipalddo teljesitmény? Tegyiik fel,
hogy a generator egyenfesziiltsége 2 V, belso ellenallasa pedig 1 Q és 2 Q kozott valtozik.
A generatorhoz csatlakoztatott ellenallasrol tudjuk, hogy értéke 0.6 Q és 1.6 Q kozott

valtozhat:

R9

Vg Rki

2.1 éabra:
Generatorhoz csatlakoztatott ellenallas. R, = [1; 2] Q,
Vg=2V,Rii=[0.6; 1.6] Q
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A 2.1 4bran feltlintetett halozatra konnyen belathatd az 6sszefliggés, amely leirja
a csatlakoztatott Ry, ellenallason disszipal6do teljesitményt:

Vy? Ry

Pp. = ——— 2.1
B = Ry + Ry)? o

Ha ezt megvizsgaljuk EVA-val és kiértékeljiik 2% pontban a fesziiltség és kimeneti

ellenallas értékei szerint:

P Re=10Q R,=20Q
Rii = 0.6 Q 937.5 mW 355 mW
Ri=1.6Q 946.7 mW 493.8 mW

2.1 Tablazat: Teljesitmény becslése EVA-val

A 2.1 tablazat alapjan azt becsiilnénk, hogy a teljesitmény 355 mW és 946.7 mW
kozott valtozhat, ami hibés lenne! A (2.1) 6sszefliggés alapjan tudjuk, hogy a maximalis
disszipacid illesztett lezaras esetén varhatd [7], amikor Ry; és Rg egyezik és R, minimalis.

Ekkora a disszipacio 1 W.

Ennek a metodikdanak a gyengesége, hogy azt feltételezi, hogy a befolyasolo
paraméterek szélsOértékeihez a kimenetnek is egy szélséértéke tartozik. Ez viszont
altalanosan nem teljesiil. Csak abban az esetben igaz, ha a paraméterek altal definialt
tartoményon a fliggvény monoton [4]. Tehat az EVA egyszeriien implementalhato, és
egzakt eredményt ad becslésként, ami pozitivum, de iigyelni kell arra, hogy az adott
fliggvény a paraméterek altal definialt tartoményon monoton legyen, igy biztositva azt,

hogy a becslés helyes.

2.1.2 Monte-Carlo Analizis

A Monte-Carlo szimulédciok, az el6zd fejezetben bemutatott extreme value
analysis-hez képest nem adnak egzakt végeredményt. Ebben az eljarasban is sziikséges
elére ismerni a kimenetet leiro fiiggvényt. Ezen kiviil sziikséges valamilyen eldzetes
ismeret a valtozok eloszlasardl is. A moddszer soran véletlenszerien generaljuk a
befolyasold paraméterek kiillonbozo értékeit, majd az igy kapott pontokban kiértékeljiik

a fliggvényt.

13



number of results

Ha a befolyasolo paraméterek eloszlasardl nincs ismeretiink, de tudjuk azoknak
also és felsé korlatait, akkor egy kézenfekvd implementacid lehet, ha a paraméterek
tartomanyan beliil egyenletes eloszlast feltételeziink, és ugy vizsgaljuk a problémat. Ez
egy gyakran hasznalt konvencio a gyakorlatban. Ezt szemlélteti a kovetkezo abra is. A

szimulacid soran a 2.1.1 alfejezetben véazolt problémat szimulaltam ugy, hogy Vy és Ry

Monte-Carlo szimulacié: N = 100, 100 2‘ 100

Max: 0.97772 Max: 0.99922 104 Max: 0.99996

400 . , , . 4 X
350 |
300 |
250 |

200 L

150 L

number of results
number of results

100 |

50 L

0

P Pw]

2.2 abra:

A 2.1.1 fejezetben vazolt probléma monte-carlo analizise

paraméterek értékét a hozzajuk tartozo intervallumon beliil mintavételeztem egyenletes

eloszlas szerint, majd kiértékeltem a (2.1) Osszefliggést.

Az abran az laszik, hogy ahogyan noveltem a kisérletek szamat, kirajzolodik a
hisztogramnak egy markéns jellege. Ez alapjan lehetne kovetkeztetni az eredo eloszlasra
[8], de ez messze tilmutat a dolgozat tematikdjan. Az én feladatom szempontjabol viszont
a relevans észrevétel az, hogy az elméleti 1 W-os teljesitménymaximumhoz konvergalni
latszodnak az eredmények. Ennek a modszernek a hatranya az, hogy a koztes pontokat (a
nem szélsoértékeket) is szamolja, amely a worst-case analizis szempontjabdl nem
érdekes. A modszer a valddi szélsd értéket nem fogja megadni, csak egyre novekvd

mintaszam esetén konvergal a sz¢lso értékhez.
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2.1.3 Linearis hibaterjedés

A linearis hibaterjedés modszere a fliggvények elsd-rendii Taylor-soros
kozelitésén alapszik. Alapvetéen a paraméterek tlirés jellegli bizonytalansagahoz
hasznalatos. Az alapgondolata az, hogy a tervezési feladat paramétereihez tartoznak
névleges értékek (a nomindlis munkapontja a rendszernek), amelyeknek ismerjiik a
tlrését is, illetve a kimenetet leird filiggvénykapcsolatot is. A fliggvényt a
munkapontjaban egy linearis gdrbével helyettesitjiik, majd paraméterenként vizsgaljuk,
hogy annak a hibaja mekkora valtozast okoz a kimeneten. Mindez formalizalva:

d
femp) + Afy, = f(xmp) + O_J/;Axi (2.2)

A (2.2) egyenletben x,.p. jeloli a paraméterek munkaponti értékeit vektorba
foglalva. Az egyenlet alapjan minden paraméter hatdsat kiilon vizsgaljuk, majd ezeket a
hatasokat 6sszegezziik. Van lehetdség tobbféleképpen is 0sszegezni ezeket a hatasokat,
¢s ezeknek mind van 1étjogosultsaga a kiillonbozo analizisfeladatokban [9]. A dolgozat
szempontjabol relevans az igynevezett worst-case 6sszegzeés. Ebben az esetben a hatdsok

abszolut értékeit 0sszegezziik, igy eljutva a legszélsdségesebb becslésig:

n af
= Z |a—xiAxl'
=1

fwe =fxup) £ |Aflwe. (2.4)

of
|Af lw.e. = |6_xle1

0
+ |—f Axq

o, 2.3)

af
+ -+ |EAX,1
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Ha megvizsgéljuk ezzel a 2.1.1 fejezetben ismertetett példat, akkor figyelembe
kell venniink R, és Ry; valtozasat. Tegyiik fel, hogy a munkaponti értéke a paramétereknek
az intervallumok szadmtani kozepénél van, tehat Rg nevieses = 1.5 Q €s Riinévieges = 1.1 Q.
Ekkor kiértékelhetjiik a (2.3) Osszefiiggésben szerepld tagokat a parcialis derivaltakat

kiszamolva. Ezt szemlélteti a kovetkezo abra:

P(Rki) (Vg=2V, Rg = 1.50hm) P(Rg) (Vg=2V, Rki = 1.10hm)
0.7 T T T 1 T T T
0.68 |
0.9
S
N A
066 | N
\
AN
08 | N
064 | \
N
N
= — N\
S 062 | g 07 |
o o
06 |
06 |
N
N
058 | N
N
05 | N
\
0.56 |
N
\
‘ I oc'te RKi = 0.045517 W ‘ I o<'ta R = 0.25034 W N\
0.54 : : : 0.4 I I I . AN
0.6 0.8 1 12 1.4 16 1 12 14 16 18 2
Rki [ohm] Rg [ohm]
2.3 abra:

(2.1) egyenlet alapjan szamolt linearis kozelitések (szaggatott vonal)

Az abra nyoman Osszegezhetjiik a hibédkat, igy becsiilve a maximalis disszipaciot. (A
korabban emlitett névleges ellendllas értékekhez tartozod névleges teljesitmény 650.9

mW. A tobbi adat leolvashat6 a 2.3 abrarol).

PW.C. S Pnévleges + APRki + APRg = 946.7 mW (25)

Ebben az esetben is alulbecsiiltiik az elméleti 1 W-os teljesitménymaximumot. Ennek
oka, hogy a parcialis derivaltaktol fiiggben a teljesitményt alul-, vagy foliilbecstilhetjiik,
ahogyan a 2.3 dbra is mutatja. Ennek a metodikdnak pontosan ez a hatranya, hogy a
tévedés nagyban fligg a fliggvény parcialis derivaltjaitol. Ez a probléma enyhithetd, ha a
paraméterek szorasa kicsi, és sziikebb tartomanyban kozelitjilk a fliiggvényt a hozza
tartozo linedrissal. A bemutatott példa a szemléltetés végett nagy paraméter szorasokkal
dolgozik, de az elektronikai iparban a komponensekre jellemzé szdérasok

nagysagrendekkel kisebbek, igy ez a technika sok esetben alkalmazhat6. Egy nem
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elhanyagolhat6 hatranya még az eljarasnak, hogy ismerniink kell a fliggvényhez tartozé
parcialis derivaltakat, és azoknak értelmezhetdknek kell lenniiik a névleges paraméterek

altal definialt munkapontban.

2.2 Ujszerii modszerek

A korszerli metodikdk nem minden esetben csak a matematikai analizis
eszkoztaraval dolgoznak, mint a korabban bemutatott moddszerek. Ezek gyakran
alkalmaznak valamilyen 0j szemléletet, vagy valamilyen heurisztikat. A kovetkezd két

alfejezetben ezekrdl lesz szo6 roviden.

2.2.1 Intervallumaritmetika

Az intervallumaritmetika technikdjat az 1950-es években dolgoztdk ki.
Elsésorban azért fejlesztették ki az elméletét, hogy a kiilonbozo lebegdpontos szamitasok
kerekitési hibait becsiilni tudjak [10]. A technika Iényege, hogy skalaris szdmok helyett
intervallumokkal dolgozik. Egy intervallumot két valdés szam definial, annak
szuprémuma ¢és infimuma. Ezek a fogalmak szintén a matematikai analizis témakorébol
szarmaznak. Azért infimummal és szuprémummal vannak definidlva az intervallumok,
hogy a nyilt intervallumok is kezelhetéek legyenek matematikailag korrekt modon. Ez
valamelyest hasonlit a 2.1.1 fejezetben részletezett Extreme Value Analysis technikara,
hiszen abban az esetben is a fliggvény egy valtozojahoz két numerikus értéket rendeliink,
annak minimumat ¢s maximumat. A kiilonbség a két mddszer k6zott abban van, hogy az
intervallumokra definidlva vannak a matematikai alapmiiveletek, azok kezelhetéek, mint
szamitasi egység. Ezek tigy vannak definidlva, hogy legalabb olyan széles intervallumot
eredményezzenek, mint az EVA modszere. Ez ennek a technikdnak a hatranya is, hogy
sok esetben ad tulzo korlatokat, de természetesen worst-case analizisfeladatok esetében,
ahol a biztonsdg irdnyaba cél tévedni, ez ritkdn okoz gondot. Arrdl, hogy ezek a
miiveletek hogyan vannak definidlva a késdbbi fejezetekben lesz sz6. Ezt a kiilonbséget
demonstralja a kovetkez6 egyszerii példa. Adott egy parabolat leiro dsszefliggés, amit a

intervallumon értelmeziink a példaban:

flx) =1—2x? (2.6)

a € (-05;1) 2.7
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EVA-val megvizsgélhatjuk a sz€lséértékeit, és azt kapjuk, hogy fértéke az a altal definialt
intervallumon 0.5 és -1 kozott valtozik. (A hiba ismét abbol fakad, hogy a vizsgélt
fliggvény nem monoton.) Ehhez képest, ha a-t intervallumként kezeljik, az
intervallumokra definialt miiveletekkel [11], akkor végeredményként azt fogjuk kapni,
hogy f értéke -1 és 2 kozott valtozhat. Arrol, hogy miért nem a helyes -1 és 1 korlatok
adodnak, a 6. fejezetben irok. (2.6) alapjan tudjuk, hogy ezen az intervallumon csak -1 és
2 kozott valtozhat f értéke, de ez mégis eldrelépés az EVA-hoz képest, hiszen egy nem
monoton fliggvény korlatait helyesen becsiili az intervallumaritmetika, hogy sziikebb
helyett tagabb intervallumot (egy kiils6 kozelitést) kapunk eredményként. Ezt mutatja a
2.4 abra.

IA és EVA korlatok
T T

f(x)
= = = EVAbounds
2 IA bounds

f(x)ona

f(x)

2.4 abra:
Intervallumaritmetikéaval és EV A-val kapott korlatok (2.6) és (2.7)-re. (IA = Interval Arithmetic).

2.2.2 Komplex intervallumaritmetika

A valds intervallumaritmetika kiterjeszthetd komplex szamokra is [11]. Ez a valos
intervallumaritmetika definicioibdl és miiveleteibdl van szdrmaztatva. Ebben az esetben
a komplex szdmot mar két intervallum, azaz négy valdés szam jellemzi.
Intervallumaritmetikaban is van lehetéség a komplex szdmokat tobbféleképpen
definidlni. Ha a Descartes koordinatarendszert hasznaljuk, akkor a valds részéhez és a
képzetes részéhez rendeliink egy-egy intervallumot. Ha polarkoordinata-rendszert
hasznalunk, akkor a komplex szam hosszdhoz ¢és szogéhez rendeliink egy-egy

intervallumot:
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Im Im

>
Re Re

a, b,

2.5 abra:

Komplex intervallumok polarkoordinata-rendszerben (a) és Descartes koordinata-rendszerben (b).

Ahogy a 2.5 4bra is mutatja, a polarkoordinata-rendszerben a komplex intervallumok
csonka korcikkeket definidlnak, mig a Descartes koordinata-rendszerben négyszogeket.
A gyakorlatban stiriben hasznaljdk az utdbbit, mert egyszeriibb implementalni és
miiveleteket végezni vele [11]. A villamosmérnoki gyakorlatban sokszor kezeliink

komplex szdmokat, igy a komplex intervallumok hasznos eszk6zok lehetnek.

2.2.3 Optimalizacios algoritmusok

Mivel az 1.2 fejezetben vazolt probléma ((1.1) egyenlet) egy sz€élséérték keresési
probléma, igy a megoldasahoz alkalmazhatdak kiilonb6z6 optimalizacids algoritmusok,

f(x) maximumadra térekedve.

Ezek koziil a leginkdbb magatdl értetddd algoritmus a naiv keresés. Ez a ,,nyers
erd” modszere. Ebben az esetben bejarjuk a teljes paraméterteret, majd miutan f(x)-et
kiértékeltiik a paraméterek altal definialt pontokban, ki tudjuk valasztani a maximumot
[12]. Ez egy buta modszernek tlinik, de mivel a szamitasi kapacitas fajlagos koltsége
csokken évrol-évre, egyszeriibb problémak esetén ennek a megkozelitésnek is van

1étjogosultsaga.

A technologia fejlddésével egyre hatékonyabban lehetett elvégezni a kiilonbozo
numerikus médszereket, amelyek iteracion alapulnak, mint példaul a kiilonb6z6 gradiens-
alapt modszerek. Ezek a fiiggvénynek a gradiensét felhasznalva konvergalnak az
optimumhoz iteralva, igy az analitikus Osszefliggésrdl sziikséges eldzetes ismeret. Ezek

koziil a legelterjedtebb talan a Gradient Descent Method (amit a magyar szakirodalomban
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csak egyszerlien gradiens-modszernek neveziink). Ez egy konnyen implementalhato
algoritmus, hatranya, hogy az algoritmushoz tartozé kezdeti feltételektdl fiiggden
kiilonboz6 optimumokat talalhat meg, igy eléfordulhat, hogy nem a legnagyobb lokalis

sz¢élsoértéket talalja meg a korlatos intervallumon.

Tovéabbi modern algoritmusok sok esetben alkalmaznak valamilyen heurisztikat.
Ilyen a szimulalt lehiités modszere (Simulated Annealing), illetve a kiilonb6z6 evolucios
¢és genetikus algoritmusok. Ezeket a modszereket a teljesség kedvéért emlitettem meg a
dolgozatomban, de ennél mélyebben nem targyalom. Az érdeklddo olvaso a [3] és a [12]

tajékozodhat ezekrdl jobban.
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3. Aramkorreprezentaciok

Az el6z6 fejezetekben bemutatott algoritmusok €s technikék valamilyen szinten
mind épitettek arra, hogy a rendszerrdl volt valamilyen eldzetes ismeretiink. Ez a

gyakorlatban a rendelkezésiinkre 4ll, ennek lehet tobb fajtaja is.

3.1 Kapcsolasi rajzok

A villamosmérndki gyakorlatban a legtobb esetben, ha elektromos hal6zatokat
terveziink vagy szimulalunk, akkor azokat kapcsolasi rajzokkal abrazoljuk. Erre lattunk
egy példat a bevezetésben az 1.1 és 1.2 abrakon. Ez a reprezentaci6 a fizikai valdsagot
tiikrozi: azt, hogy a komponensek kivezetései hogyan kapcsolodnak egyméshoz. Ezeket
manapsag jellemzden valamilyen grafikus feliileten hozzuk létre, amelyben integralva
vannak kiilonb6z6 megoldd szoftverek is. Ezek a szoftverek a topoldgia és a
komponenseket leiré karakterisztikdk alapjan fel tudjak irni a rendszert leiro
egyenleteket. Ezek linedris egyenletrendszerek, amelyeket a megoldé numerikusan fog
kiértékelni a kiilonb6z0 analizisfeladatokhoz. A kapcsoléasi rajzokban van lehetdség
nemlinearis eszkozoket is modellezni, ha a nemlinearitas tiikkrozve van a
karakterisztikajukban. Viszont, a modern szimulaciés programok a megoldas

szamitadsdhoz ezeket az eszkozoket a munkapontjukban linearizaljak [13].

3.2 Dinamikus leiras

Ha ezt a leirdsmddot hasznaljuk, akkor a rendszert a kiillonb6zd dinamikus
komponensei alapjan irunk le, amelyeknek karakterisztikdi differencidlegyenletek.
Ezekkel a differencidlegyenletekkel kifejezhetjiik a rendszer mennyiségeit, majd abbol
szarmaztathatjuk a kimenetet, az ezekbdl alkotott differenciadlegyenletrendszerek alapjan.
Ebbdl fakadodan ez a fajta leirds nem szigortian elektromos rendszerekhez van kétve, de
ott is hasznalatos, hiszen a linedris, invarians, kauzalis rendszerek széles osztalya, mint
példaul a Kirchhoff-hal6zatok osztalya jellemezhetd ezzel a leirassal [7]. A villamos
halozatokban a differencialegyenleteket a dinamikus kétpolusok adjak: a kondenzator €s
az induktivitas. Ezeknek karakterisztikai differencidlegyenletek. Ennek a leirdsnak egy

altalanos alakja a kovetkezd:
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X1 Aqq A | %1 Bi1 Bip| w1
_| +| : : : (3.1)
-xn- _An,l o An,n Xn Bn 1 Bn,p Up
(V1] _C1,1 o Con %1 Dy Dip| e
i I + | : . : : (3.2)
_Yq_ _Cq,l Cq,n Xn _Dq,l Dq,p_ _up_

A (3.1) (3.2) egyenletek egy tobb bemenetii, tobb kimenetii rendszert reprezentalnak. Az
egyenletekben x jeloli a rendszer allapotvaltozoit, amiket a villamosmérndki gyakorlatban
a kondenzatorok fesziiltségeként és az induktivitdsok aramaként szokas definialni, hiszen
azokra ismeretesek a differencidlis 0sszefliggések. u; képviseli a rendszer gerjesztéseit.
Az A, B, C, D paraméterek a rendszer jellemz6 paraméterei. Ezek lehetnek a kiilonb6z6
kétpolusok értékei: induktivitasok, ellendllasok, kapacitasok stb.. y; jeloli a rendszer

kimeneteit.

Ezt az egyenletrendszert megkaphatjuk az aramkor kapesolasi rajza alapjan is, ha
felirjuk a megfeleld szdmu csomodponti €s hurokegyenletet, majd azokat rendezziik a
kimenetek €s az allapotvaltozok szerint. Tehat a Kirchhoff-torvények és a kétpolusok
karakterisztikai teremtenek kapcsolatot a kapcsolasi rajz és a dinamikus leirds kozott, igy
létezik a kapcsolasnak egyértelmii dinamikus megfeleltetése. Ha a rendszernek csak egy
kimenete ¢és egy gerjesztése van, akkor a (3.1) (3.2) egyenletrendszerek egyszertisddnek

némileg. Tomorebb irdasmdddal a rendszer dinamikus leirasa ebben az esetben:

x=Ax+Bu (3.3)

y=C"x+ Du (3.4)

A korébbi leirashoz képest itt a B és C paraméterek matrix helyett csak vektort alkotnak,

D pedig a korabbi vektorhoz képest skalart.

3.3 Atviteli fiiggvény

A (3.3) és (3.4) egyenletek alapjan a Laplace transzformacioéval [7] attérhetiink a
komplex frekvenciatartomanybeli vizsgélatokra. Az attéréshez az allapotvaltozok kezdeti

értékeit zérusnak vesszik. Ekkor az attérés:
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-1
W(s)= C"[s-a|] B +D 3.5)

A (3.5) Osszefliggés n = 1, 2 vagy 3-adfoki rendszerekre konnyen elvégezhetd
analitikusan is. Nagyobb fokszdmu, bonyolultabb rendszerekre pedig 1éteznek numerikus
eljarasok, amivel W(s) szamithatdé [7]. Az attérésnek az eredménye altalanosan, egy

fliggvény, ami felirhat6 polinomok hanyadosaként:

B bps™ 4+ bp_1s™ P+ 4+ b
A(s) S+ ap_ 1S+ + a

deg(B(s)) =m, deg(A(s)) =n (3.7)

A (3.6) Osszefliggésben a szamlalo polinomjanak fokszama m, a nevezd polinomjanak
fokszama n. A gyakorlati feladatok jelentds részében ez az atvitel egy racionalis
tortfliggvény, azaz n > m [7]. Az atvitel szamlalojanak gyokeit zérusoknak, a nevezd
polinomjanak gyokeit polusoknak nevezziik. Felirhatdo a (3.6) gyoktényezds alakja

altalanosan, amit polus-zérus alaknak is hivnak:

(s=2z)(s—23) . (5—2Zp) _ i=1(5 — 7))
(s=p)—p2) . s—pp) [loi(s—p))

W(s)=K (3.8)

A rendszer dinamikajat nagy mértékben befolyasoljak a polusai. A polusok a késébbi
fejezetekben is fontos szerepet jatszanak. A rendszer polusait kozvetleniil a dinamikus
leirasabol is meg lehet hatarozni, ha megtfigyeljiik a (3.5) egyenletben szerepld inverz

matrixot:

adj (s - 4)

det (s1-)

[st-4] " =
Ha megfigyeljiik, hogy (3.9)-ben hogyan adddik az inverz, akkor észrevehetjiik, hogy a
szamlaloban szereplé determinans pont a (3.3)-ban hasznalatos 4 rendszermatrix
karakterisztikus polinomjat adja, ami egyben az atviteli fliiggvény nevezdjének A(s)
polinomjat fogja adni. Ennek a karakterisztikus polinomnak a gyodkei az 4 matrix
sajatértekei és egyben az atvitel polusai is, tehat a rendszer polusait a dinamikus

reprezentacioban hasznalt egyenletrendszer egyiitthatoibol szarmaztathatjuk.
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Szeretnék arra ravilagitani, hogy az el6z0 fejezetekben leirtak alapjan, a
csomoponti és hurokegyenletek felirasaval és a (3.3) és a (3.5) Osszefiiggésekkel a
kapcsolasi rajz alapjan kiszamithato az atviteli fiiggvény. Egyszeriibb halozatok esetében
ez elvégezhetd analitikusan, bonyolultabb halozatok esetében pedig hatékonyan
szamolhat6 numerikusan. Ezen okndl fogva a dolgozat tovabbi részében leginkabb az
atviteli fliggvényeket vizsgdlom, hogy milyen tovabbi megfontolasok tehetdek a worst-

case analizisfeladatok megoldasainak optimalizalasanak érdekében.
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4. Szeparalhatosag

Az 1.1 fejezetben bemutatott példan keresztiil lattuk, hogy az analizdland6
aramkor tobb részre bontasa csokkentette a szamitéasi igényt. Ha arra szoritkozunk, hogy
a paraméterek ¢és a kimenet kozotti kapcesolat leirhaté fliggvénykapcsolattal, akkor a

fiiggvényt analizalva felderithetd, hogy az hogyan bonthato tobb részre.

Erre vegyiik a kovetkezd példat. Tegyiik fel, hogy az (1.1), (1.2), (1.3)

egyenletekkel definidlt problémat a kdvetkezo egyszerii fliggvénykapcsolat irja le:

X2
f(x1,%2,%3) = x4 +x_3 4.1

A (4.1) egyenleten latszik, hogy Osszegként all eld, de az Osszeg egyik tagjaban sem
szerepel egyszerre az Osszes valtozo. Tegyiik fel, hogy ennek a kifejezésnek a maximalis
értékét keressiik €s tudjuk, hogy a paraméterek értéke minden esetben pozitiv. Mivel a
kimenet 0sszegként all eld, tudjuk, hogy akkor lesz maximalis, ha a tagok is maximalisak.
Az Osszeg egyik tagja maga x;. A masik tagja x> és x3 hdnyadosa. A hanyadosrdl pedig
tudjuk, hogy akkor maximadlis, ha a szamldloja maximalis, nevezdje pedig minimalis.
Tehat, ahelyett, hogy a hdromdimenzidés paramétertérben vizsgalédnank, elég azt
megnéznlink, hogy x;-nek €s x>-nek mi a maximuma, illetve, hogy x3-nak mi a minimuma.
Az analizisfeladatot az eredeti haromdimenzidés problémarol visszavezettik 3

egydimenzids problémara, és ez megkonnyitette a feladatot.

4.1 Matematikai megfogalmazas

A cél tehat az, hogy az eredeti szélsdérték-keresési problémat gy dekomponaljuk
tobb problémara, hogy azok egymadstol fliggetleniil legyenek megoldhatoak, és a
részeredményekbdl szdrmaztatni lehessen az eredeti feladat megoldasat. Ezt els6sorban a
paraméterek irdnyabol kozelitettem meg. Adott az (1.1), (1.2), (1.3) egyenletekben
definialt probléma, ahol n befolyasold paraméter van. Legegyszerlibb esetben a kiindulasi
feladatot két részproblémabol szarmaztatjuk. Ekkor a cél meghatirozni a befolyédsold
paramétereknek egy olyan diszjunkt binaris csoportositasat, amelyekre igaz, hogy a
csoportoknak egyik tagja se sziikséges egyszerre a részproblémak kiértékeléséhez. Ezt

formalizalhatjuk a kovetkezoképpen:
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fx) = H{g(x!), h(x!B)} 4.2)

A B]

x4l = {x1,%5, . X} x[Bl = {%m 4+ 10 Xm 4 20 0 X} 4.3)

xAuxBl = x e R® xAnxBl =g (4.4)

(4.2) egyenletben a 9{ operator koti 0ssze a részproblémakat, amik a paraméterek
fliggvényei. Ez az operator jellemzden valamilyen alapmiveletet képvisel. x4/ és x/B/ a
paramétereknek két halmaza, amelyek diszjunktak, és unidjuk adja a paraméterek teljes

halmazat.

Ha ilyen modellt szeretnénk alkotni a (4.1) Osszefliggés €s az utdna irt

megfontolasok alapjan, a kovetkez6 adodik:

H="4+" (4.5)

x4 = {x} xBl = {x,, x5} (4.6)
X2

g(x1) = x; h(xy, x3) = o 4.7)

3

Ha a probléméhoz a paramétereknek a binaris csoportositasait keressiik, és az egyik
csoport nem egy elemi, akkor eléfordulhat, hogy az még tovabb szeparalhat6. Példaul
(4.7) egyenletben szerepld 4 is, ahogy a fejezet elején targyaltuk. Ennek az eredménye az
lesz, hogy a probléma alapjan konstrualhatunk egy binaris fa struktarat, ami szerint
kiértékelhetjiik a fiiggvényt. Ezt mutatja a 4.1 dbra. A példaban a binaris fa levélelemei
(egységnyi fokszdmu csucsok) az identitasfiiggvények voltak, aminek a szélsdértékei
egyezni fognak természetesen az adott paraméter sz€élsdértekeivel. Szeretnék ravilagitani
arra, hogy az elddoket, (amelyek a levelek szélsOértékeit felhasznaljak) azért tudjuk
konnyen kiértékelni, mert alapmiiveletekrél van szo és ezeket jol ismerjiik. Tudjuk

hogyan fognak alakulni a sz¢lséértékek az operandusok fliggvényében.
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4.1 abra:

(4.1) egyenlethez tartozo binaris fa

4.2 Szeparalhatosag topologia alapjan

Az 1. fejezetben lathattuk, hogy van mdd arra, hogy szimplén a topologia alapjan
felbontsuk a worst-case analizisfeladatot tobb részre. Az 1.2 4braval kapcsolatban a
megfontolas az volt, hogy az egymast kovetkdé fokozatok bemeneti ellenéllasa jo
kozelitéssel végtelen, igy az eldzetes halozat részére transzparens. Ha nem is fordul el
minden dramkdrben, de ez nem egy specialis eset tekintve a mai kapcsolastechnikat,

amiben muveleti erdsitoket, MOSFET-eket hasznalunk.

Erre egy egyszerli példa a kovetkezd kapcsolds, amiben egy rezisztiv
fesziiltségosztot egy neminvertald erdsitéfokozat kovet. Ez latszik a 4.2 dbran. Ebben a
kapcsolasban, ha szeretnénk felirni analitikusan az ideélis miiveleti erdsité neminvertalo
labanal 1€évo potencialt, akkor ahhoz csak R;-re és Ro-re lesz sziikségiink pontosan azért,
mert az osztot kovetd muveleti erdsitdbe nem folyik dram, a kdvetd fokozat a bemeneti

rezisztiv 0sztd szdmara transzparens.
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4.2 abra:

Rezisztiv 0szto és neminvertalo fokozat.

A 4.2 abran lathato esetben a bemeneti impedancia végtelen volt. Ez egy kozelités,
nem létezik idealis muveleti erdsitd. Innen adodhat az o6tlet, hogy kezeljiik azokat az
eseteket is, amikor az eldzetes fokozat altal latott impedancia, ha ugyan nem is végtelen,
de nagy, és ez alapjan definidljunk valamilyen metrikat, amivel jellemezhet;jiik a rendszer
egyes csomopontjait, hogy mennyire ,,szorosan” kapcsolddnak egymashoz. Erre
olvashat6 egy példa a [14] szamu irodalomban, ahol a csomopontokat a hozza kotédo
impedancidkkal sulyoznak, és ez alapjan torténik a dekompozicié. Ennél bdvebben a
dolgozat keretében nem foglalkoztam a topologia alapjan torténd dekompozicioval.
Ennek az oka, hogy nehéz Aaltalanositani, mert az, hogy mely haldzatrészek
fliggetlenithetoek egymastol fiigg a feladattdl (a kérdéses mennyiségtél) is. Nem
feltétleniil jutunk a hal6ézatnak ugyan ahhoz a felosztasahoz, ha kiilonb6z6 mennyiségeit

vizsgaljuk.
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5. Szeparalhatosag atviteli fuiggvény alapjan

A korabbiakban (4.1 fejezet példaja) lattuk, hogy amennyiben rendelkezésiinkre
all valamilyen analitikus 0sszefliggés, akkor az segitség, hiszen ezt megvizsgalhatjuk és
van esély arra, hogy tobb részre tudjuk bontani a problémat. Ha a rendszer valamely
kimenete érdekes szamunkra, akkor ez az 6sszefliggés az adott kimenethez tartoz6 atviteli
fliggvény, amit a 3.3 fejezetben targyaltam. Ez egy kézenfekvd valasztas a rendszer
leirdsara, hiszen az aramkori kapcsolasbol, illetve a rendszer dinamikus leirdsabol is meg

lehet kapni.

5.1 Szeparalhatosag vizsgalata parcialis tortekre bontassal

Szoritkozzunk most erre az esetre, tegyiik fel, hogy a rendszert le tudjuk irni egy
atvitellel a komplex frekvenciatartomanyban. Ennek az eredménye egy komplex szam,
amely a frekvencian kiviil, a befolydsold paraméterektdl is fligg, és felirhaté polinomok
hanyadosaként. Tovabba tudjuk, hogy ha egy megvalosithatd elektromos rendszerrdl
beszéliink, akkor ez az atvitel racionalis tortfliggvényt fog adni:

B(5,%) _ by (x)s™ + bpy_1(2)s™ ! + -+ by(x)

Wis,x) = A(s, %) an(®)s™ + ap_1 (2)s™ T+ - ag(x)

(5.1)

m<n x€eRV (5.2)

x a korabbi jeloléshez hasonloan a befolyasold paramétereket foglalja magaban egy N
eleml vektor. Tegyiik fel, hogy vizsgaland6, hogy W(s,x) komplex atvitelt hogyan
befolyasoljak a kiilonb6z6 paraméterek. Mivel W egy komplex szam, jellemezhetd az
abszolut értékével és fazisaval. Az eldz6 fejezetben a fontos észrevétel az volt, hogy ha
az analitikus kifejezést Osszeg formdra hozzuk, akkor konnyebben szdmithatéak a
sz¢lsoértékel. Racionalis tortfliggvények esetében erre van lehetdség, ez a parcialis
tortekre bontas modszere. A technika sordn a komplex atvitelt tagok 6sszegére bontjuk,
ahol a tagok szintén polinomok hanyadosaiként adodnak. Ezt elvégezhetjiik (5.1)
egyenlet polus-zérus (gyoktényezds) alakja alapjan. Megvalosithatd halozatok esetében
az (5.1) egyenletben szerepld B(s,x) és A(s,x) egyiitthatoi valdsak lesznek, ezért gyokei
vagy valdsak lesznek, vagy komplex konjugalt parok. Ezen feliil eléfordulhatnak a
gyokok tobbszords multiplicitassal. Ha ismerjiik a nevezd polinomjanak gyokeit (a

polusokat), felirhat6 [7]:
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by (x)s™ + b1 (x)s™ 1 + -+ by(x)

W) = )G — @) — G = po®) e
KRG K, (x2) K, (27
B N € ) M R N ) T N ) L
(li]
W(s,x) = Kxr) (5.5)

L (s = p )

Ha az atvitelt felbontjuk ilyen alakra, akkor az (5.5) egyenlet egy 0sszeget ir le, amelyben
frekvenciafiiggd komplex szamok szerepelnek. Az egyenletben ¢; az adott gyok (pdlus)
multiplicitasat jeloli, értéke akkor nagyobb, mint 1, ha az adott polus tobbszords. A
szamlalokban szerepld K; egyiitthatok, és a nevezdben szerepld p; polusok nem feltétlentil
fiiggenek a befolydsold paraméterek teljes halmazatol, hanem annak csak egy
részhalmazatol, ezt jeloli a felsd index. Ha ezeket a tagokat a komplex szamsikon
abrazoljuk, akkor vektoridlisan 6sszegezhetjiik dket. Ezt mutatja a kdvetkezd abra, ahol

a v; vektorok az (5.5) 0sszeg tagjait képviselik:

Im
A

Ve

V2 V1 Vw.c.

V3 Re

5.1 abra:

(5.5) sszefliggés, mint vektorialis dsszeg.

Az abra hivatott illusztralni, hogy miért is nehéz ez a feladat. Az eredé vektornak (v.) a
hosszét az 0sszeg tagjainak nem csak a hossza befolyasolja, hanem a fazisa is, ami szintén

valtozhat a befolyasold paraméterek fliggvényében. Ezt konnyithetjiik, ha a tagoknak
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képezziik az abszolut értékét, ekkor az atvitel erdsitését becsiilhetjiik feliilrdl ((5.6)
egyenlet). Ezt mutatja vi.c az 5.1 abran. Ez viszont csak egy felsé becslés, az erdsités
also korlatjarol nem tudunk masra érdemben kovetkeztetni. Tovabba ez csak akkor jelenti
a szamitasi terhek csokkenését, ha az egyes tagok hosszat valoban egymastol fiiggetlentil
tudjuk vizsgalni, tehat, ha két tag esetében x// és x// metszete az iireshalmaz, hiszen ekkor
nincsenek a tagokban k6zos befolyasold paraméterek.

n

WDl = )

i=1

K (el
(s — pixi)

(5.6)

Ha a fazisr6l szeretnénk valamilyen megfontolést tenni, az hasonléan nehéz, hiszen az
ered6 vektor fazisat az erdsitéssel analog modon nem csak a tagok fazisai befolyasoljak,

hanem a hosszaik is.

5.2 Szeparalhatosag vizsgalata polus-zérus alakkal

Ezzel ellentétben, ha felirjuk az atvitel polus-zérus alakjat, akkor az atvitel
abszolut értéke ¢és fazisa is a tagok ismeretében egyszeriibben szamithato. Az atvitel

gyoktényezOs (polus-zérus) alakja:

(s — z1(xm)) (s — z, (%)) . (s — zp (xPmD)) (59
(s = p1 (xP)) (s — po(xlP2])) .. (s — pp(alPnl))

W (s, x) = K(x¥

UBICEFACE) (5.8)
n_ (s — p(alPily)

W(s, x) = K(xl*)

Az (5.7), (5.8) egyenletekben is az x vektor felsé indexei jelzik, hogy a paraméterek
ersitéshez, polushoz vagy zérushoz tartozo részhalmazarol van szo. Komplex szamok
szorzatanal az eredd hossz a tagok hosszénak szorzataként, az eredd fazis pedig a tagok

fazisainak Osszegeként adddnak:

17| (s — zi(x[7dy)| (5.9)

W (s,x)| = |K(x[k])| - 0]
n_y|Gs = pialPily)|

arg(W(s,x)) = [i arg (S - z; (x[zﬂ))] _ Zn: arg (S _ 'pj(x[pf])> (5.10)
i=1 =

Az (5.9) és (5.10) Osszefliggés a (5.6) egyenlethez képest nem egy felsé becslés, hanem

az eredd atvitel fazisanak és szogének pontos értéke. Az atvitel abszolut értéke és fazisa
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egy-egy skalaris mennyiség, igy a problémat visszavezettiik az 1.2 fejezetben targyaltra.
Erre mar hasznalhat6 az Osszes optimalizacids eljards, ami abban a fejezetben be lett

mutatva, igy kereshetiink az atvitel fazisahoz és erdsitéséhez alsé és felsé korlatokat.

Ha megfigyeljiik az el6z0 két egyenletet, akkor latszik, hogy a rendszer atvitelét
alapvetden 3-féle tag hatarozza meg: az erdsitése (K), polusai, illetve zérusai. Az (5.10)
egyenletben raadasul a 4. fejezetben leirt példdhoz hasonléan a komplex tagok
Osszegekkeént ¢s kiilonbségekként adjak az eredd atvitelt. A (4.1) példaban lattuk, hogy
ez konnyebbséget jelentett, hiszen a vizsgaland6 paraméterek terét csokkentette. Ebben
az esetben viszont nem kozvetleniil a paramétereket koti Ossze az 0Osszeg-, €s
kiilonbségképzés, hanem az arg(s-z;) és arg(s-p;) tagokat. Mi jellemzden a befolyasold
paraméterek korlatjait ismerjiik, ahogy az (1.2) egyenlet is mutatja. Viszont, ha ismerjik
az analitikus 0sszefiiggéseit a polusoknak €s zérusoknak, akkor azoknak is szamithatjuk
a korlatait. Természetesen eldny, ha a polusok és zérusok a befolydsold paraméterek
monoton fliggvénye, de ha az alapmiiveletek kotik 6ssze a paramétereket az analitikus

Osszefliggésekben, akkor is konnyen adhat6 alsé és felso korlat az adott tagra [11].

Az (5.9) Osszefiiggésben az elobb emlitett tagokat nem Osszegzés ¢s
kiilonbségképzés koti 0ssze, hanem szorzas €s osztds. Raadasul az egyenletben a tagok
abszolut értékeinek szorzatai és hanyadosai szerepelnek. Ez is enyhiti a szamitasi

terheket, hiszen pozitiv szamok szorzata:
e maximalis, ha a tagok maximalisak
e minimalis, ha a tagok minimalisak
Pozitiv szamok hanyadoséra pedig igaz, hogy:
e maximalis, ha a szamlalé maximalis, a nevezd minimalis
e minimalis, ha a szamlalé minimalis, a nevez6 maximalis

Ez alapjan, ha ismerjiik (s-z;), (s-p;) és K tagok abszolutértékeinek korlatait, akkor
konnyebben kiértékelhetjilk az erdsitéshez tartozd Osszefiiggést, és adhatunk ra

korlatokat.

5.3 Numerikus atvitelek

Az elozéekben leirtaknal adottnak tekintettiik, hogy az atvitelt ismerjik

analitikusan, s6t a polusok, zérusok €s erdsités fiiggését is ismerjiik a paraméterektdl. Ez
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nem minden esetben adott. Ha esetleg a kapcsolas sematikus dbrdja adva van valamilyen
megoldo szoftverben, ami szdmolja az atvitelt, elveszhetnek az analitikus dsszefliggések
az egyenletrendszerek megoldasa soran, amikor a megoldd Osszevonja az azonos
dimenzidju tagokat. Példaul, ha a halozatba szerepel egy soros L-C tag, akkor annak
impedancidja egy adott frekvencian 6sszevonhato egyetlen paraméterbe. Viszont ebben
az esetben is rendelkezésilinkre allhat az atvitel numerikusan, mint (5.1)-ben, igy ismerve
bi és a; egyiitthatokat. Az el6z0 alfejezetben lathattuk, hogy a polusoknak és zérusoknak
kitiintetett szerepe volt mind a fazis, mind az erdsités szamitdsdhoz. Ezeket
szarmaztathatjuk b; és a; egyiitthatokbol. Az esetek tobbségében viszont ezt is csak
numerikusan tehetjiik meg, hiszen a gyokok analitikus kifejezésére az egylitthatokbol
csak harmadfokt polinomokig ismeretes Osszefliggés. Numerikusan viszont szamolhato6,
¢s szeparalhatdésag szempontjabol els6sorban az érdekes, hogy az egyes poOlusok és
zérusok mely paraméterektdl fiiggenek. Tovabba a rendszerhez tartoz6 polusokat nem
csak az atvitelbdl, hanem a (3.9) Osszefiiggés alapjan, a dinamikus rendszert leiré A

rendszermatrix sajatértékeiként is szamithatjuk.

Ha van lehetdségiink a numerikus atvitelt akar a halozat, akéar a dinamikus leiras
alapjan Ujraszdmolni a paraméterek kiilonbozd allasa mellett, akkor tehetliink néhany
megfontolast a valtozokra. Ebben az esetben vizsgalhatjuk numerikusan, hogy a rendszer

polusai és zérusai mely paraméterektdl fliggenek. Vegyiik példaul a kovetkezd haldzatot:
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5.2 abra:

Halozat a polusok és zérusok elmozduldsanak vizsgalatahoz.

Tegyiik fel, hogy a halozat fesziiltségatviteléhez tartozo analitikus Osszefiiggést nem
ismerjiik, csak a numerikus atvitel egytitthatoit, amit megkaphatunk a hélozatra felirhato
Kirchhoff egyenletek rendezésével. Ha rendelkezésilinkre allnak az egyiitthatok akkor
szamithatjuk a gyokeit, igy eljutva (5.8) egyenlethez. A szeparalhatdsag szempontjabol
viszont az az érdekes, hogy melyik polus vagy zérus fog valtozni, ha az egyes
paramétereket allitjuk. Ezt vizsgaltam a kovetkezd szimuldcioban. Mindegyik passziv
paraméterhez 10 % tlirést rendeltem, majd mindig kivalasztottam egy paramétert, amelyet
allitottam a tiirési tartomanyon beliil a tobbi elem névleges értéke mellett, majd igy
vizsgaltam a poélusok és zérusok elmozdulésat. Ez latszik az 5.3 dbran. Pirossal jeloltem
a paraméterek névleges értékeihez tartozo poélusokat €s zérusokat, kékkel pedig azt, hogy
hogyan mozdulnak el az adott paraméter valtoztatisaval. Nehéz szemléletes abrat
késziteni, mert a polusok €s zérusok tag tartomanyban tudnak valtozni. Az 4bran azt
érdemes megfigyelni, hogy a paraméterek valtozasaval elmozdulnak a polusok és

zérusok, de nem mindegyik paraméternek van erre réhatésa.
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Pole-zero migration with parameter variation
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5.3 abra:

Polusok és zérusok elvandorlasa.

A szimuléci6 utan rendelkezésemre alltak a numerikus értékek, igy fel tudtam jegyezni,
hogy mely polusokra és zérusokra mely paraméterek voltak hatdssal. A rendszer
atviteléhez tartozd polinomok fokszamabdl eldre tudhatod, hogy hany zérusa és hany
polusa lesz. A példaban szerepld haldzatnak 3 polusa €s 2 zérusa van, és az alabbi modon

fiiggenek a paraméterektol:

Ri|R R | Cr | Co|Cs
pi X X | X
p2 X X
D3
Z] X X
Z2 X X X

5.1 tablazat:

Polusok és zérusok fiiggése a paraméterektdl
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A tablazat alapjan p; nem fligg egyik paramétertdl sem. Ez azért van, mert a rendszer
tartalmaz egy integratort, azaz a nevezének gyoke a nulla. Ez latszik is az 5.3 dbran. A
tablazaton pedig az latszik, hogy a paramétereknek Ilétrehozhatjuk egy diszjunkt
csoportositasat. Figyeljiik meg, hogy a p; polust és z; zérust befolydsold paramétereknek
nincsen k6zos metszete a p2 polust és z> zérust befolydsold paraméterekkel. Ez alapjan

létrehozhatjuk a paramétereknek a kovetkezd diszjunkt csoportositasat:
2= {Ry,R3, G} %l = {Cy, (3, Ry} (5.11)

Ez mar elég ahhoz, hogy a rendszer fazisat hatékonyabban vizsgaljuk. Ugyanis (5.10)
egyenlet alapjan megvizsgalhatjuk, hogy x/// paraméterei szerint a fazisnak hol van
szélséértéke, majd azt, hogy x/?/ paraméterei szerint hol van, és a két részprobléma 4ltal
definialt szélséérték hely fogja adni a teljes probléma szélséértékének helyét. igy
ahelyett, hogy az eredeti 6-dimenzidés paramétertérben vizsgalodnank, csak a 2x3

dimenzids paramétertérben kell megtalédlni a szélsdértékeket.

Az atvitel erdsitésének hatékonyabb vizsgalatahoz nem elég viszont csak a
polusokat és zérusokat szeparalni, hiszen az fiigg a rendszer K erdsitéstdl is. Az erdsitést
is lehetne vizsgélni a polusokhoz és zérusokhoz hasonloan, de az alapjan még nehéz lenne
a paraméterek kozti kapcsolatra kovetkeztetni az erdsitésben. Viszont, azt meg lehet
vizsgalni, hogy az a csoportositds érvényes-e az erdsitésre, amit a polusokra és zérusokra

talaltunk. Tegytik fel, hogy igen, és szorzas koti Ossze a paraméterek halmazat:

K(x) = Ky (x)Ky (x?) (5.12)
m — .
W, x21) = K, (1) i (xl21) Ll =28 = ). (5.13)
k =1(S - pk)

Ekkor generalhatunk értékeket x/’/ és x/?/ halmazokhoz a paraméterek tiirésein beliil.
Legyenek az egyik halmaz paraméterei kotott értékek, mig a masik halmaz értékeit
szorjuk a paraméterek tiirési tartomanyan beliil. Vegyiink példaul két generalt x/V/

halmazt, jeldlje x!/"7/ és x!/!"?/ és csinaljuk a kovetkezot:
1. Generéljunk egy x/¥/ halmazt.
2. Ertékeljiik ki Wi/, x[?/ ) atvitel erésitését egy adott frekvencian.
3. Ertékeljiik ki W(x!/"?, x[?/ ) atvitel erésitését ugyanezen a frekvencian.

4. Vegyiik W1 x?1') és W(x!"? xI? ) hanyadosat.
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5. Ismételjiik meg 1.-et.

Ha igy jarunk el, és helyes a feltevésiink, hogy K felbonthatd (5.12) szerint, akkor azt
fogjuk tapasztani, hogy a hanyados alland6 lesz. Ez azért lesz igy, mert a polusokra és
zérusokra mar belattuk, hogy a fiiggésiik ezt a diszjunkt csoportositast koveti, igy a
hényadosban kiejtik egymast az x/?/-t61 fiiggd tagok. Ebbdl a ciklusbol végezhetiink N
darabot, és ha minden esetben alland6 az erdsités, akkor elfogadjuk, hogy K szeparalasa
helyes. Az ismétlés indoklasa az, hogy egyszeriien a paraméterek kapcsolatabol adédoan
eléfordulhat, hogy rossz kovetkeztetésre jutunk, €s ezt azzal szeretnénk kizarni, hogy tobb

véletlen probalkozast tesziink.
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6. Intervallumaritmetika

Az intervallumaritmetika technikdja mar emlitésre keriilt a 2.2.1 fejezetben.
Ahogy ott is szerepel, a modszer alapgondolata, hogy skalarok helyett intervallumokkal
dolgozik, amelyeket két valdos szam definial: a szuprémuma és infimuma. Ezekre az
intervallumokra definidlva vannak kiilonb6z6 miiveletek. A dolgozat szempontjabol a
legfontosabb, hogy az alapmiiveletek értelmezhetdek intervallumokkal. Ezen feliil még
van néhany tovabbi tulajdonsaga a technikanak, de ezekre terjedelmi okokbol itt nem
térek ki, de [11] szamu irodalomban fellelhetd. A kovetkezd egyenletekben /a,b] jeldl

egy intervallumot, ahol a az intervallum infimuma, b a szuprémuma:

[a,b] + [c,d] =[a+c,b+d] (6.1)
[a,b] —[c,d] =[a—d,b— ] (6.2)
[a,b] - [c,d] = [min(ac, ad, bc, bd) ,max (ac, ad, bc, bd)] (6.3)
0 ¢ [cd] la, b] = [min (E,E,é,é),max (E,E,é,éﬂ (6.4)
[c,d] c'dc’'d c'dc’d

Annak a részletes magyardzatira nem térek ki, hogy miért igy vannak definidlva a
kiilonb6zé miiveletek, de ha jobban meggondoljuk az eldbbi négy definicidt, akkor
belathatjuk, hogy ha ebben a formaban hasznaljuk a miiveleket, akkor a miiveletvégzés
soran végig kiilsé becslésekkel fogunk dolgozni, marpedig pontosan ez az, ami motivalta
ennek a modszernek a kidolgozasat. Ez egy lehetséges megkozelités arra, hogy

paramétereket modellezzen, amelyek egy adott intervallumon beliil veszik fel értékeiket.

Ha a kilonboz6 miveletek definidlva vannak az intervallumokra, akkor
értelmezhetdek azok a fliggvények is, amelyek a definidlt miiveletek kompozicidjaként
allnak el6 [15]. Ezt hasznaltam a 2.4 abra szerkesztéséhez, amin a (2.6), (2.7)

egyenleteket intervallumokkal értékeltem ki ennek a fejezetnek a definicioi alapjan.

6.1 Kiterjesztés komplex intervallumokra

A val6s intervallumok kiterjeszthetéek a komplex szdmsikra, igy hasznalhatoak
komplex mennyiségek behatarolasara. Ahogy mar emlitve volt, erre két modszer is

lehetséges. Reprezentalhatjuk a komplex szamot polarkoordinata-rendszerben vagy
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Descartes-féle koordinata-rendszerben. Ezt mutatta a 2.5 abra. A jobb kezelhetdség miatt
az utodbbira szoritkozunk ebben a dolgozatban. Ebben az esetben a komplex intervallumot
két valds intervallum rendezett parja definidlja, azaz négy valds szam. Az egyik

intervallumot a képzetes részhez, a masikat a valds rész leirasahoz hasznaljuk:

A=[ab]+jlc,dl={x+jy:a<x<bc<y<d} (6.5)
A=1[ab] A =]cd] (6.6)
A= (AA) (6.7)

A komplex intervallumot A jel6li, annak valds és képzetes részét 4 €s 4 jeldli, amelyek
valos intervallumok. Ismét mélyebb targyalds nélkiil k6zlom, hogy hogyan vannak
definidlva a miiveletek a komplex intervallumokkal [11]. A motivacié hasonl6 a valos
esethez. A korabbiakhoz hasonléan a komplex intervallumokat a ,,dupla-szara” betiik

jelolik, azoknak képzetes és valos részeit nagy latin betiik:

A=(AA) B = (B,B") (6.8)
A+ B =(A+BA +B) (6.9)
A-B=(AB—-A'B',AB'+ A'B) (6.10)

0¢ B (6.11)

A (AB+A'B' A'B— AB'
B \ B2—B'2’ B2—PB"

Ezen egyenletek mellett még definidlva van a konjugalt intervallum, és egy intervallum
negativja. A konjugalt intervallum szimmetrikus a valos tengelyre, a negativ pedig az
origora, ahhoz hasonléan ahogyan a nem-intervallum komplex szamok esetében is

torténik:
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6.1 abra:

Konjugalt és negativ komplex intervallumok.

6.2 Alkalmazas

Az 5. fejezetben lathattuk, hogy ha felirjuk az atvitelt gyoktényezds alakban,
akkor el6fordulhat, hogy azt komplex tagok szorzatdra tudjuk bontani, amelyeket
szamolhatunk egymastol fiiggetleniil, ha az adott podlusokat, zérusokat, és erdsitést
kiilonboz6 paraméterek befolydsoljak. Az atvitel gyoktényezds alakja a kovetkezd. (Ez

az (5.8) egyenlet megismételve, a jobb olvashatdsag jegyében).

(s — zi(xhy)

n_ (s —pj(alPily)

W (s, x) = K(x") (6.12)

A (6.12) egyenlet komplex tagok szorzatabol és hanyadosabol tevodik 0ssze. A tagokhoz
rendelhetiink egy-egy komplex intervallumot, amivel a miiveletek eredményeként
szamithatunk egy komplex intervallumot W(s,x)-re. Ha rendelkezésiinkre all ez a
komplex intervallum, mint eredmény, abbol kiszamithatjuk az erdsités, és a fazis worst-

case értékeit a komplex intervallum ,,sarkaibdl”. Ezt mutatja a 6.2 dbra.
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Im Im

4 A
W(s,x)
XX [W(S,X) | max arg(W(s,x))max s W)
|W(er)|min\ - K K
> \ >
Re ™ Re
arg(W(SrX))min

6.2 abra:

Worst-case becslés komplex intervallum alapjan.

Komplex intervallumokkal nem minden esetben végezhetd osztas (6.11) alapjan. Az
osztas csak akkor végezheto el, ha a nulla nem eleme az oszt6 intervallumnak. Osztani
viszont sziikséges a (6.12) egyenlethez. Amennyiben a rendszer stabil, a pdlusai a bal
félsikra esnek [7]. Az osztas az (s-p;) tagokkal torténik. Gerjesztés-valasz stabilis rendszer
esetében ¢élhetlink az s = jo helyettesitéssel. Ekkor, ha tudunk rendelni egy komplex
intervallumot p; polusokhoz, a transzformaciokkal rendelhetiink egyet a (jw-p;) tagokhoz
is. Mivel p; a bal félsikon van, -p; a jobb félsikon lesz, az origora szimmetrikusan. Ehhez
adodik jo, ami eltolast jelent. Ezeket a transzformdciokat mutatja a 6.3 dbra. Tehat a
(6.12) egyenlet stabil rendszerek esetében kiértékelhetd komplex intervallumokkal, amit,
ha kiértékeliink a korabban definialt intervallumaritmetikai miiveletekkel, adhatd egy

becslés az atvitel erdsitésére és fazisara is.
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6.3 abra:

Polusok transzformaciodja.

Ha ismerjiik a rendszer polusait analitikusan és a rendszer fazisat vagy erdsitését
vizsgaljuk kiilon-kiilon, akkor nincs is feltétlen sziikség az intervallumaritmetika
komplex kiterjesztésére. Ebben az esetben (5.9) (5.10) egyenleteket értékeljiik ki. Ha
megvalosithatd dramkordkre szoritkozunk, akkor az atvitel racionalis tortfiiggvény lesz,
ami valos egyiitthatds polinomok hanyadosaként felirhato. Ekkor igaz, hogy mind a

zérusok, mind a polusok valds szamok lesznek, vagy konjugalt parok.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik a zérusokat és polusokat analitikusan. Ha valos
zérusokrol vagy polusokrdl van sz9, leirhatjuk egy valos intervallummal. Ha képzetesrdl,
akkor irjuk le két intervallummal, ahogy a komplex szamsikra valod kiterjesztésben is
bemutattuk. Ha stabil a rendszer, €lhetiink az s = jo helyettesitéssel €s kifejthetjiik az
(5.9) és (5.10) osszefiiggéseket (az atvitel és polusok s-tdl, illetve x vektortol vald
fiiggésének jeldlését elhagyom). Az (5.9) egyenlet kifejtve:

znzllgw - Zl)l

W= |K| - (6.13)
k=1l0w —pi)l
ha Zi eC: Zi = +Jﬁl ha Di eC: Pi= Vi +]6l (6.14)
m 7 2 1 Tk ((w—a)2+ﬁ2)
U (wz +Z‘2) Hl =1\/ l l
W = |K| (6.15)

\/(‘U + pi?) an \/((w V)2+52)
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Az eldz6 egyenletekben a polusokat és zérusokat valds és képzetes csoportokra osztottam,
a valos és képzetes zérusok szdma rendre m, és my a valds és képzetes polusok szdma
pedig rendre n, és nr. (6.15) egyenletben szerepld gyokjel alatti tagokhoz rendelhetiink
egy-egy valos intervallumot. Szeretném felhivni a figyelmet arra, hogy a komplex
polusok és zérusok esetében is valds intervallumok fognak szerepelni a gyokjelek alatt,
nem sziikséges hasznalni a komplex kiterjesztést. Ha jobban meggondoljuk, a tagok
abszolut értékeit irjuk le a megfeleld valos intervallumokkal. A gydkvonas, mint mivelet
nem lett definidlva ebben a dolgozatban, de a fontos észrevétel az, hogy a gyokvonas,
mint fliggvény, egy szigoruan monoton fiiggvény. Ez azt jelenti, hogy amennyiben a
gyokjel alatti kifejezésekhez képesek vagyunk rendelni egy valos intervallumot, akkor,
ha annak kiértékeljiik szupréemumanak és infimumanak a gyokét, akkor az tovabbra is egy
kiils6 becslése lesz a gyokos kifejezésnek a monotonitasa miatt. Figyeljik meg azt is,

hogy a kifejezésben a gyokjel alatt csak pozitiv szdmok fognak eléfordulni.

Hasonldan szerencsés a helyzet, ha a rendszer fazisat vizsgaljuk. Ebben az esetben

(5.10) egyenletet fejtjiik ki:

arg(W) = [Z arg(s — Zl-)] — lz arg(s - pj) (6.16)
i=1 j=1

haZiE(C:Ziz ai+jﬁl- hapiE(C: pl=Vl+]61 (6.17)
my

arg(W) = i [arctg (Zﬁl)] £y [ aretg — al>]

z Jarctg (2) z Jareeg (“522)

Ebben az esetben is elég valds intervallumokat hasznalni, igy az arctg fiiggvény

(6.18)

argumentumaban is csak valos intervallumok fognak szerepelni. Mivel az arctg is
szigoruan monoton fliggvény, a gydkvonasnal bemutatott megfontolasok alapjén, itt is

konnyen képezhetiink kiilsé becslést az intervallumokhoz.
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7. Osszehasonlitas

Ebben a fejezetben 0sszegzem a targyalt modszereket. Ennek a demonstralasahoz
egy miveleti erdsités kapcsoldst hasznalok. Ez az 5.2 abran szerepld kapcsolas

kiegészitve egy RC taggal:

C3

3.3n

Rki

| Vin

10k Cki

I

7.1 abra:

Kapcsolas a modszerek bemutatasahoz.

A kapcsolasnak vizsgaljuk az atvitelét: annak erdsitését és fazistolasat. Ismerjiik a
paraméterek névleges értékét, és azoknak a relativ hibajat, ami a példaban 5 %. Ennek az

aramkornek felirhato analitikusan az atvitele:

_ 1 (sR,Cy + 1)(s(Ry + R3)Cs + 1) o
SR,(C; + C,) (SRyC15 + 1)(sC5R5 + 1)(SRy;Cy; + 1)
L = GG (7.2)
C, + G,

Ez az atvitel mar van annyira komplex, hogy az analitikus 0sszefiiggés alapjan nehéz els6
ranézésre megallapitani, hogy az erdsitésének vagy fazistolasanak mi lesz a worst-case

értéke. A kapcsolas atvitele a névleges értékek mellett:
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7.2 abra:

7.1 kapcsolas atvitele a feltiintetett névleges értékek mellett.

Az atvitelt vizsgalhatjuk a 2.1.2 bemutatott Monte-Carlo mddszerrel. Ehhez minden

frekvencian generdltam 10 véletlen paraméterhalmazt, majd kiértékeltem a (7.1)

Osszefiiggést:

45

@) Monte-Carlo

40 ) 4
Nominal

35

30

25

20

Gain [dB]

5 ;
10 4

Frequency [Hz]

Phase [deg]

Monte-Carlo i

o

Nominal
20 L
2 10

4 106

Frequency [Hz]

7.3 abra:

7.1 kapcsolas Monte-Carlo analizise.

Az abran latszik, hogy a Monte-Carlo analizissel kapott pontok a névleges gorbét kovetik,

ahogyan vartuk. Viszont a szimulacidoban minden frekvencidhoz csak 10 véletlen pont

tartozik, amelyek nem feltétlentil érik el a worst-case értékeket.
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A kapcsolast megvizsgalhatjuk a 2.1.1 fejezetben bemutatott Extreme Value Analysis
modszerével is. A Monte-Carlo szimulacioban minden frekvencian 10-szer értékeltem ki
(7.1) egyenletet, viszont az EVA esetében, mivel 8 befolyasolé paraméter van, 256
kiértékelést sziikséges elvégezni. Az igy kapott eredmények koziil valasztjuk ki a

szélsdértékeket mind az erdsités, mind a fazis esetében:

45 220

200 | 4

180 L 4

160 L 4

140 | 1

— =
g £ 120 | ]
£ o
@©
) ©
T 100 | J
80 | 4
60 [ 4
0 EVA 40 EVA ]
Nominal ___ Nominal
5T L 20 T L
10 2 10 4 10 © 10 2 10 4 10©
Frequency [Hz] Frequency [Hz]
7.4 abra:

7.1 kapcsolas vizsgalata EVA-val.

A képen hasonl6 hibasavot kaptunk 7.3 abrahoz képest. A korabbi fejezetekben sz6 volt
arrol, hogy az EVA akkor miikodik jo, hogy ha monoton fiiggvényeket vizsgalunk vele.
Az éabrén latszik, hogy az atvitel minden pontjahoz sikertilt felsé becslést talalni, de ez
nem jelenti azt, hogy megtalaltuk a worst-case értékeket, hiszen ahhoz be kellene latni,
hogy a kapcsolast leird atvitel a paraméterek szerint monoton. A kapcsolashoz

kiszdmoltam a worst-case értékeket a lineéris hibaterjedés modszerével is:

46



45 . 250

Gain [dB]
Phase [deg]

EVA
Nominal
-5 I 0 b/ I

[ EVA

Nominal

102 104 10°© 102 104 108

Frequency [Hz] Frequency [Hz]

7.5 abra:

7.1 kapcsolas vizsgalata linearis hibaterjedéssel.

Ezen az dbran megfigyelhetd az, hogy vannak pontok, ahol a modszer a hibasavot kozel
zérusnak becsiili. Ez azért van, mert ezekben a pontokban a kiilonb6z6 derivaltak értékei
nagyon kis értékiiek. Erdekes megfigyelni, hogy ezek a pontok a fazishoz tartozé gorbén

mintha az inflexios pontjainal lennének.

Végiil elvégeztem az analizist a dolgozatban bemutatott intervallumaritmetika
modszerével is. Ezt a szimulaciot is MATLAB-ban végeztem. Ehhez egy elére megirt nyilt
forraskodu ,, interval” osztalyt hasznaltam, amelyekkel valds intervallumokat Iehet
létrehozni, €és definidlva vannak hozzajuk a kiilonbozé miuveletek [16]. A rendszer
analizisé¢hez a (6.13) és (6.16) egyenletben bemutatott modszert hasznaltam. Mivel a
rendszer erdsitése, polusai és zérusai elére ismertek voltak, azokhoz képes voltam
definialni intervallumokat a paraméterek névleges értékei és szorasai alapjan. gy ki
tudtam terjeszteni a rendszer atvitelét igy, hogy minden frekvencian egy intervallumot

kapjak, ami a fazishoz és az erdsitéshez tartozik. A kdvetkezd eredményeket kaptam:
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7.6 abra:

Kapcsolas vizsgalata intervallumaritmetikaval.

Az é4bran lathat6, hogy jellegre koveti a fliggvényt a névleges gorbét, de a korabbiaknal
sz¢lesebb savokat eredményez a modszer. Viszont ezekrdl a savokrol tudjuk, hogy kiilsé

becslések [15]. Az Osszehasonlitas végett a kiillonb6z0 mddszerek egy kozos abran:
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7.7 abra:

Modszerek 6sszehasonlitasa.
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Az abran megfigyelhetd, hogy az intervallumaritmetikdval adtuk a lehetd legtagabb

korlatokat. Ezen kiviil azt is megfigyelhetjiik, hogy az EVA meglehetdsen hozzasimul a

Monte-Carlo analizissel kapott eredményekhez. Ranagyitva a fazisra és az erdsitésre:
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7.8 abra:

Fazis és erosités kozelebbrol.

Ezen az dbran jobban megfigyelhetd, hogy az EVA jo becslést ad abban az értelemben,
hogy a Monte-Carlo modszerrel szort paramétereket képes kiviilrol becsiilni. A linearis
modszer viszont az erdsités esetében olyan intervallumot ad meg, ami a Monte-Carlo
modszerrel szort értékek kozé esik, igy alabecsiilhetjiik vele a fliggvényt. A fazisnal,
ugyanezen szimulaciondl azt latjuk, hogy még az intervallumaritmetikdval kapott

korlatoknal is szélesebbet ad meg.

Osszességében elmondhatd, hogy intervallumaritmetikdval egy robusztus és
biztonsagos becslés adhato. Az dbrakon az latszik, hogy az EVA szlikebb becslést ad, és
a Monte-Carlo szimulacioval kapott értékeket is kiviilrdl becsiili. Az adott példadban a
Monte-Carlo ¢és az EVA moddszerek egyiittes kiértékelésével arra kovetkeztethetiink, hogy
az atviteli fliggvény valddi szEls6 értékét az EVA mddszer szolgaltatja. Ennek oka, hogy
az EVA abban az esetben tud helytelen eredményt szolgéltatni, amennyiben a vizsgalt
fliggvény nem monoton, tehat sz€lso értéke nem a paraméterek valamely sz€lso értékénél
talalhatd. A Monte-Carlo mddszer viszont a paramétertartomanyokon beliili pontokat is
"letapogatja", és az eredmények alapjan nem lathat6, hogy a Monte-Carlo modszer
barmikor is tdgabb korlatot adott volna, mint az EVA, tehat feltételezhetéen a

paramétertartomanyok sz¢lén talalhato az atvitel sz€Iso értéke.
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Amellett, hogy az adott metodika mennyire jol becsiili a worst-case értékeket,
fontos szempont az is, hogy mennyi ideig tart kiértékelni a szimuldcidt. Az EVA ugyan
szlikebb hibasavot tudott eredményezni, mint az intervallumaritmetika, viszont futasi
1d6ben rosszul teljesit, hiszen a szamitasi igénye a paraméterek szamatol exponencialisan
fiigg, és ez mar a példaban szerepld 8 paraméternél is érzédik. Ezt megprobaltam mérni
MATLAB kornyezetben, amiben a szimulacidkat is végeztem, de ez nem egy teljesen
korrekt mérés, hiszen sok tényez6tdl fligg a futasi id6. Tobbek kozott fiigghet attol, hogy
mennyire hatékonyan implementaltam az algoritmusokat vagy a hardware-tdl is. Az eltelt
1d6 méréséhez a MATLAB beépitett tic és toc fliggvényeit hasznaltam. Ha ez nem is egy
preciz mérési eljaras, de arra alkalmas, hogy egymdashoz viszonyitsuk nagysagrendileg a
kiilonboz6 algoritmusok futasi idejét. A fejezethez végzett szimulaciok mérését

elvégezve a kovetkezoket kaptam:

MATLAB-bal mért ido [s]
intervallumaritmetika 3.64
linearis kozelités 82.1
Monte-Carlo 191.5
EVA 495.8

7.1 tablazat:

Futasi id6k 6sszehasonlitasa.

A tablazatban szerepld adatokon latszik, hogy az eljarasok futasi ideje kdzott szamottevo
kiilonbségek vannak. Ez a tdblazat jol mutatja, hogy az EVA j6 modszer lehet worst-case
becslésekhez, de a futasi ideje nem elhanyagolhato, raaddsul a szoban forgd példaban
csak 8 paraméter hatasat vizsgaltuk. Ezzel ellentétben az intervallumaritmetika modszere
gyorsnak mondhato €s biztos eredményt ad. A Monte-Carlo szimulécio is hasznos lehet,

de a futasi id6 nagyban fiigg a szimulacié paramétereitdl, és nem ad egzakt eredményt.

A fenti analizisfeladat egy jo példa arra, hogy az altalam fejlesztett szeparalasi
modszer javitani tudja a worst-case analizis feladatok hatékonyséagat. Jollehet a gyorsan
kiértékelhetd intervallumaritmetika biztosan kiilsé becslést ad, de lathato modon ez a
kiilsd becslés tdgabb, mint a valodi széls6 értéknek tekintett EVA eredménye. Ez
folosleges tilméretezéshez vezet, ami egy termék aranak novekedését eredményezheti.

Az EVA mddszer viszont exponencialisan fligg a paraméterek szamatol, igy a rendszer
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particiondlasa jelentOs gyorsitast eredményezhet a futdsi idoben. A fenti példa esetén:

28

Figiig = 12.8, tehat egy nagysagrendi csokkenés varhatd, ami végeredményben

495.8sec/12.8=38.7sec futdsi idot eredményezne az EVA-ra. Ez a felsorolt mddszerek

kozott nem a leggyorsabb, de jelentds csokkenésnek tekinthetd.
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8. Osszefoglalas, kitekintés

A dolgozat elején bemutatésra keriiltek a manapsag elterjedt metodikak, amelyek
hasznalhatoak worst-case analizisfeladatokhoz. Ezt kovetéen megvizsgaltuk, hogy
azoknak mibdl is fakadnak a gyengeségeik és erdsségeik. Ezt kovette a probléma
definialdsa, majd roviden targyaltuk, hogy hogyan lehetséges modellezni és kezelni egy
elektromos haldzatot, ha annak a szélséséges mitkodését vizsgaljuk. Lattuk, hogy a
rendszerhez tartozd komplex atviteli fiiggvényhez el lehet jutni az dramko6r sematikus
abraja alapjan is, de a dinamikus leirasan keresztiil is. Ezt kdvetden azt részleteztem, hogy
milyen kovetkezményei vannak az atvitelre nézve annak, hogy valdsadgos, megvalosithatod
halézatokkal dolgozunk. Tobb helyen is kihasznéltuk azt, hogy az ilyen halézatok
racionalis tortfiiggvényeket eredményeznek, amelyek valds egyiitthatdos polinomok
hanyadosaként felirhatoak. Targyaltuk azt, hogy miért érdemes a paramétereket
szétvalasztani, €s azt, hogy ez hogyan egyszeriisiti az erdsités és a fazistolas szamitasat a
komplex atviteleknél. A befolyasold paramétereknek ez a fajta szeparacioja nem csak
akkor enyhiti a szamitasi terheket, ha az atvitellel dolgozunk, mas metodikaknal is elonyt
jelenthet. Végiil ismertettem az intervallumaritmetika technikdjat, és annak kiterjesztését
komplex szamokra, amivel gyors és robusztus becsléseket tehettiink az atvitelre. Végiil
Osszehasonlitottam a dolgozatban részletezett modszereket mind az eltérés, mind az

egymashoz képesti futasi idejiik szerint.

A legutoljara bemutatott intervallumaritmetikaval alkotott becslés adta az 6sszes
koziil a legbdvebbet. Ezt érdemes lenne még tovabb kutatni, hogy lehet-e ugyanilyen
biztonsagos, de sziikebb becslést tenni a mennyiségekre valamilyen megfontolasok
nyoman. Azt is érdemes lenne vizsgalni, hogy hogyan is lehetne mémi a kiilonb6z6
algoritmusok teljesitményét precizebb modon egymashoz képest. Azt gondolom, hogy
annak ellenére, hogy a témat tiizetesen korbejartam ¢és leirtam tobb érdekes észrevételt,

még béven van megvalaszolatlan kérdés, ami kotédik a témahoz.
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