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1. Bevezetés

Modern IT-technologiak széles korében hasznosithatoak kiilonb6z6 kvantum jelenségek,
ezért ezen jelenségek pontos lefrasa kucsfontossagi. Egy széles korben vizsgilt jelenség
a kvantum csatorna, amely a kvantum rendszer allapotat alakitja at. A kvantum csa-
tornak paraméterbecslésének (mas szoval a csatornatomogrdafidnak) jelentGs szerepe van
a kvantum informéciofeldolgozasban.

A kvantum informéacitelméletben felmeriil6 matematikai problémak egy jelent&s része
paraméterbecslések hatékonysagvizsgalataval kapcsolatos. Egy becslési eljaras hatékony-
sagat tobbféle mennyiség jellemzi, a leggyakoribb a Fisher-informdcio és a klasszikus
valoszintiségi mennyiségek vizsgalata [1, 2|. Az emlitett célfiiggvények analizisére sokfé-
le matematikai eszkoz alkalmas; a klasszikus szélsGérték-keresés épptigy, mint példaul a
lineéris algebra.

A csatornatomografia direkt modszere kell6en altalanosan roviden leirhatd: ismert
kvantum allapotokra (input allapotokra) hattatjuk a csatornat, majd az igy keletkezett
output allapotokat mérések segitségével megbecsiiljiik. Az input allapotok és a becsiilt
output allapotok Gsszehasonlitasa a csatornara vonatkozo6 informaciot ad.

Hatékony csatornatomografidhoz kisérlettervezésre van sziikség. A kisérletterv tar-
talmazza az optimaélis input allapotokat, az optimalis mérési eljarast, mellyel az output
allapotokat mérjiik, valamint egy hatékony becslést, mellyel a mért adatokbol a csatornéat
becsiiljiik.

A kvantummechanikdban a mérés nem determinisztikus, valoszintiségi jelleggel bir
[3, 4], igy az input kvantum rendszernek tobb, egyméstol fiiggetlen kopidjara van sziik-
ség, a becslések pedig a kiilénb6z6 kopidk vizsgalatabol szarmazo adatokbol készitett
statisztikak.

A csatornatomografia jol megalapozott elmélettel bir, a tomografias eljarasok kimeritG
leirasa olvashato [5]-ben. A csatornék egy széles osztalyat alkotjék a Pauli csatorndk, me-
lyek elméleti és gyakorlati szempontboél is fontosak. A Pauli csatorndk tomografidjanak
béséges irodalma van, azonban a téma nehézsége miatt a dolgozatok altalaban specialis
esetekkel foglalkoznak. Ezek a specialis esetek leggyakrabban ismertnek és adottnak tekin-
tik a Pauli csatorna kontrakcios iranyait, és csak az egyes iranyokban térténd kontrakcio
nagysagat becsiilik.

Jelen dolgozatban konstrualunk egy paraméterbecslési sémat, amely qubit Pauli csator-
na becslésére alkalmas. A cél a bemutatott becslési eljarasok koziil az optimalis modszer
kivalasztasa. Ennek érdekében valoszintségi jellegi célfiiggvényeket definidlunk, majd az
esetek tobbségében analitikus modszerekkel megoldjuk az optimalizalasi feladatot. Abban
az esetben, amikor az analitikus optimalizilas nem vezet eredményre, numerikus vizsga-
latok alapjan fogalmazunk meg sejtéseket. Végiil primhatvany-szint rendszereken haté
dltaldnositott Pauli csatornakkal (1asd [6]) foglalkozunk: a maximalis kommutativ részal-
gebrakkal adott csatorndkra kiterjesztjiik a szogparaméterezést. Az altalanositott Pauli
csatorna fogalma a kozelmult tudomanyos eredménye, ezért ennek a csatornafajtanak ed-
dig nem definidltdk a kontrakciés iranyait, igy a javasolt szogparaméterezés egy kezdeti
1épés lehet az ilyen csatornak tomografidjaban.



1.1. Kvantum allapot, kvantum mérés

Az alabbiakban a kvantum informéaci6elmélet alapfogalmainak egy rovid attekintését ad-
juk a [3, 4] mivek alapjan.

A véges kvantum rendszerek allapotait sidrdségi mdtrizok reprezentaljak, vagyis olyan
p n x n-es matrixok, melyek kielégitik az alabbi feltételeket:

Tr(p) =1 (1.1)
p>0. (1.2)

Az n-szinti rendszer allapotterét S(C™)-nel jeloljiik. Az n X n-es énadjungalt matrixok
tere (M#(C)) n? dimenzi6s vektortér R felett, mely az (x, y) := Trz*y skalaris szorzat-
tal Hilbert-tér. Ennek a térnek régzithetjiik egy ortogonélis bazisat gy, hogy az egyik
bazisvektor az identitas legyen: F = {Fy = I, Fy,F,, ..., F,2_1}. Ekkor a p € S(C")
allapot kifejthetd az F bazis szerint:

1
p = ﬁ(,’,Uo_[+ZU1F1+"'+xn2len2*1)’ (13)

A Tr(p) = 1 feltétel miatt zo = 1, az (21, 2o, . .., Tn2_1) € R” 7! vektort a p allapot Bloch-
vektoranak hivjuk. Tehat M2%(C) egy (I-t tartalmazo, merdleges) bazisanak rogzitése
egy S(C") — R™ ! beagyazast indukal. Egy ilyen bedgyazas az allapottér abrazolasanak
fontos eszkoze, az inverzét Bloch-paraméterezésnek nevezzik.

A kvantummechanikdban a mérés valoszintiségi természeti. A mérheté mennyiségek,
az obszervabilisok Onadjungalt matrixok. Tehat az obszervabilisok felirhatok spektrélis
alakban. Ha B € M (C), akkor

B=> AP (1.4)
J

ahol Aj;-vel a B kiilonboz6 sajatértékeit jeloljiik, P; pedig a Aj-hez tartozo sajataltérre
valo vetités. A mérés lehetséges kimenetelei a B sajatértékei, a \; sajatérték TrpP;
valoszintiséggel adodik, ahol p a rendszer allapota.
A kvantum mérés megvéltoztatja a rendszer allapotat. Ha a mérés kimenetele \;,
akkor a mérés utan a
__behy
Pj = TI'P])OP]
stirtiségi matrix irja le a rendszer allapotat.
Egy adott obszervabilishez tartozo spektrélis projekciok {P;};c; rendszerére teljesiil,

hogy
(VjeJ) Pp>0; ) P=1 (1.5)
jeJ

Altalaban, ha korlatos operatorok egy {P;},cs rendszere teljesiti az (1.5)-ban elsirt felté-
teleket, akkor {P;};c -t pozitiv operdtor értékd mértéknek (réviden POVM-nek) hivjuk.

Hasonloéan az obszervéabilishoz, a POVM is kvantum mérést reprezental. A mérés
lehetséges kimenetelei ez esetben a POVM elemei. Ha M a POVM egy eleme, akkor
annak a valoszintisége, hogy M-et mérjiik, éppen TrpM, ahol p a rendszer allapota. A
POVM-ek egy fontos specialis osztalyat alkotjak a kételemtd POVM-ek. Minden kételemti
POVM {M, I — M} alaka, ahol 0 < M < I. Még specialisabb esetben, ha M projekcio,
akkor az {M, I — M} POVM-et Neumann-mérésnek nevezziik.
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Jel6lés. A dolgozatban C™ Hilbert-tér standard bazisanak elemeit a [0),...,|[n— 1), a
dualis tér megfelels elemeit a (0|, ..., (n — 1| szimbolumokkal is jeloljiik.

1.2. Pauli csatorna a qubit esetben

A legegyszertibb kvantum rendszer a kvantum bit (roviden: qubit), melynek Hilbert-
tere H = C?, igy az allapotokat 2 x 2-es stirtiségi matrixok reprezentéljak. A 2 x 2-es
onadjungalt matrixok terét a Pauli bdzis fesziti ki; ha C' € M5 (C), akkor

1

(10 (01 (0 =i (1 0
0=\ 1) \10)27 i 0o ) 0o =1

a Pauli matrixok, zg, x1,x2, 3 € R. Konnyen ellenérizhets, hogy C pontosan akkor lesz
sliriségi matrix ha xo = 1, 23 + 23 + 23 < 1.

Tehat a Bloch-paraméterezés ezuttal egy nagyon hasznos geometriai szemléletet ad:
az allapotteret azonosithatjuk az R? tér (zart) egységgombjével.

A kvantum csatorna a rendszer allapotterén haté nyomtarto, teljesen pozitiv leképezés.
A Pauli csatornak a kvantum csatornak egy jol ismert csaladjat alkotjak a qubit esetben.
Heurisztikusan, a Pauli csatorna olyan leképezés, amely az allapottér bizonyos iranyaiban
Osszehiz.

ToOg + X101 +l’20’2+l’30’3), (16)

ahol

1. Definicié (Qubit Pauli csatorna). Legyen {vi,vq,v3} tetszdleges ortonormdlt bazis
M5 (C) o9 = I-ra merdleges alterén. Legyenek A1, Ao, A3 valds szamok, melyekre

14 A3 > A £ Ao (1.7)

teljesil. Ekkor az

£:8(C?) — M;“(C); p= ;(HZM) — E(p (HZAMZ) (1.8)

=1

leképezést qubit Pauli csatorndnak nevezzik. Az {1 (I +tv;) : t € R} € M§*(C) affin
altereket (i € {1,2,3}) csatornairanyoknak, a A1, Ao, A3 szdmokat kontrakcioparaméterek-
nek hivjuk.

Az imént definialt Pauli csatorna nyomtartd, hiszen az identitasra merdéleges altéren
hat. A leképezés teljesen pozitiv tulajdonsagat az (1.7) feltétel garantalja [6]. Tehat
valojaban Range(£) C S(C?) ¢ M3*(C). FErdemes megjegyezni, hogy az (1.7) fel-
tétel a harom valtozojaban szimmetrikus, és pontosan akkor teljesiil, ha (A1, Ay, A3) €
Conv ((1,1,1),(1,-1,-1),(=1,1,-1),(=1,-1,1)) C R3, ahol Conv a konvex burkot
jeloli. Igy tobbek kozott —1 < \; < 1, i € {1,2,3}. Az ltaldnossag megszoritisa nélkiil
feltehetjiik (és mostantol fel is tessziik), hogy A1 > Ay > As.

A Pauli csatorna hatasa szemléletesebbé valik, ha az allapotokra mint Bloch vekto-
rokra tekintiink. A mar emlitett Bloch-paraméterezés a

_ 1
p B3 — S(CQ), 0= (91,62, 93) —> p(e) = 5 (I + 610’1 + 620’2 + 630’3) (19)



bijekcio, ahol B’ c R? a zart egységgdmb, amit ebben a kontextusban Bloch-gémbnek
is szokds nevezni. Megmutatjuk, hogy a Bloch-gomb modellben a Pauli csatornaknak
megfelels leképezések jol karakterizalhatok.

2. Definicié (Csatornamétrix). Az A : B - B leképezést az € Pauli csatorna csator-
naméatrixanak nevezzik, ha
Eop=poA. (1.10)

1. Lemma. Minden Pauli csatorndhoz egyértelmiien létezik csatornamdtriz, mely az R3
tér eqy linedris leképezése. A csatornamdtrizok ortogondlis bdzisban diagonalizdlhatok.

Bizonyitds. A p paraméterezés bijektiv, igy az (1.10) definalé egyenldség a
pltofop=A (1.11)

alakban irhato, ez az alak mutatja A létezését és egyértelmiiségét.
Mivel {v;}%_, ortonormalt bazis, ezért a

1 o1 U1
0g=—F=| 02 y U= V2 (1-12)
\/§ 03 V3
jeloléseket bevezetve
o= Rv (1.13)

valamely R € O(3,R) matrixra.
Az r;; = [R];; jeloléssel élve:

Ep(0) = € G (I +Z“>) ¢ (é (I +ZQZ)> )
. (% (Hjil (iem) uj>> = <I+iAj (im) Uj> _

A B G E) A0S E ) ))

Vagyis 3
(ptoko p)(@))k = Z (Z Ajrijrkj> 0;. (1.15)

Ebbél az alakbol lathato, hogy A linearis, azaz A egy 3 X 3-as valds matrix, s6t, a méat-
rixelemek is leolvashatok:

3 3
[A]kz = Z Ajrijrkj = Z[R]kj)\] [RT]]Z (116)
j=1 i=1
Tehat
A= RAR", (1.17)
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ahol

A 000
A= 0 X O
0 0 As

]

Legyen E = {Diag (e1,e9,e3) : & € {1,—1} Vi € {1,2,3}}. Ekkor E az O(3,R)
csoport egy (Z3-mal izomorf és nem normalis) részcsoportja. Konnyen lathato, hogy
RiA(A1, Ao, A3)RT = RoA(A1, A2, \3) R] pontosan akkor, ha Ry = R;F valamely E €
E matrixra (R;, R2 € O(3,R)). Tehét ortogonalis matrixok a csatornaparaméterezés
szempontjabol pontosan akkor megkiilonboztethetetlenek, ha az E részcsoport ugyanazon
baloldali mellékosztdlydban vannak.

Igy tehat az O(3,R)/E egy parametrizaciojat és a fenti lemma eredményét hasznalva
paraméterezni tudjuk a csatornamatrixokat.

2. Lemma. Valamennyi qubit Pauli csatorndt reprezentdlo A mdtriz elddll
A(A1, Ao, As, @z, by, 00) = RoRyRo AR, RTR (1.18)

alakban, ahol

cosp, —sing, 0 cos¢, 0 —sing,
R.(¢.)=| sing, cos¢p, 0 |, Ry(¢,) = 0 1 0 ,
0 0 1 sing, 0 cosg,
1 0 0 A1 000
R.(¢.)=1 0 cos¢, —sing, |, A= 0 X 0 |,
0 sing, coso, 0 0 Xs

0 < 0.,0y,0: <, €8sy =75 = ¢, =0, valamint a \y > Ay > A3 szdmok kielégitik
(1.7)-¢t.

Ez a paraméterezés sziirjektiv, de nem bijektiv: abban az esetben, ha valamely kont-
rakcioparaméterek megegyeznek, a csatornamatrix némely szogparaméterétsl fiiggetlenné
valik. A paraméterbecslési feladat megoldésa kozben ki fog deriilni, hogy a paramétertar-
tomany miként sztikithetd addig, amig a paraméterezés injektivvé valik. Az eredményt
(5.15) rogziti.

1.3. Feladatkittiizés

A tomografias feladat nem mas, mint ismeretlen Pauli csatorna valamenny: paraméterének
becslése. A csatornaparaméterek becslésének rogzitett és ismert csatornairdnyok esetén
jelentds irodalma van [5], azonban irdnybecsléssel csak néhény dolgozat foglalkozik [1, 2],
a csatornairany preciz matematikai definicija pedig Gjdonség.

Egy olyan becslési eljarast fogunk mutatni, amely a mar emlitett direkt modszerek
kozé soroland6. Vagyis az eljaras alapotlete az, hogy kivalasztunk néhany input qubitot,
ezeknek vessziik fliggetlen kopidit, a kopidk mindegyikére hattatjuk a Pauli csatornat,
majd az igy keletkezett output qubitok Bloch koordinatiira mérések segitségével becslé-
seket adunk, ezekbdl a becslésekbdl pedig a csatornaparaméterekre vonatkozo becsléseket
készitiink.



Ennek az alapotletnek a matematikai kidolgozasaval foglalkoznak a kovetkezd fejeze-
tek. Elgbb tekintjiik a paraméterbecslési feladat egy egyszertisitését, melynek lényege,
hogy a Pauli csatorna némely paraméterét ismertnek tekintjiik, rogzitjiik. Igy az isme-
retlen paraméterek szama csokken, a feladat technikailag egyszertisodik. Az egyszertibb
probléma elemzése olyan tapasztalatokkal gazdagit, amelyek az altalanos probléma vizs-
galatakor hasznosnak bizonyulnak. Az egyszertisitett eset targyalasa utan ratériink az
eredeti problémara.

2. Az egyszertisitett eset

Tegyiik fel, hogy a csatornairanyokat kijelols {vj}?zl C M5*(C) ortonormélt bézis és a
A1, Ao, A3 kontrakcioparaméterek meghatarozta £ Pauli csatornarol a kévetkezéket tudjuk:

1
Vg = —=03 és A3 = 0. (21)

V2

Tekintsiik az allapottér kévetkezd részét:
1
8/(C2) == {5 ([ + 910’1 + 920'2) : 91, 92 € R, 6‘% -+ 93 S 1} . (22)

A konstrukeiobol adodik, hogy p~! (S'(C?)) a Bloch-gomb és az eg, e, standard béazisvek-
-1

torok kifeszitette sik metszete. Tehat p~! (S'(C?)) = B’ c R2. Koénnyen ellendrizhetd,

hogy
Range(£) C S'(C?), és Range(£|S'(C?)) = Range(&), (2.3)

vagyis a leképezés megszoritasiaval a képtér nem csokken. Tehat elegend6 az &' := £|S'(C?)
leképezést vizsgalni, amely a kévetkezGképpen irhato le:

£ 8/(C2) = S(C2): p= = (I + Z 0, vl> — &(p <I + Z A vl> L (24)

Az 1. definici6 mintajara az £ leképezéshez is lehet csatornamatrixot definialni.

3. Definici6. Az A: B> — B’ leképezést az E' eqyszerisitett Pauli csatorna csatorna-
mdtrizdnak nevezzik, ha
E'op=poA. (2.5)

Az 1. lemma bizonyitasat szinte 1épésrdl lépésre megismételve igazolhatd, hogy A az
R? tér egy ortogonalis bazisban diagonalizalhato leképezése. Ebbél adodik, hogy a 2.
lemma analogonja is kimondhat6 az egyszertsitett esetben.

3. Lemma. Bdrmely egyszeriisitett Pauli csatorndt reprezentdld A mdtrixz elddll

A()\lu A2, ¢) = R(Qb)AO‘l, >\2)R(¢)_1 (2~6)

cos¢ —sing A 0
R(¢) = ( sing  cos¢ )’ A Ao) = ( O1 A2 )’

0<od<m, és =X = ¢=0, valamint a \y > Xy, \3 = 0 szdmok kielégitik (1.7)-et.

alakban, ahol

A paramétertartoméany \; = Ay = ¢ = 0 sziikitése miatt a fenti paraméterezés bijek-
tiv.



2.1. A becslési eljaras tényezdi

Az £ egyszertisitett Pauli csatorna tomografidijahoz két input qubitot és két kiillonbozd
Neumann-mérést valasztunk.

Az input allapotok legyenek &'(C?)-ben, hiszen ez £ értelmezési tartomanya. S’(C?)
definici6ja alapjan az input qubitok R2-beli Bloch-vektorokkal fratoak le, ezeket jeloljiik
0,,0,-vel. Erdemes 0,-et és 0,-t merdlegesnek és egységnyi hossztinak valasztani [1], [2].
Ezek alapjan

[0, 05] = R(9), (2.7)

ahol R ugyanazt a forgatast jeloli, mint (2.6)-ben, és ¥ € R. Tehat a kivalasztott input
allapotok egyetlen valos szogparaméterrel jellemezhetdk.
Végiggondoljuk, hogy a Neumann-mérések esetében is hasonl6 a helyzet.

4. Lemma. A qubit esetben az {M,I—M} POVM pontosan akkor nemtrividlis Neumann-
mérés, ha M egyrangi projekcio. Az eqyrangu projekciok éppen az eqységnyi hosszi Bloch-
vektorral reprezentdlhato siriségi mdtrizok.

Bizonyitds. Az allitas els6 fele nyilvanvalo. Mésrészt M egy-rangi projekcié < M = M*
és M két sajatérteke puy =1, uo = 0 & M = M* és TrM = 1, DetM = 0, ez utébbi
3 tulajdonsag pedig jol lathatéan pontosan akkor teljesiil, ha M a Bloch-gomb felszinén
van. [

A lemma alapjan a Neumann-mérések egységnyi hosszti Bloch-vektorokkal dbrazolha-
tok. A Neumann-mérés irdnydn a reprezentans Bloch-vektor irdnyat értjiik.

Mivel £ egy os-ra merdleges affin altéren hat, ezért olyan Neumann-méréseket valasz-
tunk, hogy mindkét POVM mindkét eleme meréleges legyen os-ra.

5. Lemma. Ha M € My(C) és (M, o3) = Tr(Mos) =0, akkor (I — M, o3) = Tr (I — M)o3) =
0. Tovabbd, ha M siriségi mdtriz, melyet az m Bloch-vektor reprezentdl, akkor I — M -nek
a —m Bloch-vektor felel meg.

Bizonyitds. Egyrészt Tr ((I — M)o3) = Tr(o3) — Tr(Mo3z) = 0 — 0 = 0. Mésrészt M =
U415 mei=T-M=31-157 mo, O

A lemma alapjan elegendd (és persze sziikséges) M-et o3-ra merdlegesnek valasztani,
és az is lathatova valt, hogy egy egységhosszii Bloch-vektor és az ellentettje ekvivalens
Neumann-mérést reprezentdl. Ha M = $1 + 1 S myoi, akkor Tr(Mas) = ms, tehat a
Neumann-méréseket abrazol6 vektorokra vonatkozé feltétel egyszertien mg = 0.

Tehat a mérések is R2-beli vektorokkal azonosithatoak, és ismert, hogy a két repre-
zentans vektort (jeloljiik ezeket m,, my-vel) érdemes merdlegesnek valasztani [1]. Tehat

[my, m,] = R(7), (2.8)
ahol 7 € R.



2.2. A csatornamatrix becslése

A csatornatomografia elsé lépése a (2.5) egyenlettel definidlt A csatornamatrix becslése a
2.1. alfejezetben jellemzett input allapotok és mérések segitségével.

6. Lemma. Ha az {M,I — M} Neumann-mérést a p(0) dllapotban lévd rendszeren elvé-
gezziik, akkor

1
Prob(M-et mérjik) = 5 (1+m-0), (2.9)
ahol m = (my, ma, m3) az M-et jeldld Bloch vektor.

Bizonyitds.
Prob(M-et mérjiik) = Tr(p(0)M) =

1 1
=Tr <§ (I + 910’1 + 9202 + ‘930’3) 5 (I + myo1 + Mmoo + m303)> =

1 1
hiszen a Pauli bazis ortogonalis, a bazisvektorok normanégyzete 2. O]

Ezt a lemméat majd a teljes becslési feladat vizsgalatakor is felhasznaljuk.
Jelolje 07 és 05 a £ (p(6,)) és a & (p(0,)) output allapotok Bloch-vektorait. Ekkor a
csatornamatrix definicidja szerint

107, 05] = A(Ai, Ao, ©) [0, 65] - (2.11)
Tehat (2.6) és (2.7) alapjan

167, 05] = R(6)A (M1, A2) R(6) "' R(9). (2.12)

Az els§ feladat az output allapotok Bloch-koordindtainak becslése. Ehhez a j. input-
nak tekintjiikk 2V kopiajat, ezeken hattatjuk az & leképezést. Az igy kapott 2N output
qubiton Neumann-méréseket végziink, mindkét mérési irdnyban N-et. N a becslési eljaras
fontos paramétere, a tovabbiakban mérésszdmnak nevezziik. Jeloljiik Niy—val azon esemeé-
nyek szamat, amikor a j. output allapotban az i. irAnyban mérve (vagyis az {M;, [ — M;}
POVM-et mérve) M; a mérés kimenetele. Legyen xy; = m,; - 05, X = {x4}7,_,. A 6.
lemmabol és a kopidk fiiggetlenségébdl kovetkezik, hogy

1 .
N} = Binom <N, +2“"”) . (2.13)

A binomidlis eloszlas tulajdonsagaibol adodik, hogy

N 1+ zy 1+ N
E (N;) = 5 (1+ay), Var (Nj) = N—* (1— 5 ]) = 1—ay).  (214)

Ebbdl az alakbol latszik, hogy x;;-re torzitatlan becslés adhat6, melynek varianciaja %—es

nagysagrendben lecseng:
2

10



Bizonyitds.

. 2 N ) 4 N (1—a3)
E(y) = 5 (1 +2y) = 1=y, Var(iy) = 1501~ ) = Tj (2.16)
O
Az R
M = [my,my], ©=1[0,,0,], ©" =1[07,05], X = {iij}?g‘:l (2.17)
jeloléseket bevezetve, definicié szerint
X =Mo", (2.18)
(2.18)-ba (2.8)-at és (2.12)-t behelyettesitve azt kapjuk, hogy
X = R(1)"R(¢)A(M1, \)R(¢) ' R(V). (2.19)
A forgatasok szogparaméterei dsszeadddnak, igy

M ortogonélis, igy (2.18) atrendezhtes az M X = ©* alakba, tehat az output qubitok
koordinatéira vonatkozo becslést adjuk meg a

0" 1= MX. (2.21)
egyenlettel. A (2.17)-ben bevezetett jellésekkel (2.11) a
0 = A(\1, Ao, 6)O (2.22)

alakot 6lti. Ennek az egyenletenek az A = ©*O~! ekvivalens alakja mutatja, hogy mi
legyen a csatornamatrixra vonatkozo becslés:

~

A:=06'07! (2.23)

vagyis R R R
A:=MX0"' = R(1)XR(®)™". (2.24)

2.3. A csatornaparaméterek becslése

A csatornaparaméterezés invertalasaval kapjuk a csatornamaétrixra vonatkozo becslésbol
a paraméterek (esetiinkben Aj, Ay és @) becslését. A paraméterezést a (2.6) egyenlet irja
le, amely kézzelfoghatobba valik, ha elvégezziik a métrixszorzast:

A\ COS ¢2 + Ao sin ¢2 (/\1 — /\2) sin ¢ cos ¢ ) (2 25)

AlA, Az, 0) = ( (A1 — Ag)singcos ¢ Apsin¢? + Ay cos ¢?
Meg kell tehat konstrudlni az A : D — Ma(R); (A1, Ag, @) — A(A1, A2, @) leképezés (D C
R3 a 3. lemmaban meghatarozott paramétertartomény) inverzének egy kiterjesztését,

vagyis egy olyan R o
T : My(R) — R? A (A, Ay, @) (2.26)

11



leképezést, melyre
ToA=Idp (2.27)

teljesiil. Az inverz kiterjesztése azért 1ényeges, mert az A valosziniiségi valtozo Range(A)-n
kiviil es6 értékeket is felvehet.

Vezessiik be az R R
@11 a2 —A 11 A12 _ /1 (2 28)
as1 Qo T\ Q21 Qoo '

jelléseket. T konstrukeiojanak elss lepése, hogy A-t szimmetrizaljuk: A := % (fl - (A)T>
A csatornamétrixok szimmetrikusak, igy a Range(A)-beli elemeket ez a 1épés fixen hagy-
ja. (2.6) mutatja, hogy az A(A1, Ao, @) matrix sajatértékei a A, Ay paraméterek. Ezért a

A

kontrakcioparamétereket becsiiljiik A, sajatértékeivel:

~ 1 " N2 R
Ao =5 | TeAL (TrA;) — 4DetAr | =

1 1o + o1\
= 5 &11 + d22 :l: (dll + &22)2 - 4 <d11d22 — <u) >

2

1/, . . . . . . .
=5 (an + Qg £ \/(Gn + &22)2 — 4a11G92 + (G12 + G21)2)
1/. . R . . .
=3 ( 11+ a9 & \/(all — Gig2)” + (dga + Cl21)2) . (2.29)

A, szimmetrikus, ezért R? valamely meréleges bazisaban diagonalis. Ha A o> 5\2,
akkor egyértelmien létezik ¢ € [0,7), hogy A, = R((ﬁ)A(S\l,S\z)R(QAS)_l. Ha A\ = Mo,
akkor A, skalarmétrix, igy A, = R(¢)A(A1, A)R(¢)"' V¥ ¢ € [0, 7).

(2.25)-bdl leolvashato, hogy ha Ay > g és ¢ & {0, T}, akkor

a11 — Q22

T
= cot(2¢) é > — & = < 0. 2.30
19 + o1 cot(2¢) és ¢ 5 12 = A2 ( )

Ha M\ > Xy és qb € {07%}7 akkor QZﬁ =0 & a1 > ago, Qﬁ = % S oapp < ag. Ha A = )\2,
akkor a paramétertartomany megvalasztasa miatt ¢ = 0. Tehat a szogparaméter becslése
az alabbi esetszétvalasztassal adhato meg.

1. Ha A, nem diagonalis (azaz a1z + a9 # 0), akkor

~ 1 a1p — Q9o . .
= — | arccot | ———— | + 1{a12 + Go1 < O}m |, 2.31
6= (avccor (32522 ) 4 1ans + am < 0} ) 2.31)

ahol arccot értékkészletét (0, 7)-nek valasztjuk.

2. Ha A, diagonalis, akkor a;; = a2 = ¢ = 0 (ez a skalarmatrix esete). Tovabba
ay > ag = ¢ =0, a1 < ag = ¢=73.
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3. A csatornabecslés hatékonysagat leir6 mennyiségek

Az el6z6 fejezetben leirt paraméterbecslés hatékonysaga fiigg a becslési eljaras tényezdinek
(Neumann-mérések, input qubitok, mérésszam) megvalasztasatol, és a becslés targyatol,
a Pauli csatornatol is. Az input allapotokat és a méréseket a 2.1. alfejezetben bevezetett
szogparaméterekkel irjuk le, igy egy becslési stratégia a (7,9, N) paraméterharmassal
jellemezhets. A Pauli csatornat a (A, A2, @) paraméterek irjak le. A becslési stratégia
hatékony megvalasztasa kisérlettervezésre ad lehetGséget.

Egy becslés hatékonysigat természetes modon jellemzi az atlagos négyzetes hibéja.
Ebben a dolgozatban hérom ilyen jellegii mennyiséggel foglalkozunk. Az els§ ketts a
szogparaméter illetve a kontrakcioparaméterek becslésének atlagos négyzetes hibaja. A
harmadik a becsiilt paraméterekhez tartoz6 csatornamatrix és a valodi csatornamatrix
atlagos négyzetes tavolsaga. Vezessiik tehit be a kdvetkezG mennyiségeket:

910\, Xe, 6,79, N) = E (dist(6, 9)°) (3.1)

92()\17 >\27 ¢7 T, 197 N) =E ((5\1 - >\1)2 + (5\2 - >\2>2> (32)

90 2,6, 7.9, N) = B (114G, A2, ) = A, dz, 9)]12) (3:3)

ahol || - || a Hilbert-Schmidt norma. A paraméterezés szempontjaboél ekvivalens szogeket
azonositjuk, és a becslés hibajat is ennek megfeleGen mérjiik. Vagyis

dist(¢, ¢) := inf{|p — (¢ + km)| : k € Z}. (3.4)

A paramétertartoményt tgy valasztottuk, és a 95 becslést tigy konstrualtuk, hogy ¢, é €
[0,7), ezért valojaban

inf{|¢ — (6+kn)|: k€Z} =min{|¢p— (6 +km)|: ke {-1,0,1}}.  (3.5)

Tehéat dist(ngS, ¢) konnyen szamolhato.

A kisérlettervezési feladat nem méas, mint az adott A(\;, g, @) egyszertsitett Pauli
csatornat leghatékonyabban becslé stratégia megkeresése. Ha a mérésszamot caeteris
paribus noveljiik, a paraméterbecslés hatékonysaga né, ezért az optimumot fix N mellett
keressiik.

Tehat a cél a

(1,9) = gi(A, Ao, 0, 7,9, N) (1 €{1,2,3}) (3.6)

fiiggvények minimalizalasa adott (Ay, Ao, ¢, N) értékek mellett.

3.1. Alapozé lemmak

A g1, g0, g3 fliggvények analizise Osszetett feladat, ezért elGszor segédallitasokat fogalma-
zunk meg.

7. Lemma (Forgatasinvariancia). Legyen ¢ € R tetszileges. Becsiiljik az A1 = A(\1, A, @)
csatorna matrizdt és paramétereit a 7,9, N paramétertd becslési stratégidval, a becslések
legyenek Ay, A\, Ay, o', Az Ay = A(M, \a, ¢ + 8) csatorndt becsiljik a T + 0,9 + 6, N

paraméterd eljardssal, az igy kapott becslések legyenek AZS, ;\%, ;\g, <;A52. Ekkor
Ayy = R(8) Ay R(8)7Y, (3.7)
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kovetkezésképpen

A=A A=A (3.8)
¢* = ¢' +6 (mod ) (3.9)

€s A )
|41 = Ay[|? = || Az — Ao * (3.10)

Bizonyitds. (2.20)-bdl latszik, hogy
X(¢77-7197A17>\2> :X(¢+6,T+5,79+(5,)\1,)\2). (311)

(2.13), (2.15) és (2.17) mutatja, hogy a paraméterbecslések forrdsa, az X valoszintiségi
valtozo eloszlasa csak X-t6l fiigg. Tehat a két becslési eljaras esetében X azonos eloszlast

(X1 < X,). Bzért, az X = X; = X, jellést bevezetve, (2.24) alapjan
Ay = R(1 4+ 0)XR(W+06)" = R(OR(T)XR(W)'R(6) ™ = RO)A R (3.12)
Ebbdl kovetkezik, hogy a szimmetrizalt becslésekre
Ayy = R(8)Ay R(8)7Y, (3.13)
teljesiil, vagyis /11,3 és 1212,5 hasonléak. Hasonl6 matrixok sajatértékei megegyeznek, igy

A =22 M =22 (3.14)

MAésrészt

Ars = R($)AAL M) R(6Y) (3.15)
igy
Ay = R(&)R(GHA, M) R(GD)TIR(6) ™ = R(¢" + §)A(M, \)R($* +6)~L. (3.16)
Ebbdl az eredménybdl és az
Ay e = R(”)A(A1, M) R(67) (3.17)
Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy
¢? = ¢ + 6 (mod 7). (3.18)
Vegiil Ay = R(6)A1R(8)7, igy
| Azs = Aof|> = ||R(5) A1 R(5) ™" — R(6) A1 R(6)||” =
= 1R@) (Ars = A1) RO) P = [|Ar, — Al (3.19)

mert az ortogonalis matrixszal konjugalas nem valtoztatja a Hilbert-Schmidt norméat. [
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A lemma egyszert kdvetkezménye, hogy

(A - )\i>2 - (R AZ-)Q (i € {1,2}), dist(¢",0) = dist(§*, & + ). (3.20)
A (3.15) és (3.17) egyenletek mutatjak, hogy
Ais =AM, Ao, 01 (i€ {1,2}), (3.21)
igy a lemma (3.10) allitasa az
1AL Ao, 6) = A, A, 9P = [JAG, Ao, 6%) = A(Ar, Ao, 6 + 6)| 1 (3.22)

alakot 6lti. Azonos valoszintiségi valtozok varhato értéke megegyezik, igy ha a (3.20) és

v

gi()\la)\27¢+ (5,7’ + 5,19 + (5, N) = gi()\l,)\g,(ﬁ,T,ﬁ,N) (V(S S R, 1€ {1,2,3}) (323)

Tehat valamennyi célfiiggvény invarians a szdgparaméterek 6sszehangolt megvaltoztata-
sara. iz azt jelenti, hogy az egyik szogparaméter régzithets: elegend6 a ¢ = 0 szogpara-
métrd csatornakat vizsgélni, hiszen

gz'(>\17)\27¢> 7,1, N) = gi()\la)\27077— — ¢, — ¢, N) (Z S {17273})' (3-24)

A tovabbiakban el6fordul, hogy a szamolast attekinthetGbbé teszi, ha a 2 x 2-es méatrixokat
a matrixegységek alkotta bazis szerint kifejtjiik, és a reprezentans vektorokkal dolgozunk.
Egy alapvetd szamolési szabalyt rogzit a kdvetkezd allitas, amely direkt szadmolassal bizo-
nyithato.

8. Lemma. Legyen B,J € M,(R), ekkor az LgR; : M,,(R) - M,(R); X — BXJ
leképezés linedris, és LRy mdtriva B ® JT € My, (R). Vagyis, ha az

L1153 1y X215 -« 3 X205+ - -3 Tply - - -y T GR

szamokat az X = ZZ]':1 x5 egyenlet definidlja (ahol {Ei;}7,_, a mdtrivegységekbol dllo
bazis), és hasonldan, az

ylla"'7y1nay217"'7y2n7"'7yn17"'7y7mER

szdamok a BXJ = 223:1 vi; Eij egyenleltel adotlak, akkor

(yll;---7ylnay217---7y2n7---7yn17~--7ynn)T = B@JT(I'll,...,.flfln,le,...,l’gn,...733”1,...
(3.25)

A kovetkezd allitas elso felét a elsG torzitatlansdgi lemma bizonyitasdban is hasznélni
fogjuk, a masodik felének pedig késGbbi bizonyitdsokban lesz fontos szerepe.

9. Lemma. Ortogondlis mdtrizok tenzorszorzata is ortogondlis, és ha ortogondlis mdtrix
elemeit négyzetre emeljik, akkor dupldn sztochasztikus mdtrizot kapunk.
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Bizonyitds. Ha Oy, 04 € M,,(R) ortogonéalisak, akkor
(01 ®02) (01 ®05)" = (01 ® 0z) (O ®0F) = 0,0] ® 0,05 =1, ® I, = I»,. (3.26)
Teljesen hasonl6an beldthato, hogy
(01® 02)" (01 ® O3) = Iy, (3.27)

Tehat O; ® O, ortogonalis, igy tobbek kozstt (O ® Os) ™' = (OF ® OF) .
A duplan sztochasztikus tulajdonsag abbol adodik, hogy ortogonalis matrix minden
sora és minden oszlopa egységnyi hosszisagn vektor (az euklidészi norméaban). O

10. Lemma (Torzitatlansag I). A csatornamdtriz becslése torzitatlan, azaz E(a;;) = aij,
ahol {ai;}7 ;1 az A(A1, Aa, §) csatornamdtriz elemei, {a,;}7,_, pedig a (2.24)-ban definidlt
A becslés elemei.

Bizonyitds. (2.16)-ban lattuk, hogy E(Z;;) = x;;. A 8. lemma alapjan (2.24) igy irhato

fel a reprezentans vektorok segitségével:

~ A~

A= (R(1)® R(W)) X, (3.28)
vagyis
a cosTcost? —cosTsinty —sinTcos?d  sinTsind T11
a2 | | costsind cosTcost —sinTsind —sinTcosv 219 (3.20)
a91 sinTcos?d —sinTsin?d cosTcos? —cosTsintd Tor |V
Q99 sinTsind —sinTcos?d cosTsind cos 7 cos V) T2

(Jelolésben nem kiilonboztetjiik meg a 2 X 2-es matrixot és a reprezentans vektorat.) A
varhato érték linearitdsa miatt

E(A) = (R(r) ® R(¥) E(X) = (R(r) ® R(¥)) X. (3.30)

Masrészt az oszlopvektoros formalizmusban (2.19) az X = (R(7)” ® R(9)") A alakot 6lti,
igy (R(1)” ® R(®)T)" = R(r) ® R(Y) miatt

A= (R(T)® R(v)) X. (3.31)

(3.30) és (3.31) Gsszevetésével kapjuk a bizonyitandé allitést. O

Ha i # k vagy j # [, akkor 2;; és Ty, fiiggetlenek, hiszen fiiggetlen mérések kimenetele-
ib6l szamitandoak. Tehat (3.29) megmutatja, hogyan allnak el az a;; becslések fiiggetlen
valoszintiségi valtozok linearis kombinaciojaként:

&k: = ZCM (T, 19) fi’l, (332)

leH
ahol H = {11,12,21,22}, k € H.
11. Lemma. Legyen ¢ =, dpay, (di, € R). Ekkor

Var () = Y (Z dyew (7, 19)) ! ;Vx? . (3.33)

leH \keH
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Bizonyitds. (3.32) alapjan

Y= Z day, = de chz (r,9)2 Z (Z dyc (1,9 ) (3.34)

keH keH led leH keH

(2.16)-ban kiszamoltuk, hogy Var(z;;) = (1 — 27;) . Innen az ésszeadandok fiiggetlen-
ségébdl kovetkezik a bizonyitand6 allitas. ]

3.2. Nemlinearis paraméterbecslések kozelitése

A (3.1)-ben és (3.2)-ben definilt gy, go fiiggvények kezelése azért nehéz, mert a Ay, Ao, &
paraméterbecslések nem lineédrisak (lasd (2.29), (2.31)). Azonban linearis becsléseket ka-
punk, ha a Aj, A\, ¢ fiiggvényeket (melyek My(R) — R leképezések, argumentumuk a
becsiilt csatornamatrix, vagyis /1) az els6rendd Taylor-polinomjukkal kozelitjiik. A li-
nearizalds béazispontja legyen az argumentum vdrhatd értéke. A 11. lemma alapjan
Var (a,;) = O( ), igy ha N elég nagy, az A valoszintiségi valtozo eloszlasa az E(A)

egy kis kornyezetére koncentralodik, tehat ekkor az E(A) bazispontii Taylor-polinom jo
kozelités. R o
AT :MyR) — R A (A, Ay, §) paraméterbecslés az

A:R* DD — My(R); (A, Mg, @) = A1, Ao, @) (3.35)
csatornaparaméterezés balinverze (2.27), ezért a derivaltjara
dT (A(M, A2, 9)) = (AN, Ao, 9)) (3.36)

teljesiil. A derivaltjat a
Oai1  Oair  OJail
Ol 0o o)

_ Oaza  Oaza  Oaza
dA - 8/\1 6/\2 8¢> (337)
Jaia  0Oaijz  0Oajz

oA1  Oxa  0¢

alakban fogjuk felirni. (2.25)-b6l rovid szamolas utan adodik, hogy

cos? ¢ sin?¢  (Ay — A1) sin2¢
dA(N, Ao, @) = sin?¢  cos?¢p (A — Ag)sin2¢ | . (3.38)
% sin 2¢ —% sin2¢ (A — Ag) cos 2¢

A 7. lemma eredménye (forgatasinvariancia) miatt kitiintetett szerepe van a ¢ = 0 sz0g-
paraméternek, igy érdemes megjegyezni, hogy (3.38) alapjan

10 0
dAAL A, 0) =] 0 1 0 . (3.39)
00 (A—A)

T konstrukciojabol adodik, hogy

T = T|M;(R) o S, (3.40)
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ahol M3(R) C My(R) a szimmetrikus matrixok altere, S pedig az A — 1 <121 + (A)T)

2
szimmetrizalas. Vezessiik be az 4125 = %(dlg + a91) jelolést. A (3.39)-beli méatrix inverta-
lasaval kapjuk, hogy az A(\1, A2, 0) helyen

O _0dy 09 1

N = Ax = 1, = = ’
Oayy Oago 86&12,3 Al — Ay

(3.41)
és minden mas parcialis derivalt eltiinik. Alkalmazzuk a lancszabalyt a (3.40) egyenletre,
ezzel a paraméterbecslések derivaltjat kapjuk.

12. Lemma. A bevezetett jeldléseket megtartva

O _ 0 06 06 _ 1
8&11 8&22 ’ (9&12 8&21 2()\1 - )\2)

(3.42)

és AT minden mds komponense zérus az A(A1, A2, 0) helyen.

A 10. lemma szerint E(A) = A, ezért a paraméterbecslések ), ¢-vel jelolt E(A)
bazispontu linearis kozelitései a kdvetkezd becslések:

. O\ A O\
Ai = Ai(A) + (A)-(an —an) +--+

(A) - (a9 — an) (i € {1,2}),  (3.43)

adll 8&22
_ d¢ ) d¢ )
B = (A + 2L (A) (G —an) o (A) (- ). (3.44)
8@11 8@22
Tomorebb jeloléssel:
N = Ao(A) + <grad5\i(A), A- A> b= d(A) + <grad¢3(A), A- A> . (3.45)

A paraméterbecslések elsGrend kozelitésével definidlhatjuk a g, go fiiggvények egy koze-
litését: )

310 2e,6,7,9,N) = E (6 — o)

G2\ Aoy 6, 7,9, N) = E ((X1 A2+ (e — >\2)2> . (3.47)

(3.46)

13. Lemma (Torzitatlansag 1T). A \; (i € {1,2}), ¢ linearizdlt becslések torzitatlanok.
Bizonyitds.
E(\) = E(A(4)) + B ((gradAi(4), 4 - A)) = 3(4) + (grad)i(4), B(4 - 4)) =

Itt kihasznaltuk, hogy a csatornaméatrix becslése torzitatlan (10. lemma), valamint azt,
hogy a paraméterbecslés a csatornaparaméterezés balinverze, tehéat

~

Ai (A(A1, A2, 0)) = N (i € {1,2}). (3.49)

Mivel ¢ (A(A1, A2, @) = &, igy teljesen hasonléan belathato, hogy
E($) = E(¢(4)) + E <<grad¢§(A), A- A>) = 4. (3.50)
O
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Kovetkezmény. 3
!71()\1,)\2,¢7 7-719a N) :Var(¢)7 (351)

G2(A1, Ao, &, 7,9, N) = Var(\;) + Var()y). (3.52)
(3.45) mutatja, hogy a linearizalt paraméterbecslések az A csatornamatrix elemeire
vonatkozo becslések linearis kombinacioi (additiv konstanstol eltekintve). Az ilyen tipusa

becslések szorasa a 11. lemma (3.33) eredménye alapjan szamolhaté. Tehat gy és go zart
alakban felirhato.

3.3. A ¢ =0 paraméterii csatorna vizsgilata

A forgatdsinvariancidnak nevezett jelenség (lasd (3.24)) miatt elegendd a ¢ = 0 para-
méterd csatorndk paraméterbecsléseinek hatékonysagat vizsgalni. A 12, lemma (3.42)
eredménye alapjan a ¢ = 0 esetben (3.45) a kovetkezé alakban irhato:

)\1 = /\1 (A(/\17 A27 0)) (CLH — au) s (353)
5\2 = 5\2 (A()\l, )\2, 0)) + (&22 - (ZQQ) s (354)
1 R .
¢ = ¢ (A(A1, A2,0)) —|——(a12 — @i + a1 — agy). (3.55)
2(A1 — A2
Tehat ebben az esetben
Var(\;) = Var(ay;), Var(\y) = Var(as), (3.56)
~ 1 ) )
Var(gb) = mVar (a12 + agl) . (357)

A szokésos jeloléseket megtartva A(;\l, A2, gg) = A,, igy
1A, A2, 0) = AL A2, 9)I1P = [[A(A, Ao, ) — A =

R 9 N 9 a2 + Go91 ? a2 + a9 ? o
= (G171 — a11)" + (G2 — a22)” + 5 ap | +|\——F— —an | =

A A 2
a2 — a2 a21 — (121)
)

. . (3.58)

= (a11 — a11)® + (a2 — a22)? + 2 <
hiszen ajy = ag;. A torzitatlansagabol (E(d;) = a;;) és (3.58)-bél kivetkezik, hogy
. R 1 . X
E <HA(/\1, Ao, 6) — A, Ao, )| ) = Var(in) + Var(iz) + 5 Var(in + ). (3.59)

Ez utobbi allitas tetszéleges ¢ esetén igaz.

Osszegzés. A minimalizdlandd §i, §a, g3 célfigguények a ¢ = 0 esetben:

. 1 . .
gl(>\1,>\2,0,7',’19, N) = mVar (CL12 +CL21) s (360)
gg(Al,/\Q,O,T719,N) = Var(dn) —|—Var(d22), (361)
1
g3(>\1, )\2, O, T, ’19, N) = Var(dn) -+ Var(&Qg) -+ §V3_I'(d12 -+ dgl). (362)
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4. Optimalizilas az egyszertisitett esetben

Ebben a fejezetben a 3. fejezet bevezetésében leirt kisérlettervezési feladat megoldaséaval
foglalkozunk, tehat az iménti 6sszegzésben szereplé mennyiségeket minimalizaljuk.

4.1. A csatornamatrixot legjobban becsld eljaras

14. Tétel.
93(A1, A2,0, 7,9, N) >

1
> 5 B= (X)), (4.1)
és (4.1) egyenldséggel teljesil, ha T =9 = 0.

Bizonyitds.

1
93(A1, A2,0, 7,9, N) = Var(ay;) + Var(as) + §Var(d12 + as1) =

R ) X X 1 X X
= Var(a;) + Var(asy) + Var(a2) + Var(ag ) — §Var(a12 — G91). (4.2)
A 11. lemma alapjan (3.29)-bdl kovetkezik, hogy

Var (ay;) cos? Tcos? ¥ cos?Tsin?d  sin?7cos?d  sin? 7sin? 9 1—2%
Var () | _ 1 [ cos?rsin®d cos®7cos® ) sin®7sin’ @ sin® 7 cos® ) 1— a3,
Var (ag;) | = N | sin?7cos?d sin?7sin®9 cos?7cos?d  cos? Tsin?d 1— a3,
Var (Goz) sin? 7sin®¢¥  sin®7cos??¥ cos?Tsin?9  cos? 7 cos? 1) 1— a2,

(4.3)

A (4.3)-beli egyiitthatomatrix a 9. lemma szerint duplan sztochasztikus, igy
. . . . 1
Var(ay,) + Var(age) + Var(ai2) + Var(ag ) = N (4= (a1, + 23y + 2Ty +23,)) . (4.4)

Masrészt (ugyancsak a 11. lemma szerint)

2
1 —xj

Var(iny — ) = Y (cr2g (7,9) = cong (7,9))" =

leH

(4.5)

Y oien (€120 (1,9) — ca1y (T, 19))2 = 2, hiszen meréleges, egységhosszt vektorok kiilonbségé-
nek norma-négyzete. + (1 —a7) < + (VI € H), igy

1 — a7} 2
> (enn (r0) = g (r9))° =1 < . (46)

leH

vagyis %Var(dlg —dg1) < %
Végiil (2.20) alapjan:

2 2 2 2 _ T _
T1 + Xy + 25 + 25, = Tr X X' =

= Tr (R(—=7)A(A1, A) R(O)R(9)"A(A1, X)) " R(—7)T) = A} + A3, (4.7)

ezzel a (4.1) egyenlGtlenséget belattuk. Koénnyi ellendrizni, hogy a 7 = ¥ = 0 esetben
Var(a;) = ~(1 — A}), Var(asn) = (1 — A3), Var(a;, — dz) = %, igy a minimum
felvétetik. O]
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Megjegyzés. Tébbet is dllithatunk: (4.1) akkor és csak akkor teljesil egyenldséggel, ha
7=19=0 (mod ). (Feltéve, hogy a csatorna nem elfajulé: A\ > Ay.)

Bizonyitds. A Var(aq1), Var(asgs), Var(aqz + ao1) mennyiségek a (3.33) képlet szerint sza-
molhatoak 7,9, X és N ismeretében, az x;; (A, Ao, 7,0) (i, € {1,2}) elemek pedig a
(2.19) egyenlettel adottak, ezért gs(Ai, Ag, 0, 7,9, N) explicit modon kifejezhets: a sziik-
séges algebrai dtalakitasokat elvégezve adodik, hogy

93()\17 )\27 Oa T, 197 N) =

1

=GN (48 — 13(A2 + A2) — 20100 — (A1 — A2)? (cos(47) + cos(49)) — (A1 + )2 cos(4() — 7)) .

(4.8)
Fix A\; > Ao, N mellett ez a kifejezés pontosan akkor minimalis, ha cos(47) = cos(49) = 1,

vagyis akkor és csak akkor, ha 7 = 9 = 0 (mod 7). Ellenérzésképpen meggondolhato,
hogy (4.8) minimuma < (3 — (A} + A3)). O

Gyakorlati kovetkezmény. Tehdt az optimdlis becsléshez az input dllapot, a Neumann-
meérés €s a csatorna irdanydnak meg kell eqyeznie.

4.2. A kontrakciéparamétereket legjobban becslé eljaras

15. Tétel. ]
G2(M, A0, 0,7,9,N) 2 (2-(+ X)), (4.9)
és (4.9) egyenldséggel teljesiil, ha T =9 = 0.
Bizonyitds.
G2(A1, A2,0, 7,9, N) = Var(ay;) + Var(ag) =
= Var(a1) + Var(ags) + Var(a,2) + Var(as) — (Var(a2) + Var(as)) - (4.10)

A 11. lemma alapjan

Var(&lg) + Var(dgl) = Z (0121 (T 19 xl + Z 0211 T, 19 —. (411)
leH leH
Tehat
2
Var(a2) + Var(ag ) < ; c12, (1,7))" — + ; o1, (7,0)) N (4.12)

mert a (4.3)-beli egyiitthatomatrix duplan sztochasztikus. (4.4) és (4.7) eredményét
(4.10)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy

2

1
Var(a,;) + Var(ag) > ~ (4— A+ X)) — I (4.13)

ezzel a (4.9) egyenlGtlenséget belattuk. Konnyt ellendrizni, hogy a 7 = ¢ = 0 esetben
Var(a;) = +(1 — M), Var(ax) = +(1 — A3), igy a minimum felvétetik. O

Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy A1 # 0 vagy As # 0. Ebben az esetben (4.9) pontosan akkor
teljesiil egyenldséggel, ha T =19 = 0 (mod 7).
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Bizonyitds. A 15. tétel ezen erdsitését hasonld modszerrel bizonyitjuk, mint a 14. té-
tel kiegészitését. A (3.33) képlet alapjan a Var(aq;), Var(ase) mennyiségeket fel lehet
irni 7,9, X és N fiiggvényeként, a (2.19) egyenlet szerint pedig X-et lehet A\, Ao, 7 és 0
fiiggvényeként felirni. Tehat go(A1, A2, 0, 7,9, N) explicit modon kifejezhetd:

§2(>\1a AanaTaﬁaN) =

1
=N (16 — 5(A] + A3) — ((A] + A3) (cos 4V + cos 4T + cos 49 cos 4T) + 2A Ay sin 49 sin47) ) .
(4.14)
Bévitsiik a fenti kifejezést 2A1 Ao cos 49 cos 47-val. Legyen
Fy = (A} + )3) (cos 49 + cos4T) ,
Fy = 2X\ 1\ (cos 49 cos 4T + sin 49 sin 47) = 2X\; Ay cos(4(T — 9)),
Fy = (AT 4+ A3 — 2A1\0) (cos 49 cos4r) = (A — A2)? (cos 49 cos A7) .

Ekkor ]

G2(AM1, 22,0, 7,0, N) = — (16 = 5(A\] + A\}) — (Fi + F> + F3)) . (4.15)

8N

e [ pontosan akkor veszi fel a maximumét, ha 7 =4 = 0 (mod 7).

e [ maximalis, ha 7 =9 (mod 7).

e [3 maximalis, ha 7 =19 =0 vagy 7 =9 = § (mod 7).

A fenti harom megjegyzésbdl és (4.15)-bal kovetkezik, hogy go pontosan akkor minimaélis,
ha 7 = ¢ = 0 (mod 5). Konnyen ellenérizhets, hogy (4.14) minimuma + (2 — (A + A3)) .
]

Gyakorlati kovetkezmény. Tehdt nemcsak a csatornamdtriz, hanem a kontrakciopara-
méterek becslése is pontosan akkor optimdlis, ha az input dllapot, a Neumann-mérés és a
csatorna irdanya megegyezik.

4.3. A szogparamétert legjobban becsl§ eljaras
16. Tétel. Tegyiik fel, hogy Ay > Ao, Ao # 0 és Ay # — .
1. Ha (A + X2)? > 2(A1 — Xo)?, akkor g1(A1, Mo, 0, 7,9, N) minimuma pontosan akkor

vétetik fel, ha 7 =9 = 7 (mod 7). A minimum.:

4

T 1 1
g1( A1, A - — N)=———-——(4— (A Ao)?) . 4.16
gl( 1, 27074747 ) 4(/\1—/\2)22N( ( 1+ 2)) ( )

2. Ha (M + Xo)? < 2(\1 — X\2)?, akkor g1(\1, X2, 0, 7,9, N) minimuma pontosan akkor
vétetik fel, ha

1 (/\1 + )\2)2 kr w 1 ()\1 + )\2)2 kr
= - —_— —_—, = — = —_— — .
T € ,92{4 arccos ( 200 — )2 + 53 1 arccos 200 — M2 + 5
(4.17)
A mainimum:

J 1 ! AL A
gl(/\17/\27077—0pta790pt7N) = ( 1 2) ) .

2 2 1
10q — )2 2N (4 AR Y w W
(4.18)

22



Bizonyitds.

1 1 1
Var (&12 + &21) = 1

g1(A1, A2,0, 7,9, N) = _—
gl( 1,72,U,T,V, ) 4 ()\1—)\2)28N><

(A1 — Ag)?

X (16 —3(A2+N3) =2\ A0 + (AL + A)?(cos 4T +cos 49) + (A — Ap)? cos 4(T —|—19)) . (4.19)

A (4.19)-beli kifejezést kell minimalizéalni fix A, Ao, N szamok mellett, ez egy kétvalto-
z0s szélsGérték-probléma. A 7 és ¥ szerinti parcialis derivalasokbol adodik, hogy ha (7, 1)
lokalis szélsGértékhely, akkor

—(M1 4+ A2)?sin(499) = (A — Ag)?sin(4(9 + 7)), (4.20)

—(A1 4+ Xo)?sin(47) = (A — Ap)?sin(4(9 + 7). (4.21)

(A1 + X2)? # 0, igy (4.20) és (4.21) kovetkezménye, hogy sin(49) = sin(47). Egy elemi
trigonometriai észrevétel szerint, ha ez esetben 49 # 47 (mod 27), akkor sin(49+47) = 0.
Tehat a (4.21), (4.21) egyenletek szerint ekkor 7 = 0, ¥ = § (mod ), vagy 7 = §, ¥ =
0 (mod 7). Az viszont (4.19)-bol leolvashato, hogy 7 = = § (mod 7) mindig jobb lesz

ezeknél a helyeknél, hiszen
201+ N)2 4 (A — X)? < = (M — W)~ (4.22)

(4.22) pontosan akkor teljesiil egyenlGséggel, ha Ay = 0, azonban feltettiik, hogy As # 0.
Tehat minimumhely csak a 7 = ¢ vonalon lehet. Ez azt jelenti, hogy az optimalizalasi
feladat egyvaltozos szélsGértékkereséssé valik: tegyiik fel mostantol, hogy 7 = 4. Ekkor
(4.19)-bol leolvashato a minimalizalando kifejezés:

Fa,(7) = 2(A + Ag)? cos (47) + (M) — A2)? cos (87) — min. (4.23)
(4.23) 7-ban Z-periodikus, igy a szamolasok soran feltessziik, hogy 7 € [0, %) .

1. F}, ,,(7) = 0akkor és csak akkor, ha (A;+X2)?sin(47) = —2(A; —A;)? sin(47) cos(47),

vagyis ha
™ . . (/\1 + )\2)2
T € {0, Z} vagy COb(4T> = m (424)
2.
FY 5, (1) = =32 (A1 + A2)? cos (47) + 2(A1 — A2)? cos (87)) . (4.25)

T_

Ez 7 = 0-ban negativ (A1, Ao-t6l fiiggetleniil), igy ott lokalis maximum van. 7 = %

ben pontosan akkor pozitiv, ha (A} + A)? > 2(A; — Ag)2.

Tehat ha (A +X2)? > 2(A\; —A\2)?, akkor (4.24)-bol és a koszinusz fiiggvény korlatossagabol
kovetkezik, hogy a lehetséges lokalis szélsGértékhelyek: 7 = 0 és 7 = I. (A + Ap)* >
2(M — Xo)?, igy 7 = T lokalis minimumbhely. (Kordbban lattuk, hogy 7 = 0 lokalis
maximumhely). Mas lokalis minimumhely nincsen, igy 7-ben globalis minimum van.

Ha (A1 + A2)? = 2(\; — \2)?, akkor (4.24) ismét azt mutatja, hogy ha 7 lokalis széls6-
értékhely, akkor 7 € {0, T}. 7 = 0 lokdlis maximumbhely, igy az egyetlen lehetséges lokalis
minimumhely a 7 = 7. A Weierstrass-tétel szerint folytonos, periodikus fiiggvénynek van
minimumbhelye, tehat 7 = 7 (globalis) minimumhely.
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Ha (A1 + X2)? < 2(\; — X2)?, akkor 7 = 0 és 7 = T is lokalis maximumhelyek. Tehat
(4.24) szerint a lehetséges lokalis minimumhelyek:

{7’: cos(47) = —H, T € [0, g)} =

(4.23)-bol 1athato, hogy Fi, x,(7) = F\, x,(5 — 7), igy a Weierstrass-tétel miatt mindkét
lehetséges minimumbhelyen felvétetik a globalis minimum.

A minimumra vonatkozo allitasok ((4.16) és (4.18)) adodnak, ha visszahelyettesitiink
(4.19)-be. O

Példa. Ha Ay = 1,\y = 0, akkor g1 minimuma 7 = ¥ = Z-ban illetve T = = Z-ban van.

Megjegyzés (Atfedés). A minimumbhely és a minimum a kontrakcidparaméterek figgué-
nyében folytonosan vdltoznak. Kénnyen ellendrizhetd, hogy ha (A + X2)? = 2(A1 — X2)?,
akkor (4.17) azt adja, hogy T = ¥ = § (mod F), és ebben az estben a (4.16) és (4.18)
képletek ugyanazt az eredményt adjak.

Gyakorlati kovetkezmény. A szégparaméterek optimadalis becsléséhez az input dllapot és
a mérés iranydnak meg kell egyeznie, azonban ez az irdny dltaldban nem azonos a csatorna
wrdnydval, €s a kontrakcioparaméterektdl is figg.

5. Altalanos qubit Pauli csatorna tomografidja

Az altalanos qubit Pauli csatorna paramétereit becsls eljaras sok szempontbdél az egysze-
riisitett csatornara vonatkozo eljaras természetes altalanositasa, ezért a 2.1., 2.2. alfeje-
zetekben leirtakra is tAmaszkodunk a a modszer ismertetésekor.

5.1. Az input qubitok és a mérési irAnyok kivalasztasa

A tomografids eljaras harom input qubit és harom Neumann-mérés segitségével becsiil.
Korabbi vizsgélatok azt mutatjak, hogy input allapotoknak érdemes olyan tiszta alla-
potokat véalasztani, melyeket paronként meréleges Bloch-vektorok reprezentalnak [1],[2].
Jeloljiik az input qubitok Bloch-vektorait 0, 85, 6;-mal. Ekkor [0, 8,, 03] ortogonélis mat-
rix, tehat

[QDQQ?QS] = Rz(ﬂz)Ry(ﬁy>Rx(ﬁx)v (51)

ahol R, R,, R, ugyanazokat a forgatasokat jelolik, mint (1.18)-ban, és 0 < 9,,9, < m,
0 <49, < 7. Tehat kivalasztott input allapotokat a 9., 7, szégparaméterek irjak le.

Jeloljiik a Neumann-meéréseket {{M;, I — M;}}3_,-vel, a reprezentans vektorok legye-
nek {m,}?_,. Ugyancsak korabbi vizsgalatbol tudjuk, hogy érdemes paronként meréleges
mérési irAnyokat valasztani [1]. Igy az m,, m,, m,; mérési iranyokat

[my, my, my] = R.(7.) Ry (7)) R (72) (5.2)

alakban irhatjuk fel, ahol 0 < 7., 7, <7, 0 < 7, < 7.
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5.2. Az output qubitok Bloch-koordinatainak becslése

Ha a harom output allapot Bloch-vektorait 07, 85, 85-val jeloljiik, akkor a csatornamatrixok
reprezentaciojara vonatkozo 2. lemma alapjan

[Qia Q; Q;] = A()\b )\27 /\37 ¢za ¢y7 ¢x) [QDQQ?QS] . (53)
El6szor az output allapotok Bloch-koordinatait becsiiljiik. Ehhez a j. output qubitnak

Jeloljik N;f—val azon események szamat, amikor a j. output allapotban az . irdnyban
mérve (vagyis az {M;,I — M;} POVM-et mérve) M; a mérés kimenetele. Legyen z;; =
m; - 07. Ekkor a 6. lemma és a kopiak fliggetlensége miatt

1+ z;;
N} = Binom (N, +25” J) . (5.4)

Tehat a 2.2. alfejezet egyik tanulsaga szerint x;;-t torzitatlanul, %—es nagysagrendben
lecsengd varianciaji valoszintségi valtozdval becsiilhetjiik:

Ty = =Nt — 1. (5.5)
Vezessiik be az
M = [my, m,y, my], ©° =[07,05,05], X = {xij}?,j:lv X = {:%ij}?,jzl (5.6)
jeldléseket. Ekkor az xy; = m; - 07 Vi,j € {1,2,3} egyenletek igy frhatok fel tmoren:
X =Mo", (5.7)
vagyis M X = ©*, igy becsiilni tudjuk az output qubitok koordinatait:

O == MX. (5.8)

5.3. A csatornamatrix becslése

Bevezetiink néhany tjabb jelolést:
A=A ) =7y o], @ = (02 @y 0a, U= [V2, 0y, 0. (5.9)
Ekkor az (5.3) egyenlet a kévetkezd, rovidebb alakban irhato:
O7(A, 0, 9) = A(}, 9)O(1). (5.10)

© invertalhato, igy ©*©~! = A, ez alapjan a csatornaméatrixra vonatkozo becslést készit-
hetiink:
A=0'0". (5.11)
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5.4. A csatornaparaméterek becslése a csatornamatrixra vonatko-
z6 becslésbdl

A csatornaparameéterek becslését a parameéterezeés invertalasaval kapjuk az (5.11)-ben de-
finialt A becslésbol. Tehat meg kell konstrualni az (1.18)-ban leirt

A:D— MB(R)7 ()\17 )\27 )\37 ¢Z7¢y7 (bx) — A<)\17 )\27 )\37 ¢27¢y7 (bz) (512)

leképezés inverzének egy kiterjesztését. Itt D C R egy olyan paramétertartomény, ame-
lyen A injektiv, tehat a 2. lemmaban leirt paramétertartomany egy részhalmaza. Vagyis
meghatarozando6 az a

T :Ms(R) = RS A (A, Ao, As, 62, by, o) (5.13)

leképezés, melyre
ToA=Idp (5.14)

teljesiil. Az A valoszintségi valtozo Range(A)-n kiviil es6 értékeket is felvehet, ezért
lényeges, hogy T' értelmezési tartomanya M3(R) legyen.

T konstrukcidja a kiovetkezs. Szimmetrizaljuk a becslést: A, = % <A+AT> A,

szimmetrikus méatrix, igy ortogondlis bazisban diagonalizalhato. A, Jordan-felbontésa
elméleti nehézség nélkiil kiszamolhato, hiszen a karakterisztikus polinom harmadfoku, igy
a sajatértékek kiszamolhatok példaul a Cardano-képlet segitségével. A hozzéjuk tartozéd
sajatvektorok is elemi linearis algebrai modszerekkel megadhatok. Legyenek tehét adottak

a A\l > )Xo > A3 sajatértékek és a hozzajuk tartozo vy = (vi,v3,v3),ve = (vd,v3,03), v =

(vi,v2 v3) normélt sajatvektorok. Feltehets, hogy v > 0 vagy v} = 0 & v? > 0 vagy
vl = 1, hiszen ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor tekintjiik —vy-et.

A csatorna kontrakcioparaméterei éppen a \; > Ay > A3 sajatértékek. A valodi feladat
a szogparaméterek kiszamolasa. Az (1.18)-ben leirt csatornaparaméterezésbdl lathatod
a szogparaméterek szemléletes jelentése: ¢, és ¢, a legnagyobb sajatértékhez tartozo
sajatvektor polar- és azimutszoge, a vo sajatvektor pedig a a vi-re mer6leges altérben
¢, szoget zar be a szoban forgo altér és az eq, es standard bazisvektorok kifeszitette sik
metszésvonalaval. Fzek a fogalmak pontosan akkor egyértelmtiek, ha A\; > Ay > A3. A

sajatértékek nem feltétleniil kiilonboz6ek, ezért négy esetet kell végiggondolni.

1. Az altalanos esetben \; > Ay > As.

Ha v? = 1, akkor legyen ¢, = 5, ¢. = 0, vagyis ha az azimutszog 7, akkor a
polarszog nem meghatarozhato, valasszuk O-nak.

Ha v} # 1 és v} = 0, akkor ¢, := arccosvi, ¢, := 0. Azaz ha v; a span(ey,es)
sikban van, de vy # es, akkor a polarszog 0, az azimutszog pedig a fenti egyszerd
modon szamolhato.

Ha v? # 0, akkor y := sgn(vi)/(vi)? + (v3)2, 2 == %, végiil ¢, := arccosy, ¢, :=
arccos z.

Ezzel adott ¢, és ¢, igy fel tudjuk irni a vi-re meréleges altérnek azt az ortonormalt
bazisat, melynek elsG eleme a eq, ex bazisvektorok kifeszitette sikban van:

s1 = (—sin¢,, cos ¢,,0), sy = (—sin ¢, cos ¢, —sin ¢, sin ¢, cos ¢, ).
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Ez a két vektor az R.(¢.)R,(¢,) métrix méasodik és harmadik oszlopvektora. Igy
nyilvan vq,s1, sy is ortonormalt béazis. vo merdleges vy-re, igy va = (va, s1)s1 +
(va, S2)sa. A q1 = (va, 81),q2 = (Vva, s2) jelolést bevezetve = := sgn(gz)q:, ha
lg1| # 1, és x := 1, ha |¢:| = 1, majd ¢, := arccos x.

2. A X\ > Ay = A3 esetben ¢, ¢, ugyanigy meghatarozhato, mint az altalanos esetben,
és ¢p-et valasszuk O-nak. (Ha Ay = A3, akkor R,AR;' = A.)

3. A A\; = Ay > A3 esetben a vy sajatvektor hatarozhato meg elGjel erejéig egyértelmii-
en.

Ha |v3| = 1, akkor a vy € span(ey, e2), igy az azimutszige 0 (¢, = 0), a polarszoge
meghatarozhatatlan (hiszen span(e;,e2) a Aj;-hez tartozd sajataltér), igy ¢, = 0
valasztand6. Ebben az esetben nyilvan ¢, = 0.

Ha |v3| # 1, akkor egyértelmien létezik (és linearis algebrai eszkozokkel kisza-
molhaté) egy va A\ = M\o-hdz tartozo sajatvektor, melyre vi = 0, vy < 0 és

va = 0 = v3 = 1. (Erre a vektorra lehet gy gondolni, mint a "A\y-hdz tartozo
2

sajatvektorra".) va-bol szamolhatd a polarszog; ¢, = arccosvs. Az azimutszoget
vs ez-mal bezart szoge adja: ¢, = arccosvi, és ¢, = 0 valasztando.
4. a A\; = A\g = A3 esetben a ¢, = ¢, = ¢, = 0 paraméterek valasztandok.

A paraméterek iménti meghatarozasa utan adodik, hogy a Pauli csatornak (1.18) sze-
rinti paraméterezése mely paramétertertomanyon lesz bijektiv. Ez a tartomany a

D = {(A1, X2, A3, D2, by, O2) € RO 14X > [ A £ X, AL > Ao > s,
N
¢Z7¢y7¢me[07ﬂ-)7¢y:§:>(bz—0 >\1—>\2 )\3:>¢Z ¢y:¢xzou
/\1:)\2>)\3:>(¢z:OéS¢y:O:>¢z:0),
AL > Ay = )\3 = ¢m = O} (515)

halmaz.

6. A paraméterbecslés hatékonysaga

A paraméterbecslés hatékonysagat a szogparaméterek illetve a kontrakcioparaméterek at-
lagos négyzetes hibajaval, valamint a becsiilt paraméterekhez tartozo, és a valodi csator-
namatrix atlagos négyzetes tavolsigaval jellemezhetjiik. Legyen tehat

A\ 67,0, N) = <dist(q3z, 6.)? + dist(¢y, b,)? + dist(s, @)2) (6.1)
L6 7,8, N) =B (A = )% + (o = 2)? + (A = X)?) (6.2)
v

(0, 7,0, N) = B ([|AG, Ao, As, €,y 60) = A o, A 62,0, 8012 - (6:3)

ahol || - || a Hilbert-Schmidt norma, dist(-,-) pedig a (3.4)-ben definialt fiiggvény.

Hasonl6 helyzet adodik, mint az egyszertisitett esetben: az fi, fo fliggvények nehezen
kezelhetGek, mert nemlinearis becslésekkel vannak definidlva. Ezért a nemlinearis para-
méterbecsléseket az elsérendd Taylor-polinomjukkal (a bazispont az argumentum varha-
to értéke) helyettesitjiik, és az igy kapott linearis becslések hatékonysagat mérd fl, f2
mennyiségeket definidlunk.
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6.1. A szog- és kontrakcioparaméterek becslésének linearizalasa

A 10. lemma bizonyitasa alapjan konnyen meggondolhat(’), hogy a csatornamatrix A
becslése az altalanos esetben is torzitatlan (E(A) = A). Ezért a A, Ag, A3, @2, ¢y, @ -
M;(R) — R fiiggvényeknek a kévetkez kozelitéseit tekintjiik:

M= A(A) + <grad5\i(A), A- A> (Vie{1,2,3)), (6.4)

o = dalA) + <grad03a(,4), A—A) (Vae{zya). (6.5)

Ezekkel a linearis paraméterbecslésekkel definialjuk az fi, f» fiiggvények egy kozelitését.
Ao 6,7,0,N) = B (8 — 62 + (8 — 6,) + (0 — 60)°) (6.6)

LA ¢, 7,0, N):=E ((:\1 — )P+ (A = A2)? 4+ (hs — /\3)2> (6.7)

A 13. lemma bizonyitasat lényegében megismételve belathato, hogy a S\i,gz;a becslések
torzitatlanok. Ebbél kovetkezik, hogy

fl (Av ?7 T, Qv N) = Var(ggz) + Var(q;y) + Var(ggx)’ (68)
fa(A, ¢, 7,9,N) = Var(\;) + Var(\;) + Var();). (6.9)

A
T : Ms(R) = R A (A, Ao, As, 62, by, 02) (6.10)

paraméterbecslés baloldali inverze az

A:D — MS(R)7 ()\h )\Qa )\3a ¢z7¢y7 ¢z) — A<)\17 )\27 )\37 ¢Z7¢yv ¢z) (611)

csatornaparaméterezésnek (5.14), ezért

-1
dT (A(X, ¢)) = (dA(X, ¢)) (6.12)
teljestil. A forgatasinvariancia miatt elegendé a ¢, = ¢, = ¢, = 0 szogparaméteri

csatornakkal foglalkozni. (1.18)-ba behelyettesitve lathato, hogy
A cos? ¢, + Agsin® ¢, (A — \o)sing, cos¢, 0

AN, A2, A3,0.,0,0) = | (A1 — Xo)sing.cosg. Arsin¢. + Aacos’¢, 0 |, (6.13)
0 0 1
A1cos? ¢, + Azsin® g, 0 (A — A3) sin ¢, cos ¢,
A()\l,)\g,)\g,o,¢y,0) - 0 1 0 5 (614)
(A1 — A3)sing, cosp, 0 Ajsin? g, + A3 cos® @,
1 0 0
A(A17A27A370707¢13) = 0 >\2 COSQ ¢w +)\3 Sin2 ¢r ()‘2 - /\3> Sin¢m COSQbI ) (615>
0 (Mg — A3)sing,cosd, Agsin? @, + A3 cos? ¢,
igy
A 0 (A1—XA2) O
(A1, A2, 23,0,0,0) = | (A1 — A\2) 0 0 |, (6.16)
0¢: 0 0 0
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9A 0 0 (A — A3)

Fo- (22, 29,0,0,0) = 0 0 0 : (6.17)
Py M—X) 0 0

A 0 0 0

o (M e20,0,0.00= [ 00 Mo —Ns) |- (6.18)
Z 0 (Aa—2Xg) O

Masrészt A(A, 0) = Diag(Aq, Ay, A3), igy
0A 0A 0A

8)\1 8)\2 a)\?:

Irjuk fel A derivaltjat a

Oa11  Oair  OQair  Odair  Odair  danr
01 OX2 O3 09,  Ody Oy
Oags  Oaza  0Oaza Oaza  Oaza  Oasa
9\ O Ohs  0b. 0y  Oba
Oass Oazz Oazsz Oazz Oazz Oass
oA o2 o\ O 0 Oy

dA = 311112 30122 30132 35)12 31;;511"/2 32512 (620)
01 OXa2 0Nz 0¢, 09y Oy
Odaiz Oaiz Oaiz 0Oaiz Oaiz Oais
2281 OAg O3 0 Oy Oy
Oazz  Oasz Oazz Oazz Oasz  Oass
A1 Oy D3 0P,  Oby O

alakban. Ekkor (6.16), (6.17), (6.18) és (6.19) alapjan
dA()\b )\27 >\37 07 07 O) = Dla‘g(17 17 17 )\1 - >\27 )\1 - )\37 )\2 - )\3>7 (621)

vagyis hasonlo eredményre jutottunk, mint (3.39)-ben. (6.12)-bdl és (6.21)-bdl kivetkezik,
hogy

1 1 1
dT (A(A,0)) = Diag(1,1,1 :

(6.22)

T konstrukciéja alapjan
T =T|M;(R)o S, (6.23)

A

ahol M3(R) € M3(R) a szimmetrikus matrixok altere, S pedig az A — 2 <A + (A)T>
szimmetrizalas. Legyen

R R R . L . . [ .
th2s =5 (G192 + G91) , G135 = 3 (G153 + G31) , Goss = 3 (Go3 + G32) - (6.24)
Ekkor (6.22) eredménye igy irhato:
O _0dy 0N 00, _ 1 9o, 1 96, 1 (6.25)
Oayy  Oagy  Oaszs " Dangs A — A iz M — A3’ Doz Ag—Ag

az. A()A, 0) helyen, és itt a paraméterbecslések minden mas parcialis derivaltja zérus. Ha
alkalmazzuk a lancszabalyt a (6.23) egyenletre, akkor megkapjuk a paraméterbecslések
gradiensét.
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17. Lemma. A \;, ¢ (i € {1,2,3},« € {z,y,2}) paraméterbecsiések nem zérus parcidlis
derivdltjai az A(\, Q) helyen:
O\ Oy O b, 0. 1

06, _ 99, 1 06, _ 06, _ 1 (6.26)
8&13 8&31 2()\1 - )\3>’ 8&23 8&32 2()\2 - )\3) )

(6.4), (6.5) és az iménti lemma alapjan kiszamolhato a linearizélt becslések szorasa:

" Das Oam 200 — o)’

Var(\;) = Var(ay;), Var(\y) = Var(ay,), Var(\s) = Var(ass) (6.27)
és
Var(d) = ———Var(anp + an1), Var(d,) = ———— Var(an, + az1),  (6.28)
a z) 4(}\1_)\2)2 ari{diz - 1), a y) — 4<)\1_)\3)2 ar(ais + asy), .
Var(¢,) = mVar(dgg + d32). (6.29)

A valédi és a becsiilt csatornamaéatrix tavolsdga teljesen hasonléan szamolhatd, mint
az egyszertsitett esetben:

AL, A2y As,y 02, By, D) — A1, Aoy As, 6z, By, 00) (12 = [JA(M, A2, A, 02, by, 00) — AP =
= (G11 — a11)2 + (Gg2 — a22)2 + (a3 — a33)2—|—

A A 2 . A 2 A N 2
Q12 — A12 a21 — Q21 @13 — a3 @31 — asi 23 — Q23 a3z — a3z
2 2 2 .
+ ( 2 + 2 ) + ( 2 + 2 ) + ( 2 + 2 )

(6.30)

gy A torzitatlansdga miatt

E (140w, A, As, 02, 0y, 62) = A, Ao, s, 62,0y, 62)]I12) =

1
= Var(du)+Var(d22)+Var(&33)+5 (Var(&lg + dgl) + Var(&13 + &31) + Var(d23 + &32)) .
(6.31)

Osszegzés. A (6.6), (6.7),(6.3) egyenletekkel definidlt fy, fa, f3 minimalizdlanddé mennyi-
ségek az

fl(AaQ?IaﬁaN) =
= ! Var(as + a2;) + ! Var(as + as) + ! Var(dgs + a32)
= 400 — )2 a2 T Q21 A0 — Ag)? 13 T a1 A0 — A3)? Q23 T A32),
(6.32)
f2(A,0,7,9, N) = Var(ay1) + Var(ax) + Var(ass), (6.33)

f3<A797I7Q7N) =

1
= Var(du)+Var(d22)+Var(d33)+5 (Var(&lz + &21) + Var(&lg + &31) + Var(d23 + dgg))
(6.34)

alakban irhatoak.
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6.2. A csatornamatrix leghatékonyabb becslése

18. Tétel.

f3(N 0, 7,9, N) > — (6 — (A\] + A3+ \3)), (6.35)

1
N
0.

és (6.35) egyenldségqgel teljesil, ha T =0

Bizonyitds. Lathato, hogy

1
f3(A,0,7,9,N) = —3 (Val‘(dm — a91) + Var(a3 — as1) + Var(aos — CAL32)> + Z Var(a;;).
i,je{1,2,3}
(6.36)
Az matrixokat reprezentalé oszlopvektorokra attérve

= (R(r) ® R(¥)) X (6.37)

A
ithato, ahol R(¢) = R.((.)Ry((y)Re(Ce), (¢ € {7,7}). Tehat az & becslések fiiggetlensége
miatt

Var (A) — (R(1) ® R(¥))? Var <X> , (6.38)

ahol ()2 a matrixelemenkénti négyzetreemelést jeloli. A 9. lemma szerint (R(1) ® R(9))?

—22,
duplan sztochasztikus, Var(z;;) = 1%, igy

> Var(dij):% 9- > x| (6.39)

i,j€{1,2,3} i,j€{1,2,3}

A (4.5)-beli kifejtést és az azt kovets gondolatmenetet szinte sz6 szerint ismételve belat-
hato, hogy

2 2 2

Var(&12 - dgl) S N, (640)

Végiil

> al =T XX" = Tr (R(7)" A, Ao, M) RO RW)"A(M, Ao, As)TR(T)) = AJ+A3+A3,
i,j€{1,2,3}
(6.41)
ezzel a (6.35) egyenlGtlenséget belattuk. Konnyi ellenérizni, hogy a 7 = 9 = 0 esetben

Var(aij) = N(l — 5”)\12), Var(alg — (l21) = Var(a13 — (131) = Var(a23 — agg) =

)

S

ahol 4,5 € {1,2,3}, §;; pedig a Kronecker-szimbolum, tehat a minimum felvétetik. O

6.3. A kontrakciéparaméterek leghatékonyabb becslése

19. Tétel. )
f(00,7.9,N) 2 - (3= (AT + 23+ X3)). (6.42)

0.

és (6.42) egyenldségqgel teljesil, ha T =0
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Bizonyitds.

(A0,7,9,N)= > Var(a;)= Y Var(ay)— Y Var(a). (6.43)

i€{1,2,3} i,j€{1,2,3} 7]
—z2
6.38) mutatja, hogy Var (a;;) < + (Vi,j), hiszen - < L valamennyi indexre, és
J N N
(R(7) ® R(®¥))? duplan sztochasztikus. Tehat
E Var(a;;) < E (6.44)
7= N

i#]

Ha (6.39) és (6.41) eredményét (6.43)-be helyettesitjiik, azt kapjuk, hogy

1 6
Var(ay1) + Var(age) + Var(ass) > N (9— AT+ X +A)) — = (6.45)

N7
ezzel a (6.42) egyenlGtlenséget belattuk. Konnyen ellenérizhets, hogy a 7 = ¥ = 0 esetben
Var (i) = (1 — A}), Var(axn) = (1 — A3), Var(ass) = +(1 — A3j), igy a minimum
felvétetik. m

Gyakorlati kovetkezmény. Tehdt a csatornamdtrizot és a kontrakcioparamétereket is
akkor tudjuk optimdlisan becsiilni, ha az input dllapot, a Neumann-mérés és a csatorna
wrdnya megegyezik.

Megjegyzés. Az 5. fejezetben ismeretlen irdnyi csatorndra kidolgozott tomogrdfids el-
jdrds alkalmazhato akkor is, ha feltessziik, hogy a csatorna a {o;}>_, Pauli mdtrizoknak
megfeleld wrdnyokban kontraktdl, vagyis ismert srdnyid csatorndra is. Ekkor szégparamé-
tert nem becsliink, a kontrakcioparaméterek becsléser pedig eqyszeriisodnek: i = i (1 €
{1,2,3}). Beldttuk, hogy 3>, Var (a;;) > +(B=N+M+)), ésat =1 =0 esetben
eqyenldséq dll fenn. Tehdt ismert irdnyid csatorna tomogrdfidja optimadalis, ha az input dlla-
potoknak megfeleld irdnyok és a mérési iranyok megegyeznek a csatornairanyokkal. Vagyis
a 19. tétel bizonyitdsa eqy ismert eredmény [1] djfajta igazoldsdt is adja.

6.4. A szogparaméterek leghatékonyabb becslése

A (6.37) képlet alapjan a Var(a;; + a;;) (¢ # j) mennyiségeket fel lehet irni 7,9, X és N
fiiggvényeként, X-et pedig a (5.7) egyenlet szerint fel lehet irni A\, 7 és ¢ fiiggvényekeént.
Tehat az 5
fl(AanIaQaN) =
1 1 1

— mv&r(ChQ + a21) —+ mVar(alg =+ a31) + m

Var(ag3 + asz)
(6.46)
mennyiség explicit modon kifejezhetd, optimalizalasa rogzitett A és N mellett egy hatval-
tozos szélsGértek-keresési feladat (a valtozok: 7., 7, 7, 0., Uy, ¥s). A probléma nehézségét
mutatja, hogy a szogparamétereket leghatékonyabban becsl6 eljaras analitikus megha-
tarozasa mér az egyszerisitett esetben is technikas feladat (lasd 4.3. alfejezet). Ezért
fix kontrakcioparaméterek mellett, numerikus optimalizalassal keressiik a legjobb becslési

stratégiat.
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Rogzitsiik példaul a Ay = 0.8, Ay = 0.65, A3 = 0.5 kontrakcioparamétereket és az
N = 1000 mérésszamot. Ekkor a numerikusan megkeresett (Iopt, Qopt) minimumhely
nem mutat mds szabélyszertiséget, mint hogy 7,, = 0, teljesiil. (Az egyszertisitett
esetben bizonyitani tudtuk, hogy 7,,: = Uopt, tetszéleges kontrakcioparaméterek mellett.)
Azonban minimumhoz kézeli érték adodik ket specialis helyen: f; = 0.03676 a 7, = ¥, =
Ty =0y=1T.=V,=0¢a7,=9,=71,=19,=0,7, =9, = ] esetben is, amig

min f1 = 0.03634. (6.47)

Az eltérés kicsinek mondhato, hiszen példaul f; (r=0,9=0)=0.05.
Hasonl6 a helyzet, ha a A\; = 0.9, Ay = 0.67, A3 = 0.6 kontrakcioparamétereket rogzit-
jiilk (N = 1000 tovabbra is): 7,, = 0,,, ekkor is teljesiil, valamint a 7 = ¥ = (%, §,0), és

atT=1=(%,0,%) esetben f; = 0.01675, amig

min fi = 0.01659 (6.48)

Osszehasonlitasképpen: f; (r=0,9 =0) = 0.02446.

A Fiiggelékben empirikus szimulaciokon alapuld vizsgélatok néhany eredménye latha-
t0, amelyek az elméleti eredmények illusztracidja és ellenérzése mellett sejtések megfo-
galmazéasara is Osztondznek. A Fiiggelék 4. és 5. abrajan az fl fiiggvényt abrazoljuk a
A1 = 0.8, Ay =0.65, A3 =0.5, N =1000, 7 = v feltételek mellett, a 9, = 7, = 0, illetve
a v, = 7, = 7 helyeken,

Tehat az optimalis mérési eljarast leird szogparamétereket nem tudjuk meghatarozni,

azonban konkrét Pauli csatorndk numerikus vizsgéalata alapjan valoszintisithetd, hogy
1. 7
2.ar =9 =(5,7,0),és a1 =19 = (5,0 7) szogparaméterekkel leirhaté becslési

404 4
eljarasok kozel optimélisak

tetszbleges A\, N esetén.

7. Altalanos iranyta Pauli csatorna primhatvany-szinti
rendszerre

A qubit Pauli csatorna altalanositasaként Petz és Ohno bevezették az dltaldnositott Pauli
csatorna fogalmat tetszéleges véges dimenzids kvantum rendszerre [6]. Az idézett mii
nem definidlja a csatornairany fogalmét, ahogyan a kapcsol6dé irodalom semelyik més
dolgozata sem. FE fejezet célja a csatornairdny és a szégparaméter fogalmanak kiterjesztése
primhatvany-szinti rendszerre.

Az altalanositott Pauli csatorndk egy bizonyos osztalya bijekcioban &all a megfeleld
Hilbert-tér kélcsindsen torzitatlan bdzisrendszereivel; ezt a megfeleltetést és az unitér
leképezések egy paraméterezését hasznalva Pauli csatornakhoz altaldnositott szogpara-
métereket tudunk rendelni.
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7.1. KolcsOonosen torzitatlan bazisrendszerek

4. Definici6 (MUB). Legyenek F1 = {fl,... [}, ..., Fr ={fL ... f*} a C" tér orton-
ormdalt bazisai. Ha 1 <k #1<r eseténV i,j € {1,...,n}-re

(s DO = (r)

teljesil, akkor az Fi,...,F, bazisrendszert kolcsénosen torzitatlan bazisrendszernek (rd-
viden MUB-nak) hivjuk.

Ha n = p™, ahol p prim, M € Z*, akkor n + 1 elemi MUB konstrualhat6 [7]. Azono-
sitsuk a C™ standard bazisanak elemeit az (F'(n)-nel jelolt) n elemii véges test elemeivel.

Vezessiik be a x(6) = exp (@ ((9 + 0P+ 0P 9”M_1>> fiiggvényt. Tekintsiik az

X, = Z()|3+q> (s|, Zy = Z()X(rs)ys> (s] (7.2)

matrixokat. Ekkor a{Z, : r € F(n)} halmaz ésaz {{X,Z, : ¢€ F(n)}: r € F(n)} hal-
maz elemei egyiitt egy n + 1 halmazbol 4ll6 rendszert alkotnak. A rendszer valamennyi
eleme n méatrixot tartalmaz, az azonos halmazba tartoz6 métrixok kommutalnak. Ha a
halmazrendszer minden eleméhez hozzarendeljiik az elemeinek kézos ortonormélt sajat-
bazisat, egy n + 1 elemii kdlcstndsen torzitatlan bazisrendszert kapunk. Az igy kapott

Fiy.o .. Furr MUB-ot a C™ tér kitiuntetett MUB-janak hivjuk.
Példa. Legyen p =2, M = 1. Ekkor F(n) = Zy = {0,1}, és (7.2) alapjin

Xo=lop o+ ai= (g 1 ) xi=mo+ma= (] ). @

)

lel~]0><0\+exp(?~1> y1><1\:<é _01) (7.4)

O
)

Zo=1-|o><o|+1-y1><1|:(

Tehdt

s~ {(2).(2 )} e = (3 8).(2 3}
e ={(10) (4 %)}

A fenti hdarom halmazhoz tartozo kézds ortonormdlt sajdtbdzisok rendre

1 1
Fi- {E (0)+ 1)), 5 (0} - |1>>} |
1 . 1 )
Fo={ S5 (0 41l (0 i)} 7= (0,10} (7.6)

Tehdt ez C? kitiintetett MUB-ja.
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MUB-ok unitér transzforméacidéja. Viladgos, hogy ha Fi,..., F,.1 MUB, X unitér

matrix, akkor az X F; := {X f!,..., X f"} definicioval adott X Fi, ..., X F, bazisrendszer

is MUB. Ha X € SU(n), akkor léteznek aq,...,a,_1,01,...,00m-1,051,. .., Bawm-1 valos
2 2

paraméterek, hogy

X = D(al, e ,an_l) H Ung (Ojk, ﬂ]k) y (77)
1<j<k<n
ahol ' ' R
D(ay,...,a, 1) = Diag < e L e B VA ‘”) , (7.8)

U;rpediga |j — 1) és |k — 1) standard bazisvektorok kifeszitette altér forgatasa: a hatasat

az emlitett altéren az 9 -
~ Ccos —sinfe™
U, p) = ( sin fe? cos @ ) (7.9)

matrix irja le, a komplementer altéren pedig megegyezik az identitassal (lasd [§]).

7.2. Kvazi-meroéleges részalgebrak kapcsolata kolcsonosen torzitat-
lan bazisrendszerekkel

5. Definicio. Az Ay, Ay C M, (C) (egységelemes, adjungdldsra zdrt) részalgebrdkat kvazi-
merdlegesnek (vagy komplementarisnak ) mondjuk, ha a zérus nyomai altereik (A; © CI
és Ay © CI) merdlegesek a Hilbert-Schmidt skaldris szorzdsra nézve.

20. Lemma. Legyen Fi,...,Fny1 C C" MUB. Legyen A; az F; bdzisban diagondlis
matrizok részalgebrdja (i € {1,...,n + 1}). Ekkor {A;}1] pdronként komplementdris,
mazximdlis kommutativ részalgebrdk, melyek linedrisan kifeszitik M,,(C)-t.

Bizonyitds. A definici6 alapjan vilagos, hogy A; maximalis kommutativ részalgebra (ro-
viden: M-részalgebra). Bizonyitandé a kvazi-merélegesség. Legyen 1 < k # 1 < n + 1,
XeA.eCI Y e A oClI, vagyis

(fe) (f1)

:(f,i,...,fg)Diag(xl,...,xn) : , Y:(fll,...,fl")Diag(yl,...,yn) :
(f) ()"
(7.10)

ahol x;,y; € C, >0 ;= > y; = 0. Ekkor

(1 (s

TeXY* =Tr | (fi,.... f) Diag(z1,...,zn) : (fl..... f") Diag(7y, - .-, Un) :
() Vs
(fx)
=Tr : (?1f117--~a§nfln) fk,.. f,C =
o (fi)
— ZZxdyc I fr <f17 ZZxdyc = % T4 <Zyc> =0. (7.11)
d=1 c=1 (s —1

n
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Végill dim (A;) = n, igy dim (A; ©CI) = n — 1. Az imént belattuk, hogy CI, A; &
CI,..., A,1 © CI merdleges alterek, tehat

dim (span (A, ..., A1) =dim (CI & (A, 6CI) & -+ (A1 ©CI)) =
=1+ (n+1)(n-1)=n®>=dim(M,(C)), igy span (A, ..., A1) = M,(C). (7.12)
[

Tehat ha Fi,..., F,1 C C" MUB, A; az F; bazisban diagonalis matrixok részalgeb-
rdja, E; : M, (C) — M, (C) az A, részalgebrara (mint lineéris altérre) valo merdleges
vetités, akkor Petz és Ohno definicioja szerint |6] az

£:M,(C) = M,(C); Ars E(A (1—%}) Ty ni:AE (7.13)

leképezés altalanositott Pauli csatorna, amenyiben a )\; € R szamokat ugy valasztjuk
meg, hogy & teljesen pozitiv legyen. Mivel Ay,..., A, 1 paronként komplementaris M-
részalgebrak, igy az (7.13)-ban definialt € leképezés akkor és csak akkor teljesen pozitiv,

ha
n+1

1
1 A > N> ———Viedl, ..., 1}. 7.14
+n_;J_n_1Z{ n+1} (7.14)
(Lasd [6].)
6. Definicio. A (7.13) egyenlettel adott dltalinositott Pauli csatorna csatornairanyainak

a

D,={ccA: " =0, Tro =1} C M,(C) (7.15)
affin altereket tekintjik, ahol Ay, ..., A,11 a megfeleld paronként komplementdris részal-
gebrdk.
Megjegyzés. A fenti definicid a qubit esetben definidlt csatornairdny természetes dltald-
nositdsa (lasd 1. definicid), és tetszbleges dltaldnositott Pauli csatorna irdnya definidlhatd
ily maodon (nyilvan ekkor a részalgebrdk szama nem feltétlenil n + 1).

7.3. Pauli csatorna altalanositott szogparaméterrel, primhatvany-
szintld rendszerre

A 7.1., 7.2. alfejezetek eredményeire tdmaszkodva definidlni tudjuk M -részalgebrakkal
adott Pauli csatornak dltaldnositott szégparamétereit.

7. Definici6. Legyen n = p™ (p prim, M € Z*), Fi,... ,.7-"n+1 a C™ tér kitintetett kol-
csondsen torzitatlan bdzisrendszere, X az aq,...,0p,_1,01,... n<n nn=1), 01, - - - ,Bn(n y pa-

raméterekkel leirhatd unitér mdtriz. Legyen A; az XF; bazzsban dzagonal@s mdtrizok M-
részalgebrdja, F; az A;-re vald merdleges vetités. Legyenek {\; }”+1 az (7.14) feltételt
kielégito szamok. Ekkor az

E:M,(C) - M,(C); A—E(A (1—%)\) —I1+ nZHAE (7.16)

leképezést az (ozl, ey Q1,01 Onn—ny, B, . ,ﬁn<n_1)> altalanositott szogparaméteri
2 2
és (A, ..., Ans1) kontrakcios paraméterd Pauli csatorndnak nevezzik.
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Példa. Vizsgdaljuk a qubit rendszert. Egy kordbbi példdban kiszamoltuk az Fi, Fo, F3 ki-
tintetett MUB-ot (7.6). Konnyen ldthato, hogy a kitintetett MUB-hoz tartozé Ay, As, Az
részalgebrdk a kovetkezdk:

Ay =span{l,o,}, Ay =span{l,os}, Az =span{l,os}. (7.17)

Legyen € az (o, 0, B) dltaldnositott szogparaméterd Pauli csatorna. Ekkor az E-hoz tartozo
1 AL AL részalgebrdk az X F1, X Fo, X Fs bdzisokban diagondlis mdtrizok részalgebrdi,

ahol . ’
e 0 cosff —sinfe"
X = X(a.0,5) = < 0 e @ ) ( sin fe'? cosd ) ' (7.18)
Tehdt (X argumentumdt elhagyva)
A} =span{l, Xo1 X"}, A, =span{l, Xoo X"}, A;=span{l, Xo3X"}. (7.19)

Ebb6l az alakbol ldtszik, hogy az A = p~toEop egyenlettel definidlt (p a Bloch-paraméterezés)
csatornamdtriz a kovetkezd alakot 6lti:

A= R(aaeaB)Diag(Ala)\27)\3)R_1(a797ﬁ)7 (720)

ahol

R(0,6,8) = {<%0 X(a,6, ﬁ)%an*(oz,Q, 5)>};_1. (7.21)

Az dltalanositott szégparaméterek dltalaban nem eqyeznek meg a 2. lemmdban bevezetett
szogparameéterekkel, hiszen direkt szamolds mutatja, hogy

B cos2acos? @ — cos2(a — fB)sin? @ sin2acos? 4 sin2(a — B)sin20  cos(2a — B) sin 20
R(a,0,8) = —sin2acos? § 4 sin2(a — B)sin2@  cos2acos? @ + cos2(a — B)sin2@  —sin(2a — B)sin20 |, (7.22)

— cos sin 260 — sin Bsin 260 cos 260
ugyanakkor
COS ¢ COS py ~ — COS @ Sin Py sin Pz — sin @ COs Pz~ — COS P sin ¢y oS P + sin ¢, sin P,
R.(¢2)Ry(dy)Ra(¢e) = sin¢, cos ¢y  —sin ¢, sin ¢y sin ¢z + cos P cos g,  — sin ¢, sin ¢y cos p, — cos ¢, sin ¢ ,
sin ¢y, COS ¢y Sin ¢o. COS ¢y COS P
(7.23)

ahol R,, R, R; a 2. lemmdban definidlt forgatdsmdtrizok. Azonban néhdny specidlis eset-
ben latvdnyos az analogia. Példdul

3 cos2a  sin2a 0
R(c,0,0) = | —sin2a cos2a 0 | = R.(—2«), (7.24)
0 0 1

valamint
3 cos20 0 sin26

R(0,0,0) = 0
—sin260 0 cos26

—_
)
11l
=

<

I
[\
>

~—

(7.25)

37



8. Osszefoglalas

Jelen dolgozatban a kvantum rendszerek allapotat megvéltoztato Pauli csatornak tomog-
rafidjaval foglalkoztunk, a kvantum bit rendszerre koncentrélva.

A qubit esetben precizen definidltuk a csatornairdny fogalmat, és bevezettiik a Pa-
uli csatorna hatasat leir6 csatornamdtrizot. Az O(3,R) forgascsoport egy természetes
faktoranak paraméterezésével a csatornairanyt leiré szogparamétereket vezettiink be.

Olyan tomografias sémara adtunk konstrukciot, amely az ismeretlen irdnya Pauli csa-
torna csatornamatrixdnak, kontrakcidoparamétereinek és szogparamétereinek becslésére
szolgal. Egy becslési eljaras hatékonysagat sokféle mennyiség jellemzi, ebben a dolgo-
rakci6paraméterek és a szogparaméterek atlagos négyzetes hibajaval. A kisérlettervezési
feladat az emlitett harom célfiiggvény szerinti optimalis becslési eljarasok meghatarozasa.

Tekintettiik a csatornabecslési feladat egy egyszertisitett valtozatat: a Pauli csator-
na némely paramétereirdl feltettiik, hogy ismert. Az egyszertisitett esetben analitikus
eszkozokkel meghataroztuk az optimalis csatornabecslési eljarast valamennyi célfiiggvény
esetében, az eredményeket harom tételben foglaltuk Gssze.

Visszatértiink a teljes csatornabecslési feladathoz; meghataroztuk csatornamatrixot
illetve a kontrakcioparamétereket leghatékonyabban becsld eljarast, ugyancsak analitikus
aton. Ismeretlen iranya Pauli csatorna esetében az analitikus megkozelités ujdonsag (lasd
[1, 2]). A harmadik célfiiggvény (a szogparaméterek bizonytalansiga) esetében numerikus
optimalizalas és emprikus szimulaciok alapjan tudtunk sejtéseket megfogalmazni. Az
altalanos eset vizsgalatanak eredményeit két tételben és egy sejtésben foglaltuk 6ssze.

A qubit eset altalanositasaként primhatvany-szintii rendszerekre is definiadltuk a csa-
tornairdny fogalmat, valamint a maximalis kommutativ részalgebrakkal adott Pauli csa-
torndk osztalyara kiterjesztettiik a szdgparaméterezést. Az emlitett osztély viszonylag
altalanos: a qubit esetben minden Pauli csatorna maximaélis kommutativ részalgebrakkal
adott.

Ez utobbi munka a legérdekesebbnek tiing tovabblépi lehetfség irdnyaba mutat, ami
nem mas, mint a qubit Pauli csatorndra kidolgozott csatornabecslési eljarasok és haté-
konysagvizsgalati modszerek altalanositdsa n-szintii rendszerekre.
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Filiggelék

Az empirikus hatékonysagvizsgalat célja, kivitelezése

Bar az egyszertisitett esetben az optimalis paraméterbecslési eljarast minden célfiiggvény
esetében sikeriilt analitikusan meghatarozni, az altalanos esetben a szogparaméterek atla-
gos négyzetes hibajat nem tudtuk analitikusan minimalizalni (lasd 6.4. alfejezet). Ezért
nemcsak az analitikus eredmények numerikus ellenérzéséhez, hanem sejtések megfogal-
mazasahoz is hasznos eszkéz az empirikus szimulacio.

A 2.1.,2.2., 2.3. alfejezetekben illetve az 5. fejezetben leirt paraméterbecslési eljarasok
szamitogéppel modellezhetdk, hiszen

1. a Neumann-mérések kimeneteleit szamlalo N valoszintiségi valtozok (lasd (2.13),
(5.4)) elallithatok a matematikai programcsomagok beépitett, véletelen valtozokat
generalo fiiggvényeivel,

2. a paraméterbecslések meghatarozasa N;f ismeretében olyan szamitasi feladat, amely
automatizalhato.

A paraméterbecslési eljarast M-szer szimulalva az egyszertisitett esetben a
M M. ¢ je{l.. .M} (8.1)
paraméterbecsléseket, az altalanos esetben a
NN N, @00, 00, je{l... M} (8.2)

realiziciokat nyerjiik. Ekkor definialhatjuk a

M
X 1 L
=57 > dist(¢,0)", (8:3)
j=1
1 Mo N
92= 77 S =)+ (M- N (8.4)
j=1
1 & U
gs = 37 2_ AL A, 0) = AQ, 2o, )1 (8.5)
j=1

mennyiségeket, illetve anal6g moédon az

Z dist(¢!, ¢.)? + dist(¢7, ¢,)? + dist(4L, ¢.)%, (8.6)

M
Z + (A = A2)” + (N = ), (8.7)
fs=7 Z AN, 3L 0, 95) — AN, Aoy As, bz, By, 62| (8.8)
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fiiggvényeket. Tehéat a paraméterbecslés hatékonysagat jellemzs varhato értékek (lasd
(3.1), (3.2),(3.3), illetve (6.1), (6.2),(6.3)) helyett tekinthetjiik az empirikus varhato érté-
ket is.

A mintaatlag tulajdonsagaibol adodik, hogy

Eji = g Bfi = f; (Vi € {1,2,3}), é Var () = Var (f;) = 0 (—) SNCE)

Tehét nagy M esetén g; (f;) jol kozeliti gi-t (fi-t).

Az empirikus hatékonysagvizsgalatot Mathematica 8 koérnyezetben valositottam meg
[9]. A kovetkezd oldalakon néhany eredményt mutatok be, melyek a paraméterbecslési
eljaras szimulalasabol adodtak.

Empirikus hatékonysagvizsgalat az egyszertsitett esetben

1. Abrazoljuk a §;(A\; = 0.6,Xs = 0.35,¢ = 0,7,9, N = 1000) fiiggvényt, illetve a
§1(0.6,0.35,0, 7,4, 1000) fiiggvényt M = 25000 mintaelemszam mellett.

).

1. abra. (a) gy, illetve (b) g1, mint 9 és 7 fiiggvénye (0 < 9,7 <

NIE]

2. Abrazoljuk a §o(A; = 0.6, Ay = 0.35,¢ = 0,7,9, N = 1000) fiiggvényt, valamint a
§2(0.6,0.35,0, 7,9, 1000) fiiggvényt M = 25000 mintaelemszam mellett (2. &bra).

3. Tekintsiink egy példat, amikor 2(A\; — A9)? > (A; + A2)%. Ekkor a 16. tétel szerint g,
minimuma nem a 7 = 9 = 7-ben vétetik fel. Az alabbi numerikus ellen6rzés mutat-
ja, hogy ez a jelenség nem a gfg becslés linearizalasanak hibajabol szarmazik, hanem
a becslési eljaras egy érdekes tulajdonsiga. Abrazoljuk §(0.9,0.05,0, 7,9, 1000)-t
illetve §,(0.9,0.05,0,7,19,1000)-t M = 10000 mintaclemszam mellett (3. abra).

Empirikus hatékonysagvizsgalat az altalanos esetben

Legyen A\ = 0.8, Ay = 0.65,A\; = 0.5, N = 1000. Rogzitsiik, hogy 7 = ¢. Ekkor a f;
fiiggvényt, és fi numerikus becslését abrazolhatjuk fix ¥, = 7, = 0, illetve ¥, = 7, = §
mellett (4. és 5. abra). Az fy, fo fiiggvényeket is abrazolhatjuk fix ¥, = 7, = 0, illetve

¥, = 7, = § mellett (6. és 7. abra).
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4. abra. (a) fi és (b) fl. Vp=7,=0,0<0, =7,0,=1,<m7

42



43



