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TARTALOMJEGYZEK

Kivonat

A sik sokszoros fedéseinek vizsgdlatat 50 éve Fejes Toth Laszlé és Harold Davenport kez-
deményezték [F53], [H55]. Egy sikbeli halmazokbdl all6 H halmazrendszert k-szoros fedésnek
neveziink, ha a sik minden pontjat legalabb k halmaz tartalmazza. A legttbbet vizsgalt eset
az, amikor H elemei egy adott S halmaz eltoltjai.

Tegyiik fel, hogy a S halmaz eltoltjaival k-szorosan lefedtiik a sikot, vagyis az eltoltakbdl 4116
‘H halmazrendszer egy k-szoros fedés. Igaz, hogy ha k elég nagy, akkor a fedés felbonthaté két
(vagy tobb) fedésre? Pontosabban, léteznek-e olyan paronként diszjunkt Hq, Ha, ..., H, C H
részrendszerek, amelyek mindegyike fedés?

Ez az egyszert kérdés meglepéen nehéz és mély problémakhoz vezet, amelyek nagy része
maig megoldatlan. A kérdésnek, elméleti jelentOsége és érdekessége mellett fontos gyakorlati
alkalmazéasa is van, a szenzor-rendszerek iitemezésénél. Ezért ezzel a kérdéskorrel sokan fog-
lalkoztak az utobbi idoben, kiilonboz6 mddszereket bevetve.

Egy sikbeli S halmazt fedés-felbonthatonak hivunk, ha létezik olyan k = k(.S) szdm, hogy a
sik tetszbleges k-szoros fedése S eltoltjaival felbomlik két fedésre. 1980-ban Pach Janos vetette
fel, hogy hatdrozzuk meg a fedés-felbonthaté halmazokat [P80]. Sejtése szerint minden konvex
halmaz fedés-felbonthaté. 1986-ban bebizonyitotta, hogy minden nyilt, konvex, kézéppontosan
szimmetrikus sokszog fedés-felbonthat6 [P86]. 1987-ben Peter Manival bebizonyitottak, hogy
a nyilt egységkor is fedés-felbonthatd, bar ezt médig nem publikaltak [MP87]. 20 évvel kés6bb
Tardos Gébor és T6th Géza nyilt hdromszogekre [TT07], Pélvolgyi Domotor és Toth Géza
pedig minden nyilt konvex sokszogre belattak, hogy fedés-felbonthaték [PT10]. Ugyanakkor
Pach, Tardos és Téth 2007-es eredménye alapjan a konkav négyszogek nem fedés-felbonthaték
[PTTO7], Palvolgyi 2010-ben ezt dltaldnositva konkdv sokszogek egy tag osztalyardl mutatta
meg, hogy nem fedés-felbonthaték [P10]. Ezeknek az eredményeknek szémos tovabbi altald-
nositasa, javitasa sziiletett.

Az 6sszes eddigi pozitiv eredmény kizardlag nyilt sokszogekre (illetve korlapra) érvényes,
zartakra csak akkor miikodnek a bizonyitasok, ha feltessziik, hogy a fedés lokdlisan véges,
vagyis a stk minden pontja véges sokszor van lefedve. Meglepd, hogy éppen a végtelenszer
fedett pontok okozzdk a nehézséget, hiszen gy is gondolhatjuk, hogy éppen ezeknél van a
legtobb szabadsagunk a fedés felbontasara.

A dolgozat f6 eredménye, hogy bebizonyitjuk, hogy a zdrt, konvex, kézéppontosan szim-
metrikus sokszogek is fedés-felbonthatdak.

A fedés-felbonthatésag tulajdonsagnak sok egyéb valtozata van, példaul a sik fedése helyett
vizsgalhatjuk (és felbonthatjuk) tetszdleges halmaz fedéseit is. Ezenkiviil szoritkozhatunk csak
véges sok illetve megszamlalhatd sok fedd halmazra, vagy megengedhetiink akarmilyen sokat.
A dolgozatban megvizsgaljuk a kiilonb6z6 valtozatok kozti tsszefiiggéseket, és bebizonyitjuk,
hogy a nyilt és a zdrt, konvex, kdzéppontosan szimmetrikus sokszogek mindegyik valtozatban
fedés-felbonthatdak, s6t a végtelenszeres fedések két, szintén végtelenszeres fedésre is felbont-
hatoak.
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1. Bevezetés

1.1. Definicié. Legyen H sikbeli halmazokbdl 4l16 halmazrendszer, és legyen A egy sikbeli halmaz,
k> 0. H az A halmazt k-szorosan fedi, ha A minden pontjat legalabb k& darab H-hoz tartozo
halmaz tartalmazza.

A sik sokszoros fedéseinek vizsgalatat 50 éve Fejes Téth Laszlo és Harold Davenport kezdemé-
nyezték [F53], [H55]. Azdta nagyon sok eredmény sziiletett ebben a téméaban, [FTK93], [BMP05].
Az egyik legfontosabb kérdés az, hogy egy adott alakzatokbdl allé (sokszoros) fedésnek mennyi
a minimalis strisége. A legtobbet az olyan fedésekkel foglalkoztak, amely egy adott S halmaz
eltoltjaibol &ll. A tovéabbiakban mi is csak ilyen halmazrendszerekkel fogunk foglalkozni.

1.2. Definicié. Egy sikbeli S halmazt fedés-felbonthatdnak hivunk, ha létezik olyan k& = k(S)
pozitiv egész szam, hogy a sik tetszoleges k-szoros fedése S eltoltjaival felbomlik két fedésre.

Halmazok fedés-felbonthatésagat Pach Janos kezdte el vizsgalni 30 éve.
Sejtés. (Pach Janos, [P80]) Minden korldtos konvex halmaz fedés-felbonthato.
Ezt a sejtést a kovetkezo specidlis esetekben sikeriilt eddig igazolni.

1.3. Tétel. (a) (Pach, 1986, [P86]) Minden nyilt, kizéppontosan szimmetrikus, konver sokszig
fedés-felbonthato.

(b) (Mani, Pach, 1987, [MP87]) A nyilt eqységkir fedés-felbonthato.
(c) (Tardos, Té6th, 2007, [TT07]) Minden nyilt haromszdg fedés-felbonthatd.
(d) (Pélvolgyi, Téth, 2010, [PT10]) Minden nyilt, konvexr sokszig fedés-felbonthato.

Megjegyezziik, hogy a tobb mint 100 oldalas Mani, Pach [MP87] kéziratot a szerz6k mdig nem
publikaltdk. Lathato, hogy az 6sszes altalanos pozitiv eredmény csak nyilt alakzatokra érvényes, de
ez valésziniileg a bizonyitasi mddszereink fogyatékossaga, igazabdl feltehetoleg a nyiltsdgnak illetve
zartsagnak semmi koze a feladathoz. Dolgozatunk f6 eredménye az els6 altalanos pozitiv eredmény
zart alakzatokra.

1.4. Tétel. Minden zart, kézéppontosan szimmetrikus, konvexr sokszog fedés-felbonthato.

Az alakzat konvexitdsa viszont szorosan Osszefiigg a fedés-felbonthatosaggal. 2007-ben Pach,
Tardos és Téth megmutattdk hogy a konkav négyszogek nem fedés-felbonthaték [PTTO07]. Ezt
altalanositotta Palvolgyi 2010-ben, konkav sokszdgeknek egy nagyon tdg osztalyardl mutatta meg,
hogy nem fedés-felbonthatok. A részletek megtaldlhatéak a 3. Fejezetben.

A fedés-felbonthatdsagnak nagyon sok tovabbi valtozata van, sik helyett tekinthetjiik tetszéleges
halmaz sokszoros fedéseit, feltehetjiik hogy véges sok, megszamlalhatdéan sok, vagy akarmilyen sok
fed6 halmazunk van. Ezek a valtozatok elég nagy mértékben keverednek a szakirodalomban, sét,
néhany helyen hibas allitasok, megjegyzések is vannak, mert nem a megfelel6 valtozatot hasznaljak.
A dolgozat mésodik felében igyeksziink rendszerezni ezeket a valtozatokat, a koztiik levo 6sszefiiggeé-
seket, és hogy melyikrol mi ismert.
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Vegiil, de nem utolsé sorban, belatjuk, hogy a 1.4. Tételiink érvényes a fedés-felbonthatésag min-
degyik vizsgalt valtozataval, sot, nyilt, konvex, kozéppontosan szimmetrikus sokszogekkel is igazak
az eddig ismertnél erésebb felbonthatésagi feltételek. Ez Pach Jénos tételének [P86] messzemend
altalanositdsa. Belatjuk azt is, hogy nyilt vagy zart kozéppontosan szimmetrikus konvex sokszogek-
kel valé végtelenszeres fedések felbonthatdak két végtelenszeres fedésre is.
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2. Zart, szimmetrikus konvex sokszogek;
az 1.4. Tétel bizonyitasa

2.1. Dualizalas, attérés ékekre

Mint szinte minden, fedések szétszedhetoségevel foglalkozé cikkben, itt is attériink a feladat dudli-
sdra. Az otlet Pach Janostol szarmazik [P86].

Legyen S egy zart, vagy nyilt, kozéppontosan szimmetrikus, konvex sokszog, a csucsai vy, vg,
.., Ugp, Orajaras szerint. Az indexeket ezentil modulo 2n értjiik, tehat példaul vy = vy, illetve
V1 = Vg1, €S & vp-val szemkozti cstcs pedig a vg,.

Tetsz6leges p pontra legyen S(p) S azon eltoltja, amelynek kozéppontja p-ben van. Tekintsiik
S eltoltjainak egy H csaladjat. Legyen H' az H-hoz tartozé eltoltak kozéppontjainak a halmaza.
Egy tetszoleges a pontot egy S(p) eltolt akkor és csak akkor tartalmaz, ha S(a) tartalmazza S(p)
kozéppontjat, p-t. Tehat tetszoleges k > 1-re, az a pontot H k-szorosan fedi akkor és csak akkor,
ha S(a) k pontot tartalmaz a H’ halmazbdl. Ennek alapjan, ha H egy k-szoros fedést alkot, akkor
S tetszéleges eltoltja H'-nak legalabb k pontjat tartalmazza. (Megjegyzés: itt felhasznaltuk, hogy
S kozéppontosan szimmetrikus. Ha nem lenne, akkor S tetszoleges eltoltja helyett S kézéppontos
titkorképének eltoltjat kellene tekinteniink.)

Legyen z = x(S) > 0 olyan, hogy egy tetszileges x oldali négyzet S-nek legfeljebb két szomszédos
oldalat metszi. Osszuk most fel a sikot egy x oldali négyzetracs segitségével. Ekkor talalhaté egy
k' = k'(S) konstans amelyre igaz, hogy S tetszéleges eltoltja az x oldali négyzetracsnak legfeljebb
k' négyzetébe metsz bele.

Tekintsiink egy a pontot, amelyet H k-szorosan fed. Ekkor a fentiek alapjan S(a) legalabb k
pontot tartalmaz a ‘H' halmazbdl, tehat a négyzetracs kis négyzetei koziil valamelyiken beliil legaldbb
k/k' pontot tartalmaz.

2.1. Definicié. Tetszoleges a, b pontokra jellje % az a végpontu, b-t tartalmazd félegyenest.
Jelolje arg(%) azt a szoget, amellyel a pozitiv z-tengely, mint félegyenest érajaras szerinti irdnyban
el kell forgatni, hogy az ab félegyenes eltoltja legyen.

2.2. Definicié. Minden 1 <1 < 2n-re legyen F; az a konvex szogtartomany, melynek két hatarold
félegyenese a v;v;_1 és a Uivi+i félegyenesek eltoltjai. Ha S zért, akkor E; is legyen zart (tartalmazza
a hatarat), ha pedig S nyilt, akkor E; is legyen nyilt (ne tartalmazza a hatarat). E;-t az S sokszog
v; cstcsdhoz tartozd éknek nevezziik. Az { Ey, Es, ..., Ey, } ék-halmazt az S-hez tartozé ékeknek
nevezziik. Tetsz6leges p pontra F;(p) az E; azon eltoltja amelynek csticspontja p.

Azért volt érdemes felosztani a sikot kis négyzetekre, mert egy kis négyzetnek és S(a)-nak a
metszete nagyon egyszetien leirhat6. Legyen N egy kis négyzet. Mivel N S(a) legfeljebb két
szomszédos oldalat metszi, ezért N N .S(a) megegyezik egy S-hez tartozé ék alkalmas eltoltjanak és
N-nek a metszetével, vagyis N N.S(a) = N N E;(p) valamilyen 1 < i < 2n-re, és p pontra. (1. dbra)

Ezek utan kimondhatjuk az 1.4. Tétel egy dudlis valtozatat, amelybol konnyen kovetkezik az 1.4.
Tétel.



2. ZART, SZIMMETRIKUS KONVEX SOKSZOGEK;  AZ 1.4. TETEL BIZONY{TASA 7

1. dbra. A dualis feladat, tartomanyokra osztas utéan

2.3. Tétel. Legyen S egy zdrt, kozéppontosan szimmetrikus konvexr sokszdg, a csicsai vy, v, ...,
Von, Orajdrds szerint. Létezik eqy m = m(S) > 0 szdm a kovetkezd tulajdonsdggal.

Tetszoleges korlatos H ponthalmaz kiszinezhetd két szinnel, pirossal és kékkel gy, hogy minden
S-hez tartozo ék E;(p) eltoltjara, ha |E;(p) NH| > m, akkor E;(p) NH tartalmaz piros és kék pontot
18.

Most megmutatjuk, hogyan kovetkezik az 1.4. Tétel a 2.3. Tételbol.

A 1.4. Tétel bizonyitasa a 2.3. Tétel felhasznalasaval. Legyen tehat S egy zart kozép-
pontosan szimmetrikus, 2n csicsu konvex sokszog. Legyen z = x(S) és k' = k'(S) az imént
definiélt konstansok, vagyis az x oldali négyzet S-nek legfeljebb két szomszédos oldalat metszheti,
és az x oldali négyzetracsnak legfeljebb k' négyzetébe metszhet bele S egy eltoltja. Legyen tovabba
m = m(S) a 2.3. Tétel feltételeit kielégit6 konstans, és legyen k = k'm.

Tekintsiik a sik egy k-szoros H fedését S eltoltjaival. Legyen H' az eltoltak kozéppontjainak a
halmaza. Osszuk fel a sikot egy = oldali négyzetracs segitségével, és mindegyik négyzetben kiilon-
kiilon szinezziik ki H' oda es6 pontjait a 2.3. Tétel feltételei szerint. Most térjiink vissza az eredeti
‘H fedéshez, és szinezziik ki H tagjait a kozéppontjuk szinére. Azt allitjuk, hogy H piros illetve
kék tagjai a sik egy-egy fedését adjak. Tekintsiink egy tetszoleges p pontot. Be kell bizonyitanunk,
hogy fedi 6t mindkét szinii eltolt. Ez ekvivalens azzal, hogy S(p) tartalmaz mindkét szinli pontot
H'-bdl. Tudjuk, hogy S(p) H' legalabb k pontjat tartalmazza, tehat a racs valamelyik négyzetéhdl,
mondjuk N-bél, legaldbb k/k" = m pontot tartalmaz. Viszont S(p) Ggy metszi N-et ,mint egy ék”,
pontosabban N N S(p) = N N E;(q) valamilyen 1 < i < n-re, es ¢ pontra. De a 2.3. Tétel illetve a
szinezés tulajdonsdgai alapjan ekkor N N.S(p) = NN E;(q) tartalmaz mindkét szint pontot. Vagyis
az p pontot fedi mindkét szint eltolt S-bdl. O

Mostmar ,csak” a 2.3. Tétel bizonyitdsa van hatra. Ehhez sziikségiink lesz egy kis el0késziiletre.

Legyen S egy zart vagy nyilt, kézéppontosan szimmetrikus, 2n csicsi konvex sokszog, csucsai vy,
Vg, ..., Ugy,, Orajaras szerint, az S-hez tartozo ékek pedig Ey, Fs, ..., Fs,. Legyen H egy korlatos
ponthalmaz.
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2.4. Definicié. Egy p € H pontot nevezziink E;-hatdrpontnak, vagy E; szerinti hatdrpontnak ha
E;(p) N'H = {p} ha E; zért, és ) ha E; nyilt. Azaz a p csticsponti E; ék nem tartalmaz p-n kiviil
més pontot. Az F; szerinti hatarpontok halmaza pedig legyen B; = B;(H).

2.5. Definicié. Legyen H S szerinti hatira B = B(H) = (J", B;, azaz az Gsszes, valamely ¢k
szerinti hatarpontok halmaza. H tobbi pontjat belsé pontnak nevezziik.

2. abra. Hatarpontok egy ék szerint

Vildgos, hogy ha S zart, igy a hozza tartozé ékek is zartak, akkor minden p hatarpontra E;(p)NH =
{p}, ha pedig S nyilt, akkor E;(p) N H = 0.

El6szor zdrt sokszogekre bizonyitjuk be a 2.3. Tételt, de megjegyezziik, hogy nyilt ékekkel is
hasonléan miikodik a bizonyitas, sot egyszertisitheto is.

2.2. A véges bizonyitas otlete

A 2.3. Tételt bebizonyitotta Pach Janos [P86] abban a specialis esetben, ha a H ponthalmaz véges.
Most vazoljuk a bizonyitas otletét. S tehat legyen egy zart, kézéppontosan szimmetrikus, konvex
sokszog.

Beldthato, hogy a hatdrpontoknak van egy természetes ciklikus sorrendje (ezt késobb majd részle-
tezziik). Nem nehdz latni, hogy egy S-hez tartozo ék eltoltja a hatédrbdl legfeljebb két intervallumot
metsz ki, és esetleg belsé pontokat.

A bizonyitas két otlet 6tvozésébdl alakult ki.

(a) szinezziik a hatdrpontokat felvdltva pirosra és kékre, ha elég sokat tartalmaz egy ék, biztosan
lesz mindkét szini

(b) legyenek a hatdrpontok kékek, a belsék pirosak, ha elég mélyen belemetsz az ék a ponthal-
mazba, lesz mindkét tipusi pont

Az elso otlet hibdja, hogy lehetséges, hogy csak egy hatarpontot, és sok belsé pontot metsz ki az
ék. Nevezziik az ilyen hatdrpontokat gazdag hatdrpontnak. (A pontos definici6tél most eltekintiink.)
Ha az az egy hatarpont piros, és a belsé pontok is azok, akkor bajban vagyunk.

A masodik 6tlet hibaja pedig az, hogy lehet, hogy egy ék csak nagyon sok hatarpontot tartalmaz,
bels6 pontot nem. Ekkor csupa kék pont van az ékben.
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Ezt a két modszert gy 6tvozhejiik, hogy a gazdag hatarpontokat kékre, a belsé pontokat pirosra
szinezziik, a szegény (nem gazdag) hatdrpontokat pedig lényegében felvaltva szinezziik pirosra és
kékre.

Ekkor ha egy ¢k sok hatarpontot tartalmaz, és egy belsét sem, nem lehet benne til sok gazdag
pont, mivel akkor belsé pontnak is kellene lennie. Ha pedig sok bels6 pontot, és csak egy hatarpontot
metsz ki, az a pont gazdag, és kék, tehat készen vagyunk. Ha pedig tartalmaz legalabb ketto
szomszédos nem gazdag hatarpontot a felvéaltott szinezés miatt készen vagyunk. Ez persze a véges
eset bizonyitasnak csak a f6 Gtlete volt.

A mi bizonyitasunk is ezen az 6tleten alapul, sot, véges sok hatarpont esetén a fentivel megegyezé
szinezési eljarast ad a hataron, de a bels6 pontokon nem.

2.3. Hatarpontok és tulajdonsagaik
2.3.1. Sziikséges fogalmak, definiciék

Az itt szerepld fogalmak, allitasok egy részének megfeleldi szerepeltek Pach Janos emlitett cikkében
[P86] azzal a kiilonbséggel, hogy ott S nyilt volt, H pedig véges ponthalmaz, amelyben semelyik
két pont nem hatdroz meg S oldalaival parhuzamos egyenest. Itt S lehet zart is, H lehet végtelen,
és pontjai meghatarozhatnak S oldalaival parhuzamos egyenest.

Legyen S egy zart vagy nyilt, kozéppontosan szimmetrikus, 2n csticsi konvex sokszog, cstcsai vy,
Vo, ..., Ugp, Orajaras szerint, az S-hez tartozé ékek pedig Ey, Fs, ..., Fa,, és legyen H egy korlatos
(de nem feltétleniil véges) ponthalmaz.

Most bevezetjiik minden i-re ‘H FE; szerinti hatarpontjainak egy rendezését, ezek egyiitt az Gsszes
S szerinti hatarpont egy ciklikus rendezését adjak.

_>
Legyen az E; ék szogfelezojére merdleges egyenes [;. Iranyitsuk [;-t ugy, hogy FEj; eltolhaté legyen [;
bal oldalara. Az [; iranyitott egyenesen az irdnyitdasa szerint végighaladva megkapjuk a pontjainak

egy rendezését. Azt mondjuk hogy z y elétt van (illetve y x utdn van) ha [; -n az irdnyitdsa szerint
végighaladva x-szel elébb talalkozunk, mint y-nal.

%
B, pontjait merdlegesen vetitsiik /; -re. Legyen a p € B; pont képe m;(p) (3. dbra).

2.6. Allitas. Két p1 # p2 € B; pontnak nem eshet egybe a merdleges vetiilete l;-n, azaz m; injektiv.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy pi,ps € B; merdleges vetiilete [;-n ugyanaz. Mivel [; merdleges E;
szogfelezOjére, ezért vagy po € E;(p1) vagy p1 € Ei(ps), ami ellentmond annak, hogy pi,ps E;-
hatarpontok. n

%
Tetsz6leges p1, po E;-hatdrpontokra p; <; pe akkor és csak akkor, ha m;(p;) m;(p2) elétt van [; -n.

Ennek alapjan az E;-hatarpontokon beszélhetiink intervallumokrdl is, példaul py,ps € B;, p1 <
po-re

[p1, 2] = {p € By : mi(p) € [mi(p1), mi(p2)]} -
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3. abra. Hatarpontok vetitése

Ennek alapjan a [p;, po] intervallum elsé fele a

Ur
{P € B;: mi(p) € |mi(p1),

(p1) 42' Wi(lh)} }

intervallum, de hasonléan definialhatjuk a masodik felét is.

2.7. Allitas. Tegyik fel, hogy p € H, és p E; és F;y1 szerint is hatdrpont. Ekkor a p-ben hizott,
viVi11 egyenessel pdrhuzamos { eqyenesnek H minden pontja ugyanazon az oldaldn van. Ha S nyilt,
akkor az U egyenesen is lehetnek H-beli pontok. Ezen pontok mind E; és E;q szerint is hatdrpontok.
Ha S zart, akkor € csak p-t tartalmazhatja.

Bizonyitds. Legyen el6szor S nyilt. Ha p E; és ;.1 szerint is hatdrpont, akkor E;(p) és E;.1(p) nem
tartalmaz H-beli pontot. De E;(p) U E;11(p) tartalmaz egy F' nyilt félsikot, amelynek ¢ hatarold
egyenese éppen a p-ben huzott, v;v;,1 egyenessel parhuzamos egyenes. Ha ezen az ¢ egyenesen van
egy q € H pont, akkor F' tartalmazza F;(q)-t és E;11(q)-t, tehat ¢ E; és E;yq szerint is hatarpont.

Most legyen S zart. Ha p E; és E;,; szerint is hatarpont, akkor E;(p) és E;11(p) nem tartalmaz
p-n kiviil H-beli pontot. De E;(p) U E;11(p) tartalmaz egy F zart félsikot, amelynek ¢ hatérol6
egyenese éppen a p-ben huzott, v;v;11 egyenessel parhuzamos egyenes. Tehdat ezen az ¢ egyenesen
nincs p-n kiviil H-beli pont. O

Konnyen lathato, hogy ha S nyilt, p; és ps mindketten E; és E;,; szerint is hatarpontok, akkor
p1 =i p2 akkor és csak akkor, ha p; <;y1 po. A 2.7. Allitas alapjan nincs ilyen p; és po kozos
hatarpont, ha S zart. A 2.7. Allitasbdl az is kovetkezik, hogy ha p E; és F; 1 szerint is hatarpont,
akkor minden ¢ E;-hatarpontra p <; q.

Lehetnek olyan hatarpontok is, amelyek nem csak egy ék szerinti hatarpontok, és mégsem esnek
a fenti kategériaba.

2.8. Definicio. Egy p € ‘H pontot szinguldris hatdrpontnak neveziink, ha vannak olyan i; < ny <
io <ng € {1,....2n}, vagy nq < iy < ng < iy € {1,...,2n}, szamok, hogy p E;, és E;,-hatarpont, de
nem F,, és E,,—hatarpont. A nem szingularis hatarpontokat reguldris hatdrpontoknak hivjuk.
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4. dbra. Egy szinguldris hatarpont Ej és kozéppontos tiikorképe, E,, . szerint

Vizsgédljuk meg a szingularis hatarpontok néhany fontos tulajdonsagat. A kovetkezo két allitas
bizonyitdsa semmi ijat nem tartalmaz a [P86] cikkben szereplé megfelel$ bizonyitashoz képest, csak
a teljesség kedvéért kozoljiik.

2.9. Allitas. Egy p szinguldris hatdrpont ha E;-hatdrpont, akkor rajta kivil csak E;y,, (F; kozép-
pontos tikiorképe) szerint lehet hatdrpont.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy vannak olyan i; < ny < iy < ng € {1,...,2n} szdmok, hogy p E;, és
E;, szerint hatarpont de E,,, és E,, szerint nem, és iy +n # io. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy iy = 1, i = k < n. Ekkor F;(p) és Ei(p) p-n kiviil nem tartalmaznak #H-beli
pontot. Viszont konnyen ellenérizhetd, hogy minden 1 < j < k esetén E;(p) C Ei(p) U Ex(p),
ezért E;(p) sem tartalmaznak p-tél kiillonbozé H-beli pontot, ezért p E; szerint is hatdrpont, ami
ellentmond a feltevésnek. Az n; < i; < ny < is esetben is pontosan ugyanigy érvelhetiink. [

5. abra. Csak szemkozti ékpar szerint lehet egy hatarpont szinguldris

Most belatjuk, hogy csak ,egyféle” szingularis hatarpont lehet.

2.10. Allitas. Ha p szinguldris hatdrpont E; és kézéppontos tikorképe (Eiy,) szerint, akkor mds
ékpdr szerint nem létezhet szinguldris hatarpont.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van két p és ¢ szingularis hatarpont, amik kiilolnb6z6 ékparok szerinti
hatarpontok, mondjuk p az F; és E, ., szerint, q az Ejy és E,j szerint, 1 < k < n. Mivel p E; és

E, 1 szerint is hatarpont, vagy

arg(v105) < arg(pq) < arg(vanvt), (1)
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vagy R N
arg(vivy) < arg(@) < arg(ve,v7). (2)

Tegyiik fel, hogy (1) teljesiil. Ekkor, mivel ¢ E} és E,, szerint is hatarpont,
arg (G < arg() < arg(@R). 3)

Megjegyezziik, hogy ha S zart, akkor a fenti egyenl6tlenségekben mindeniitt szigoru egyenlétlenség
van, egyenloseg nem megengedett. Ezek a szogtartomanyok, amiket igy arg(ﬁ) lehetséges értékeire
kaptunk, éppen az S cstucsaihoz tartozé megfelel6 kiegészito szogek, amelyek paronként diszjunktak.
Tehét (1) és (3) csak ugy teljesiilhet egyszerre, ha k = 2, és

arg(103) = arg(ph).

Ekkor viszont ¢ E; szerint is hatarpont, ami a 2.9. Allit4s szerint ellentmond annak, hogy ¢ szingu-
laris. O]

6. abra. Csak egy ékpar szerint vannak szingularis hatarpontok

Vegyiik észre, hogy ha p és ¢ F; és E), 1 szerinti szingularis hatarpontok, akkor p <1 ¢ & ¢ <41 p.

A fenti allitasok alapjan jol leirhato a ‘H halmaz hataranak a strukturdja. Legyen egy p hatarpont
tipusa az a legkisebb i, amelyre p E; szerinti hatarpont. Tegyiik fel, hogy a szingularis hatarpontok
E, és E, 41 szerinti hatarpontok. Tekintsiik hatarpontok B = B(H) halmaz&t. Ebben a p szingularis
hatarpontokat helyettesitsiik egy p’ E; szerinti, és egy p” E,.1 szerinti hatarponttal. Legyen p,
geB'. p<gq, ha

e p ¢ tipusu hatarpont, ¢ j tipisu hatarpont, és 1 <i < j < 2n.
e Valamilyen ¢ > 1-re p és ¢ is ¢ tipusu hatarpont, és p <; q.

A < reléci6 a fenti allitasok alapjan egy rendezést ad a B’ halmazon. Ha B’ pontjait a rendezésnek
megfeleloen egy koron képzeljiik el, akkor a hatarpontok egy koriiljarasat kapjuk, ahol minden ha-
tarpont pontosan egyszer szerepel, kivéve a szinguldris hatarpontokat, azok kétszer. Ezen koriiljaras
szerint a kovetkezd sorrendben latjuk a hatarpontokat:

e Fs, és F, szerinti kozos hatarpontok, <, illetve < szerint rendezve.
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E szerinti hatarpontok, <; szerint rendezve,

FE, és s szerinti kozos hatarpontok, < illetve <5 szerint rendezve

FE5 szerinti hatarpontok, <5 szerint rendezve,

FE5 és Fs5 szerinti kozos hatarpontok, <, illetve <3 szerint rendezve

FE5 szerinti hatarpontok, <3 szerint rendezve,

E»,, szerinti hatarpontok, <, szerint rendezve,

Ennek alapjan mdr vildgos, mit értiink B’ illetve B intervalluma alatt, de azert formélisan is
definialjuk.
2.11. Definicié. Egy I C B’ halmazt intervallumnak neveziink, ha vagy
(i) hap <qg<r,ésp,rel,akkor q € I,
vagy
(ii) hap <r, ésp,r € I, és q < p vagy r < q, akkor ¢ € I.
Egy I C B halmazt intervallumnak neveziink, ha a megfelelé6 I’ C B’ halmaz B’ intervalluma.

Egy I C B illetve I C B’ intervallumot homogénnek hivunk, ha valamilyen i-re minden eleme
E;-hatarpont.

-
% —g—

7. dbra. Korre vetitett hatarpontok

2.12. Allitas. Eqgy S-hez tartozo ék eltoltja a hatdrpontokbol legfeljebb két diszjunkt intervallumot
metszhet ki.
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Bizonyitds. Tekintsiik mondjuk az Fs ék egy eltoltjat, Fo(z)-t. Tegyiik fel, hogy p F;-hatarpont, ¢
E;-hatarpont, 3 <1, <n+1, p € Ey(z), és p > q. Ekkor

arg(vav}) < arg(pf) < arg(vsv5),
ezért q € Ey(z). Hasonl6an érvelhetiink, ha p és ¢ a ,mésik oldalon” van, vagyis i,j € {n + 3,n +
4,...,2n,1}.

Most tegyiik fel, hogy p E;-hatarpont, ¢ Eo-hatarpont, 3 <i <mn+ 1, p,q € Fy(z), ésp > r > q.
Ekkor megint
arg(v30]) < arg(pt) < arg(vat§),

ezért r € Ey(z). Megint hasonléan érvelhetiink a szimmetrikus allitasnal, amikor i € {n + 3,n +
4,...,2n,1}.

Végiil tegyiik fel, hogy p, ¢, és r Es-hatdrpontok, p,r € Ey(z), és p = q = r. Ekkor megint
konnyen ellenérizhetd, hogy r € Es(z). Ugyanez igaz akkor is, ha p, ¢, és r E,,  o-hatarpontok.

Ezekbdl pedig kovetkezik, hogy Ea(z) a hatdarbdl legfeljebb két intervallumot metsz ki. m

8. dbra. Egy ¢k a hatarbdl legfeljebb két sszefiiggd intervallumot metszhet ki

Kiilon problémat fognak okozni a belsé pontoknak azon torlédasi pontjai, amelyek hatarpontok
lennének, de nem tartoznak a H halmazhoz. Nevezziik ezeket a pontokat fantom hatdrpontoknak.
Nyilvanvald, hogy ha H véges, akkor nincsenek fantom hatarpontok. A véges bizonyitasban [P86] az
Osszes belsé pont piros lett. Ha H végtelen is lehet, akkor ez nem tarthato, mert elképzelheté hogy
egy €k csak egy fantom hatarpontot tartalmaz, és az oda torlédo belsé pontokat. Ezért kénytelenek
lesziink a belsé pontokat is tébb szintire szinezni, eltéroen a véges esettol.

2.3.2. Szinezési algoritmus

Legyen S egy zart vagy nyilt, kozéppontosan szimmetrikus, 2n csicsi konvex sokszog, csicsai vy,
Vo, ..., U9, Orajaras szerint, az S-hez tartozé ékek pedig Ei, Es, ..., Fs,. Legyen H egy korlatos
ponthalmaz.

2.13. Definicié. Két hatarpont szomszédos, ha nincs koztiik harmadik pont a < rendezés szerint.
Legyen a ~ relacio a szomszédsagi relacio tranzitiv leartja, azaz a =~ b akkor és csak akkor, ha
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megadhat6 hatdrpontok a-val kezd6dd b-vel végzddd véges sorozata, amelyben az egymas utani
pontok szomszédosak.

A =~ relacié ekvivalenciarelacié. Azért vezettiik be, mert igy egy ekvivalenciaosztalyon beliili hatér-
pontok lokalisan hasondan viselkednek, mint a véges esetben, nincsenek koztiik torlédasi pontok
(viszont fantom-hatdrpontok lehetnek!). Kénnyen lathaté, hogy ha a H halmaz hatérédn véges sok
pont van, akkor azok mind egy ekvivalenciaosztalyba keriilnek.

Eloszor adunk egy szinezési eljarast, amely feketére és fehérre szinezi a hatarpontokat. A végsé
szinezésben pirosra és kékre szineziink, ehhez a fekete-fehér szinezd eljarast tobbszor alkalmazzuk.

FEKETE-FEHER-HATARSZINEZES (S, H)

Bontsuk fel H S szerinti hatarat az ~ relacio segitségével ekvivalenciaosztalyokra. Legyen E
egy tetszbleges ekvivalenciaosztaly, és |E| > 1.

/_.-—-- TG e — Ve e
- ~ -~ O-‘ﬁé N
[ I ®
°.°o o°.: ..oo. \\{ %% o./
oo *° *e, / \ o', \\\ o®
N Ly n © °. J____,
~ - - * o0
= - M""-_ -

9. abra. A bekarikdzott hatarpontok egy ekvivalenciaosztalyhoz tartoznak

Ha vannak E-ben szinguldris pontok, akkor szinezziik ki el6szor Oket a < szerinti sorrendben
felvaltva feketével és fehérrel. Ezek utan, ha két egymas utani szingularis pont kézott vannak
regularis hatarpontok, szinezziik ket felvaltva 1igy, hogy ha esetleg ketté ugyanolyan szini
keriil egymas mellé, azok fehérek legyenek. Vagyis szinezziik Oket ugy, hogy ne legyen két
szomszédos fekete, és harom szomszédos fehér. Ez mindig megtehetd, mivel az ekvivalencia-
osztalyokban a pontok diszkréten helyezkednek el egymas mellett. Ezt végezziik el minden
ekvivalenciaosztédlyra, ahol |E| > 1.

A szomszéd nélkili hatdrpontok, azaz amelyek egy egy elemtii ekvivalenciaosztalyhoz tartoznak,
még nem kaptak szint. FEzek halmaza, B,,,, felirhato, mint legfeljebb 2n darab homogén
intervallum unidja, Bs,, = [, U I, U---U Iy,, ahol I; elemei mind E;-hatarpontok. Ezeket
kiilon fogjuk szinezni. Az E;-hatarpontokon definialtunk egy m; vetitést az l; egyenesre, amely
az B; szogfelezGjére merdleges. A w; vetités felhasznalasaval definialtuk I; részintevallumainak
felezését.

Minden i-re, 1 < i < 2n, tekintsiik az I; intervallumot, ha végtelen sok pontot tartalmaz,
valasszunk benne egy pontot, és szinezziik feketére. Ezutan megint minden i-re, 1 < i < 2n, ha
I; végtelen sok pontot tartalmaz, valasszunk benne kiszinezetlen pontot, és szinezziik fehérre.
Ha véges sok pontot tartalmaz, akkor szinezziik az dsszeset fehérre. Most felezziik meg a
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végtelen sok pontot tartalmazé intervallumokat. A véges sok pontot tartalmazé intervallu-
mokkal nem foglalkozunk tovabb. Legyen az uj intervallumok halmaza Jy, Js, ..., Jp,. Ismé-
teljiik meg az el6bbi 1épést, minden végtelen sok pontot tartalmazo intervallumban valasszunk
egy kiszinezetlen pontot, és szinezziik feketére, majd minden végtelen sok pontot tartalmazo
intervallumban valasszunk egy kiszinezetlen pontot, és szinezziik fehérre. A véges sok pontot
tartalmazo intervallumok pontjait szinezziik fehérre. Ismételjiik ezt az eljarast megszamlalhato
sokszor.

Ezutan, ha maradt kiszinezetlen hatarpont, akkor azt szinezziik fehérre.

Megjegyzés: A FEKETE-FEHER-HATARSZINEZES(S, H) eljards egy nem determinisztikus algorit-
mus, ugyanazon S és H esetén tobb kiilonb6z6 szinezést is adhat.

2.14. Allitas. Ha eqy intervallumban végtelen sok hatdrpont van, az tartalmaz mindkét szini pontot.
Sot mindkettobdl végtelen sokat.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy az I intervallum homogén, mondjuk minden pontja F;-hatarpont.

Tegyiik fel el6szor, hogy az intervallum tartalmaz a belsejében egy szomszéd nélkiili p hatarpontot,
vagyis egy olyan p hatarpontot, amely nem is minimalis, és nem is maximdlis az intervallumban <;
szerint. Ekkor van I belsejében hatarpontoknak egy ¢ torlédédsi pontja (amely nem feltétlenul eleme
‘H-nak). Ha ¢ szomszéd nélkiili hatarpontok torlédasi pontja, akkor intervallum felezéses szinezési
algoritmussal el fogunk jutni egy olyan J C [ intervallumhoz, amelyben végtelen sok szomszéd
nélkiili hatarpont van, és itt valasztunk mindkét szinti pontot. Az eljarast folytatva végtelen sokat
is talalhatunk mindkét szinbol. Ha ¢ szomszéddal rendelkez6 hatarpontok torlédéasi pontja, vagy
ha I egyaltalan nem tartalmaz a belsejében szomszéd nélkiili p hatarpontot, akkor I végtelen sok
szomszéddal rendelkez6 hatarpontot tartalmaz. Ekkor viszont vagy tartalmaz olyan x <; y <; 2
pontokat, amelyek szomszédosak, ekkor van koztiik mindkét szinti, vagy pedig tartalmaz olyan
x <; y pontokat, hogy nincs z € I, amelyre y <; z illetve z <; x. Ekkor z-et és y-t kiilonb6z6
szintire szineztiik. Mivel végtelen sok hatarral rendelkez6 hatarpontunk van, hasonlé médon végtelen
sokat is talalunk mindkét szinbol. O

2.15. Definicio. Egy hatarpontot nevezziink gazdagnak, ha kimetszhet6 gy egy S-hez tartozd ék
eltoltjaval, hogy az ék csak Ot tartalmazza a hatarpontok koziil, és legalabb egy belsé pontot.

10. abra. Egy g gazdag hatarpont
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2.4. A 2.3. Tétel bizonyitasa
2.4.1. A szinezés

Most mar készen allunk, hogy bebizonyitsuk a 2.3. Tételt.

Legyen S egy zart, kozéppontosan szimmetrikus, 2n csicsu konvex sokszog, csicsai vy, vs, ...,
Vg, Orajaras szerint, az S-hez tartozd ékek pedig Ey, Fs, ..., Es,. Legyen S’ S a hatara nélkiil,
vagyis S ,,nyilt valtozata”. Végiil legyen H egy korlatos ponthalmaz.

Az aldbbi szinezés el8szor H hatdrat, B-t szinezi, majd a belsé pontok hatarat, B’-t utdna megma-
radt pontok S’ szerinti hatarat, B”-t végiil pedig a megmaradt pontokat, H"-t. Nagyon pontatlanul
fogalmazva, az elso réteg felelos a véges sok pontot tartalmazé ékekben a kék pontokért, a masodik
a pirosért, a kovetkezo két réteg pedig a végtelen sok pontot tartalmazo ékeket intézi el.

PIROS-KEK-SZINEZES(S, H)

1. Szinezziik ki H S szerinti hatarat, az els6 réteget, vagyis B-t a FEKETE-FEHER-HATAR-
SZINEZES(S, H) segitségével. Ezutdn egy tetszbleges p € B hatdrpont
— legyen kék, ha gazdag, vagy fehér,

— legyen piros minden egyéb esetben.
Most legyen H' = H \ B, vagyis H belsé pontjainak a halmaza.

2. Szinezziik ki H' S szerinti hatdrat, a mésodik réteget, B'-t a FEKETE-FEHER-HATARSZINE-
7ES(S, H') segitségével. Ezutdn egy tetszbleges p € B' hatdrpont, 1.-héz képest felvaltott
kiosztassal

— legyen piros, ha gazdag, vagy fehér,

— legyen kék minden egyéb esetben.

Most pedig legyen H" = H' \ B, vagyis H' bels6 pontjainak a halmaza.

3. Szinezziik ki H" S’ (figyelem! nem S, hanem S’) szerinti hatarat, a harmadik réteget,
B’-t a FEKETE-FEHER-HATARSZINEZES(S', H") segitségével. Ezutdn egy tetszbleges p € B’
hatarpont

— legyen kék, ha fehér,
— legyen piros ha fekete.

Végiil legyen H" = H" \ B”, a negyedik réteg, vagyis a még kiszinezetlen pontok halmaza.

4. Vegyiink az elsé lépésben egy H"'-t tartalmazo négyzetet. Ha végtelen sok pontot tartalmaz,
H"-bél, (vagyis H"'-nek végtelen sok pontja van), akkor valasszunk egy pirosat és egy kéket.
A két oldalt megfelezve vagjuk négy kisebb négyzetre a négyzetet, a H'"-bél végtelen sok
pontot tartalmazo kis négyzetekben valasszunk megint mindkét sziniti pontot, majd tovabb
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negyedeljiik a négyzeteket. Ha barmikor az eljaras soran véges sok pontot tartalmazo négy-
zethez jutunk, szinezziik az Osszes szinezetlen pontjat pirosra, és ezt a négyzetet ne osszuk
tovabb. Megszamlalhato sok 1épés utan, a tovabbra is szinezetlen pontokat szinezziik pirosra.

Ezzel megadtuk a szinezési eljarast.

2.4.2. Véges ékek

Tegyiik f6l, hogy E; egy eltoltja, E;(a) H véges sok pontjat tartalmazza, de legalabb 24-et. Ekkor
FE;(a) mindenképpen tartalmaz FE; szerinti hatdrpontot.

1. eset: Ej(a) az els6 réteghdl 1 pontot tartalmaz, vagyis |E;(a) N B| = 1 Ekkor ez a p pont
gazdag, ezért kék, és E;(a) tartalmaz legalabb 23 bels6 pontot.

2. eset: |E;(a)NB| = 2. A 2.12. Allitds alapjén E;(a) az elsé rétegbél legfeljebb két intervallumot
metsz ki. Ha mindketto egy pontot tartalmaz, akkor valamelyik gazdag, ezért kék. Ha a két
hatarpont szomszédos, akkor valamelyikiik kék. Ezeniviil F;(a) tartalmaz legaldbb 22 bels6 pontot.

3. eset: 3 < |E;(a)NB| < 21. Ekkor E;(a) mindenképpen tartalmaz két szomszédos hatdrpontot,
amelyek koziil valamelyik kék. Ezenkiviil F;(a) tartalmaz legaldbb 3 belsé pontot.

4. eset: 22 < |E;(a) N B| < 24. Ekkor, mivel E;(a) N B legfeljebb két intervallumbdl all, E;(a)
mindenképpen tartalmaz 11 szomszédos hatarpontot, legyenek ezek pq, ..., p1;. Mindenképpen van
koztiik kék. Tegyiik fel, hogy nincs koztiik piros. A FEKETE-FEHER-HATARSZINEZES sordn nem
szineztiink harom szomszédos pontot fehérre, tehat po, ps és py koziil valamelyik azért kék, mert
gazdag. Hasonldan, ps, pe és pr, illetve pg, pg és p1g koziil is valamelyik gazdag. Viszont nem nehéz
latni, hogy a hozzajuk tartozoé bels6é pontok kiilonbozéek, és E;(a) tartalmazza mindhdrom pontot.

Osszefoglalva, ha E;(a) 24 pontot tartalmaz a H halmazbdl, és nem tartalmaz mindkét szin
pontot, akkor tartalmaz kék pontot a hatarbol, és legalabb 3 belsé pontot.

Mivel E;(a) a H' halmazbdl (H' H belsé pontjait jeloli) véges sok pontot tartalmaz, tartalmazza
H' legalabb egy hatdarpontjat. Ezt a hatart ugyanazzal az eljardssal szineztiik, mint az elsé réteget,
‘H hatérat, csak a szinek szerepét felcseréltiik. Ezért ugyantgy érvelhetiink, mint az elébb, és azt
kapjuk, hogy FE;(a) mindenképpen tartalmaz piros pontot H' hatdran. Ezzel belattuk, hogy ha
Ei(a) H véges sok, de legalabb 24 pontjat tartalmazza, akkor mindkét szinii pontot tartalmaz.

2.4.3. Végtelen ékek

Most tegyiik fel, hogy E;(a) H végtelen sok pontjat tartalmazza, de nem tartalmaz mind a két szint
pontot.

1. eset: E;(a) végtelen sok pontot tartalmaz H hatardbol. Azt allitjuk, hogy ekkor F;(a) végtelen
sok bels6 pontot is tartalmaz. A 2.12. Allités alapjan E;(a) N B legfeljebb két intervallumbdl &ll,
tehat valamelyik, mondjuk I, végtelen. Tekintsiik a pontoknak a FEKETE-FEHER-HATARSZINEZES
sordn kapott szinét. A 2.14. Allitasbol kovetkezik, hogy I-ben végtelen sok fehér és fekete pont van.
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Ebbdl azonnal koévetkezik, hogy kék pont mindenképpen lesz I-ben. Ha piros nincs, akkor az 6sszes
I-ben levo fekete pont gazdag. De ekkor ezekhez a gazdag pontokhoz tartozd végtelen sok belso
pont is F;(a)-ban van.

2. eset: E;(a) véges sok pontot tartalmaz H hatarabdl, de legalabb egyet. Ekkor, hasonléan a
véges esethez, konnyen lathat6, hogy E;(a) legaldbb egy kék pontot is tartalmaz H hatarabdl, és
megint végtelen sok belsé pontot is tartalmaz.

3. eset: Ej;(a) nem tartalmaz hatarpontot. Ekkor nyilvan végtelen sok bels6 pontot tartalmaz.

Tehat osszefoglalva, mar csak azokkal az esetekkel kell foglalkoznunk amikor F;(a) végtelen sok
belsé pontot is tartalmaz, és tartalmaz kék pontot, kivéve, ha egyaltalan nem tartalmaz hatarpontot.
Tehdt ugyanigy érvelhetiink a H’ halmaz (H bels§ pontjai) esetén is. H' hatdrat, B'-t, ugyanazzal
az eljarassal szineztiik, mint B-t, csak a szinek szerepét felcseréltiik. Ezért E;(a) mindenképpen H’
végtelen sok belsd pontjat tartalmazza, és tartalmaz piros pontot B'-en, kivéve, ha egydltaldn nem
tartalmaz pontot B'-n.

Ennek alapjan, mivel feltettiik hogy FE;(a) nem tartalmaz mind a két szinii pontot, vagy (i)
Ei(a) N B = 0, vagy (ii) F;(a) N B' = 0. Vagyis vagy az elsé, vagy a mésodik rétegh6l nem
tartalmaz pontot.

Tegyiik fel, hogy F;(a) N B = (), a mésik eset teljesen ugyantigy megy.

Tudjuk, hogy F;(a) mindenképpen H” (H' belsé pontjai) végtelen sok pontjat tartalmazza, tehat
megint két eset lehetséges.

1. eset: E;(a) H" S’ szerinti hatardbdl, B"-bél végtelen sok pontot tartalmaz. Mivel a metszet
megint legfeljebb két intervallumbdl all, valamelyik intervallum végtelen sok pont, és a 2.14. Allitas
alapjan van benne mindkét szinli pont.

2. eset: Mér csak az az eset maradt, amikor E;(a) H” S’ szerinti hatardabol, B"-bél véges sok pon-
tot tartalmaz, és H” S’ szerinti belsé pontjaibdl, H"'-bol tartalmaz végtelen sok pontot. Azt allitjuk,
hogy ekkor F;(a) a belsejében is tartalmaz pontot. Tegyiik fol, hogy nem. Ekkor viszont minden
pont, amit tartalmaz, a hatdran van. Viszont akkor ezek a pontok S’ szerint mind hatarpontok,
ami ellentmond a feltevésiinknek. Tehat van egy ag pont E;(a) belsejében. Ebbol kovetkezik, hogy
Ei(ap) is E;(a) belsejében van. Mivel E;(a) nem tartalmazza H hatdrpontjét, ap nem hatérpont,
tehét E;(ag) tartalmaz egy a; pontot. Hasonléan, E;(ai) C E;(ap) is tartalmaz egy ay pontot. gy
kapunk végtelen, ag, ay, ... pontsorozatot E;(ag)-ban. Ezek véges sok kivételével a negyedik réteg-
hez, H"-hoz tartoznak. (H" H" S’ szerinti bels6 pontjainak a halmaza). Ezeknek a pontoknak van
egy x torlddasi pontja, x € E;(ao), hiszen E;(ag) zart. Ebbol kovetkezik, hogy x is F;(a) belsejében
van. Viszont ekkor, H" szinezésekor, egyszer eljutottunk egy olyan kis négyzethez, amely tartal-
mazza r-et, F;(a)-ban van, és végtelen sok pont van benne. Ezért ebben valasztottunk egy piros és
egy kék pontot.

Ezzel bebizonyitottuk az 2.3. Tételt.
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3. A felbonthatdésag valtozatai

A fedés-felbonthatésag tulajdonsagnak sok valtozata van, példaul a sik fedése helyett vizsgalhat-
juk és felbonthatjuk tetszdleges halmaz fedéseit is. Ezenkiviil vizsgalhatunk csak véges sok illetve
megszamlalhaté halmazbdl allo fedéseket, vagy megengedhetiink akarmilyen sokat. Most az er-
re vonatkozé definiciokat pontosan kimondjuk, és felsoroljuk az ezekkel kapcsolatos eddig ismert
Osszefiiggéseket. Tisztazzuk, hogy az eddig ismert eredmények melyik valtozatokra érvényesek.
Latni fogjuk, hogy kozéppontosan szimmetrikus nyilt illetve zart sokszogek esetén a legaltalano-
sabb felbonthatdsagi tulajdonsag is teljesiil.

A tovébbiakban kizardlag egy korldtos, sikbeli S halmaz eltoltjaibol 116 fedéseket vizsgalunk.

3.1. Definicié. (a) Egy fedés véges, ha véges sok eltoltbol 4ll.
(b) Egy fedés lokdlisan véges, ha barmely kompakt halmazba csak véges sok eltolt metsz bele.
(c) Egy fedés megszamlalhatd, ha megszamlalhaté sok eltolthdl &ll.

Most pedig definidljuk a fedés-felbonthatésdg nyole kiilonbozé valtozatat.

3.2. Definicié. Egy S sikbeli halmaz

{véges, lokilisan véges, megszamlalhato, illetve tetszéleges}
{sik- illetve totalis- }

fedés-felbonthatd, ha létezik olyan k, hogy a

{sik, illetve tetsz6leges halmaz}

{véges, lokdlisan véges, megszamlalhato, illetve tetszéleges}

k-szoros fedése felbonthatd két fedésre.

Az egyszerliség kedvéért a megfeleld fedés-felbonthatdsagi tulajdonségot F; ;-vel jeloljiik, az alabbi
tablazat alapjan. Az elnevezésben a totdlis jelz6t el is hagyhatjuk.

véges | lokdlisan véges | megszamlalhatd | tetszOleges
a Sllk Fl,l FLQ F113 F1,4
tetszéleges halmaz F271 F272 F2,3 F2,4

Mivel egy korlatos halmaz véges sok eltoltjaval nem fedhetd le a sik, az F}; tulajdonsdg minden
ilyen S halmazra teljesiil (viszont semmitmondd). A tovédbbiakban az Fj; tulajdonsdggal nem
foglalkozunk tobbet. Nyilvan minden S-re Fjy = F,3 = F,o = F1,(i € {1,2}), és Fy; =
Fi;,(j € {1,2,3,4}) minden alakzat esetében fenndll. Tehat a tulajdonsagok jobbrdl balra illetve
lentrol felfelé gyengiilnek.

3.3. Definicié. A halmaz lezartjat jeloljiik Cl(A)-val, belsejét pedig Int(A)-val.

A dolgozat elején mar definialt, és az 1.4. Tételben alkalmazott fedés-felbonthatdsag esetén a sik
minden pontjat le kell fedniink k-szorosan, viszont teszolegesen sok eltolt lehet. Ez a most definialt
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fogalmak koziil a totdlis-sik-fedés-felbonthatosdag, (Fi.4). A bevezetett fogalmak kozotti eddig ismert
tovabbi kapcsolatok fiiggnek attol, hogy S nyilt, vagy zart.

Pach Janos mar emlitett sejtésének altalanosabb valtozata a kovetkezo.

3.4. Sejtés. Konvex, korldtos S sikbeli alakzatra minden F;; tulajdonsdg teljesil (i € {1,2}, j €
{1,2,3,4} ).

El6szor vizsgaljuk meg, hogy nyiltsagtol, zartsagtol fiiggetleniil milyen kapcsolatok allnak fenn a
felbonthatosagi tulajdonsagok kozott.

3.1. Altaldnos allitasok

3.5. Allit4s. Legyen S egy nyilt, korldtos, konvex halmaz. Fyy (véges-fedés-felbonthatdsdg) teljesiil
S-re akkor és csak akkor, ha teljesil C1(S)-re.

Bizonyitds. Legyen S egy nyilt, korlatos, konvex halmaz, k pedig egy konstans azzal a tulajdonsag-
gal, hogy tetszOleges halmaz legaldabb k-szoros, véges fedése S eltoltjaival felbonthato két fedésre.
Legyen s S egy bels6 pontja, amelyet S kdzéppontjanak hivunk. Tetszoleges x pontra jelolje S(x)
S eltoltjat a st vektorral, vagyis S(z) S azon eltoltja, amelynek kozéppontja x. Tetszbleges «
konstansra legyen a.S S nagyitésa illetve kicsinyitése v faktorral az s pontbdl. Ekkor aS(z) S(x)
nagyitasa illetve kicsinyitése « faktorral az x pontbdl.

Tekintsiik egy A halmaz k-szoros, véges H fedését CI(S) eltoltjaival. Legyenek a fedd eltoltak
Cl(S(x1)), CU(S(x2)), ..., CUS(xm)). Egy X C {1,2,...,m} részhalmazt nevezziink fedd rész-
halmaznak, ha van olyan a = a(X) € A, X-et reprezéntalo pont, hogy az a pontot pontosan az
X részhalmazhoz tartozé eltoltak tartalmazzak, vagyis a € CIl(S(z;)) < i € X. Minden fedd
X részhalmazhoz vélasszunk egy a(X) reprezéntélé pontot. Mivel CI(S) zart, létezik olyan € >
0, hogy minden a(X)-re és i-re a(X) € Cl(S(z;)) & a(X) € CI(1 + ¢)S(x;)). Vagyis a(X)
ugyanazt a részhalmazt repzezentalja a Cl1(S(x1)), Cl(S(x2)), ..., CL(S(xm)), és az Cl((1+¢)S(x1)),
Cl((1+¢€)S(x2)), ..., Cl((14+¢€)S(z)) fedésben. Tekintsiik most az (1+¢)S(xy), (1+¢€)S(x2), ...,
(14-¢)S(x,,) halmazokat. Ez egy véges, legalabb k-szoros H’ fedése A-nak a nyilt (1+¢)S eltoltjaival.
A feltevés szerint ‘H' felbonthatd két fedésre. Ennek megfelel a H fedésnek egy felbontasa. Mivel a
‘H' fedésnek pontosan ugyanazok a fedé részhalmazai, mint az eredeti H fedésnek, a kapott felbontas
a H fedést is két fedésre bontja.

Tehat ha S-re Fy; teljesiil, akkor CI(S)-re is teljesiil. Az ellenkezé irdnyu kévetkeztetést nagyon
hasonléan lehet bebizonyitani. O]

3.6. Lemma (Kénig). Ha egy megszdmldlhatéan végtelen csucsi, gydkeres fagrdf minden foka véges,
akkor a fa tartalmaz végtelen utat.

3.7. Allitas. Egy S halmaz lokdlisan véges-fedés-felbonthato (Fp) akkor és csak akkor, ha véges-
fedés-felbonthato (Fy ).

Bizonyitds. Elég beldtni, hogy minden S-re Fy; = Fho. Legyen S egy rogzitett, véges-fedés-
felbonthaté halmaz, és legyen k egy konstans azzal a tulajdonsaggal, hogy tetszéleges halmaz leg-
alabb k-szoros, véges fedése S eltoltjaival felbonthaté két fedésre. Tekintsiink egy S eltoltjaibdl
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allo ‘H halmazrendszert, amely az A halmaznak egy lokalisan véges, legalabb k-szoros fedése. Mi-
vel H lokdlisan véges, ezért megszamlalhat6, legyen H = {Si,Ss,...}. Minden i > 0O-ra legyen
H; ={S1,5,...,5:}.

Egy H' C H egy felbontésan egy f : H' — {0,1} fiiggvényt értiink. Legyen f~(0) = {S €
H | f(S)=0}és f7H(1) ={S e | f(S) =1}

Egy f:H — {0,1} felbontas H;-j6, ha a kovetkezd teljesiil.
e Ha egy a € A pontot H \ H; nem fedi, akkor f~1(0) és f~1(1) is fedi a-t.
Készitsiik el a kovetkezo grafot:

A; legyen a H;-jé szétvéalasztasok halmaza, ezek elemei lesznek a graf csiicsai, minden i-re. A; # ()
az Fy; tulajdonsag miatt. Kossiink ossze egy f € A; ésegy g € A, 41 szétvalasztast, ha g kiterjesztése
f-nek, azaz H;n f és g megegyezik. Erre a grafra teljesiilnek a Konig lemma feltételei, gyokere
az iires halmaz szétvalasztasa, minden pont foka véges, mivel A; véges minden i-re, és egy H;,1-
jo szétvalasztas H; jo is, tehat a graf tényleg fa. Vegyiink egy végtelen felszalldo utat. Ekkor
az Osszekotott felszallo Ut jo szétvalasztasoknak egy felszalld fi, fo,... rendszere, ahol f; H;-jo
szétvélasztas. Mivel minden a € A pont véges sokszor van fedve, létezik hozzd olyan i, hogy H \ H,;
mér nem fedi a-t. Ezért az f = J,oy fi fliggvény szétvalasztja H-t a legalabb az A halmazon két
fedésre. m

Erre az ismert 3.7. Allitésitdsra most adunk egy, az eddigitdl eltérd, modellelméleti jellegli bizo-
nyitast, amibol egy kicsivel erésebb allitas is addédik. Legyen I egy tetszéleges nemiires halmaz,
P(I) a hatvanyhalmaza, 2! pedig jelolje az f : I — {0, 1} fiiggvények halmazat.

3.8. Definicié. Egy U C P(I) halmazrendszer (ultra)szird, ha a kovetkezé feltételek teljesiilnek.

i) ITeUd,0e¢lU

(ii) ha A,B €U, akkor ANB e U

(i) ha AeUd és AC B C I, akkor B el
)

(iv) (ultraha A C I esetén A € U vagy I\ A € U)

Egy % C P(I) halmazrendszert centrdltnak neveziink, ha véges F C H-ra (\pcr F # 0, azaz véges
sok elemének metszete nem iires (de nem feltétlen H-beli). Sziikségiink lesz a kovetkezd alapvetd
allitasra.

3.9. Lemma ([CK92|). Minden centrdlt halmazrendszer kiterjeszthetd ultraszirévé.

Ezek utan bebizonyithatjuk a kévetkezot:

3.10. Lemma. Adott sikbeli halmazok egy H csalddja. A kévetkezdk ekvivalensek:

(i) Létezik olyan k, hogy tetszdleges véges H' C H felbonthato két részre gy, hogy a legaldbb
k-szor fedett pontokat mindkét rész fedi.
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(i1) Létezik olyan k, hogy tetszdleges H' C H felbonthatd két részre igy, hogy a legaldbb k-szor, de
véges sokszor fedett pontokat mindkét rész fedu.

Bizonyitds. (ii) = (i) trividlis, most belatjuk, hogy (i) = (ii).

Tegytiik fel, hogy a H halmazrendszerre (i) teljesiil, és legyen k a feltételnek megfelel6 szam.
Legyen ‘H' C H egy tetszdleges, rogzitett halmazrendszer.

Ahogy az el6z8 bizonyitdsban, H' egy felbontdsdn egy f : H' — {0, 1} fiiggvényt értiink. f~1(0) =
{Sen | f(S)=0}és fH(1) ={SeH | f(S) =1}

Adott véges V C H'-re egy f: H' — {0,1} felbontds V-jo, ha a kovetkezd teljesiil.

e Ha egy p pontot H' legaldbb k-szor fedi, és H'\ V pedig nem fedi, akkor f~1(0) és f~1(1) is fedi
p-t.

Minden véges V C H'-re legyen A(V) H' V-j6 szétvalasztasainak a halmaza. Legyen

A={AV) |V CH,V véges} C P(2").

Legyen Ay, A, ..., A, € A tetszOleges. Ezekhez léteznek olyan véges Vi, Vs, ..., V, C H' részhal-
mazok, hogy A; éppen a V;-jé szétvélasztasok halmaza. Legyen V = (JI_, Vi, ami nyilvdn véges.
Tehat a feltétel szerint 1étezik egy V-j6 szétvalasztas, ami V;-j6 is minden i-re. Ezért az Ay, Ao, ...,
A, halmazok metszete nem fires.

Ez alapjan tehat A centralt, azaz véges sok elemének metszete nem iires. Centralt halmazrendszer
kiterjeszthet6 egy U D A ultrasziirové.

Minden S € H'-re legyen

1(9) _:{ 0 ha {ge2"|g(S)=0} €U
’ 1 egyébként

Belatjuk, hogy az f fiiggvény egy H' egy felbontdsat adja két részre gy, hogy a legaldbb k-szor,
de véges sokszor fedett pontokat mindkét rész fedi. Tegyiik fel, hogy egy p pontot H' legaldbb
k-szor, de véges sokszor fedi. Legyenek a fed6 halmazok Sy, Ss,...,S,,, ezek halmaza V. Tegyiik
fel, hogy minden i-re f(S;) = 0. Ekkor tehat H' S;-n 0-at felvevé felbontdsok halmaza U-ban van,
igy ezek metszete is, mert véges metszetre zart. Viszont a V-jé szétvalaszasok halmaza is U-ban
van, igy két, egymastél diszjunkt halmazt taldltunk U-ban, ami ellentmondés. Hasonléan lathato,
hogy nem lehet minden i-re f(S;) = 1. Ezzel beldttuk az allitast. ]

A 3.10. Lemmébdl kovetkezik a 3.7. Allitasitds. Ha viszont a 3.10. Lemméban feltessziik, hogy
‘H megszamlalhato, akkor azt a 3.7. Lemma bizonyitasahoz hasonléan, a Kénig lemma felhaszndla-
saval is belathattuk volna. A 3.10. Lemma annyiban altalanosabb, hogy nem tessziik fel, hogy H
megszamlalhato, de a felbontas itt is csak a végesszeresen fedett pontok felett biztosithato.

Ezek alapjan a tulajdonsagok viszonyardl egyenlore a kévetkezoket tudjuk altalanos esetben:

Fio Fis Fiy

1 1

Fyy Fys Fy3 Fyy
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Altaldnosan igaz még a kovetkezo negativ eredmény, aminek bizonyitasa mar tullépi a dolgozat
hatérait.

3.11. Tétel (Pach, Tardos, Téth, 2007, [PTT07]). Konkdv négyszégek semmilyen vdltozatban sem
fedés-felbonthatoak, kivéve Fi 1-et.

Altalanos alakzatok esetében csak ennyit tudunk kimondani, viszont nyilt alakzatok esetében egy
kicsit tobbet is tudunk.

3.2. Nyilt alakzatok

3.12. Allitas. Nyilt halmaz eltoltjaival valo, tetszoleges kompakt A sikbeli ponthalmaz k-szoros
fedésébol kivdlaszthato eqy véges k-szoros fedés.

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszoleges fedést. Minden legalabb k-szor fedett pont felett valasszunk
ki k£ darab fed6 alakzatot. Mivel ezek nyiltak, a metszetiik is nyilt, igy ez a pontnak egy k-szorosan
fedett nyilt kornyezete. Legyen ez U(z). A minden pontja felett kivalasztva U(z)-et, ezek unidja
fedi A-t. Mivel A kompakt, kivdlaszthato a nyilt fedésébol egy véges fedés. Az ezekhez tartozo
pontok felett kivalasztott k& darab alakzatok egy megfelelé véges fedését adjak A-nak. m

3.13. Allitas. Nyilt korlatos halmaz eltoltjaival valo, a teljes sik k-szoros fedésébol kivdlaszthato
eqy lokdlisan véges k-szoros fedés.

Bizonyitds. Fedjik a sikot négyzetracs-szertien kompakt egységnégyzetekkel. A 3.12. allitas szerint
mindhez vélaszthatunk véges sok eltoltat, ami azokat k-szorosan fedi. Ezeknek uniéja egy megfelel6
k-szoros fedés, ami lokdlisan véges, mivel az alakzatunk korlatos. O

3.14. Allitas. Egy S nyilt halmazra >y = F1 4, azaz ha S véges-fedés-felbonthato akkor sik-fedés-
felbonthato.

Bizonyitds. Vegyiink egy tetszoleges k-szoros sikfedést S eltoltjaival, majd ennek egy lokalisan véges
k-szoros részfedését. Erre viszont mar alkalmazhato a 3.7. Allitas, ami miatt készen vagyunk. [

Ismert olyan nem korldtos nyilt halmaz, amelyre Fi 4 teljesil, de Fy; nem [P10], tehdt a fenti
allitasban az ellenkez6 iranyba nem mindig kovetkeztethetiink. Ugyanakkor elképzelhetd, hogy
korlatos nyilt halmazoknal Fh; < Fi 4.

A fedések lokalis tulajdonsagai mellett, vizsgalhatjuk a fedések szamossagara vonatkozo feltétele-
ket is.

3.15. Definicié. Egy topologikus tér Lindeldf tulajdonsagi, ha tetszéleges nyilt fedésébdl kivélaszt-
haté egy megszamlalhato fedés. Ordklodden Lindeldf ha minden résztere is Lindelof tulajdonsagu.

Kozismert az alabbi allitas:

3.16. Allitas ([E89]). A valds sik droklddéen Lindeldf.
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3.17. Lemma. Nyilt korldtos halmazokra Iy 3 < Fo 4, és F1 o & I3 < F14, azaz a megszdmldalha-
to- €s a totdlis-fedés-felbonthatosdg, illetve a lokdlisan véges-, megszdmlalhato- és a tetszoleges-sik-
fedés-felbonthatosdag tulajdonsagok ekvivalensek.

Bizonyitds. Csak azt kell bizonyitanunk, hogy Fi o = Fi3 = Fi4,és Fo3 = by Az Fi 9 = Fi3 =
F 4 implikacié azonnal kévetkezik a 3.13. Allftasbol.

Tegyiik fel, hogy S megszamlalhato-fedés-felbonthatd, a feltételben szerepldé konstans legyen k.
Legyen H egy A halmaz k-szoros fedése. A minden pontjahoz tekintsiink k£ darab 6t tartalmazo
eltoltat, ezek nyiltak, igy metszetiik is az. Ezek a nyilt halmazok lefedik A-t, igy kivalaszthato
beldle egy megszamlalhaté fedés, a stk 6roklodéen Lindelof tulajdonsaga miatt. Ebben minden fed6
elemhez vegyiik az eredeti k eltoltat. Ez egy megfelel6 megszamlalhaté fedése H-nak, ami pedig a
feltétel miatt felbonthaté. O

Azaz a tulajdonsagok viszonyardl egyelére a kovetkezdket tudjuk korlatos nyilt halmazoknal:

FLQ <ﬁ?Fng @FlA

1 1

Fyq Fyo Fy3 Fyy

Ezek az osszefiiggések eddig is ismertek voltak, megtalalhatok példaul Palvolgyi Domotor cikkében
[P10]. T6bb cikkben is megalapozatlanul jelent meg, hogy nyilt halmazok esetében véges-fedés-fel-
bonthatosagbdl (Fy ) kovetkezik a megszamldalhato-fedés-felbonthatdsdg (Fa3), erre még nem ismert
bizonyitas.

Ezek utédn vizsgédljuk meg, az eddig ismert tételeket milyen altalanossdgban mondhatjuk ki.

3.18. Tétel. (a) (Pach, 1986, [P86]) Minden nyilt, kizéppontosan szimmetrikus, konvexr sokszdg
sik-fedés-felbonthato (Fy4) €s lokdlisan-véges-felbonthato (Fys).

(b) (Mani, Pach, 1987, [MP87]|) A nyilt egységkor sik-fedés-felbonthatd (F4) és lokdlisan-véges-
felbonthato (Fas).

(¢) (Tardos, Téth, 2007, [TT07]) Minden nyilt hdromszig sik-fedésfelbonthato (Fy4) és lokdlisan-
véges-felbonthatd (Fyz).

(d) (Pélvolgyi, Téth, 2010, [PT10]) Minden nyilt, konvex sokszdg sik-fedésfelbonthato (Fyy) és
lokdlisan-véges-felbonthato (Fy2).

Ezekben a tételekben mindig véges fedésekre adnak bizonyitast, de lathattuk, hogy nyilt alakzatok
esetében ebbdl kovetkezik a sik-fedés-felbonthatésag és a lokalisan-véges-felbonthatdsag (Fa2).

Sajnos nyilt alakzatok esetében a megszamlalhaté-fedés-felbonthatdsag (F 3) és a totalis-fedés-fel-
bonthatésag (F»4) esetén nem ismert, hogy az kovetkezik-e a gyengébb feltételekbél. Viszont az 2.3.
Tétel bizonyitdsdnak minimalis médositdsdaval (igazabol egyszeriisitésével) beldthaté annak nyilt,
kozéppontosan szimmetrikus, konvex sokszogekre vonatkozo valtozata. A részleteket itt mellozziik.
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3.19. Tétel. Legyen S egy nyilt, kézéppontosan szimmetrikus konvexr sokszdg, a csicsai vy, va, ...,
Vo, Orajdrds szerint. Létezik eqy m = m(S) > 0 szam a kévetkezd tulajdonsdggal.

Tetszoleges korlatos H ponthalmaz kiszinezhetd két szinnel, pirossal és kékkel 1ugy, hogy minden
S-hez tartozd ék E;(p) eltoltjara, ha |E;(p) NH| > m, akkor E;(p) NH tartalmaz piros és kék pontot
18.

Ebbdl pedig, ugyanigy, ahogy a zart esetben, azonnal kovetkezik az 1.4. Tétel alabbi altalanosi-
tasa.

3.20. Tétel. Minden nyilt, kézéppontosan szimmetrikus, konvexr sokszdg totdlis-fedés-felbonthato.

Nézziik meg tablazatban, mit tudunk ezek utan a kézéppontosan szimmetrikus nyilt sokszogekrol,
a [K] jeloli a dolgozatban bemutatott eredményeket:

véges | lokalisan véges | megszamlalhatd | tetszdleges
a sik — [P86] [P86] [P86]
tetszbleges halmaz | [P86] [P86] K] K]

3.3. Zart alakzatok

Zart alakzatok esetén sokkal rosszabb a helyzet, most Palvolgyi Domotor, ,szép” halmazokra vo-
natkozé szép tételét fogjuk ismertetni.

3.21. Definicié. A C zart halmaz szép, ha létezik egy t egész szam, és zart félkoroknek egy
megszamlalhaté D halmaza gy, hogy ha egy p pontot fed C-nek t kiilonb6zo eltoltja, akkor az
unidjuk fed egy P koézépponti félkorlapot D-bol (P a félkorlap hatarold szakaszanak felezOpontja),
és a belsejeik unidja fedi a félkoérlap belsejét.

3.22. Tétel (Pélvolgyi, 2010, [P10]). Egy S szép halmaz ha megszdmldlhato-fedés-felbonthato, akkor
totalis-fedés-felbonthato.

Bizonyitds. Vegyilink egy S szép halmazt, és tegyiik fel, hogy megszamlalhaté-fedés-felbonthato,
azaz valamilyen k konstansra tetszéleges halmaz k-szoros, megszamlalhaté fedése S eltoltjaival,
felbonthaté két fedésre. Mivel S szép, létezik a 3.21. Definicio feltételeit kielégito ¢ konstans és
D = {dy,ds, ...} zart félkorlapok rendszere.

Legyen most H egy A halmaz kt-szeres fedése S eltoltjaival. Feltehetjiik, hogy H nem tartalmaz
egy S(z) eltoltat tobb, mint egyszer, kiilonben a két azonos eltoltat betennénk a felbonds egyik, és
masik osztélydba, és A helyett csak a A\ S(z) halmazt tekintenénk.

Megmutatjuk hogy H tartalmaz egy H' megszamlalhaté részt, amely A-t legaldbb k-szorosan
fedi. Felteheto, hogy k = 1, mivel minden k-ra az eljarast k-szor megismételve, egy k-szoros fedést
kapunk. Legyen A, az A-nak azon pontjai, amiket H-beli eltoltak a belsejiikkel legaldbb egyszeresen
fednek. Mivel a sik 6roklédéen Lindelof, ezért kivalaszthatd H-bol Ag egy megszamlalhato fedése
is. A megmaradt A’ = A\ Ay halmazhoz tartozé pontokat legalabb ¢ eltolt fedi a hataraval. Legyen
p € A. A sz6ép” tulajdonsdg miatt van egy p kozépponti zart félkorlap, d;(p) € D, amelyet lefed
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H. Azt mondjuk, hogy ekkor p i tipisi. Legyen A; C A’ az i tipusu pontok halmaza. Ekkor
A =2 A

Legyen ¢ > 0, rogzitett. Az A; halmaz minden p pontjahoz tekintsiik a nyilt, d;-vel egyforma
sugard, p kozéppontu korlapot. Ezek nyilvan fedik A;-t, és az 6roklédéen Lindelof tulajdonsag
miatt ezekbdl kivalaszthaté megszamlalhato sok, amik még mindig fedik A;-t. Most cseréljiik ki ezt
a megszamlalhaté sok korlapot d; azonos kozéppontu eltoltjara. Ezek tovabbra is fedik A;-t, hiszen
ha nem igy lenne, akkor taldlhatnank olyan p,q € A; pontokat, hogy p benne van d;(q) belsejében.
Csakhogy ekkor a ,szép” tulajdonsag és d; valasztdsa miatt p € Ay, ami ellentmondas. Most pedig
d; megszamlalhatd sok eltoltjabol, amelyek fedik A;-t, mindegyik d; eltoltat cseréljiik ki S ¢ darab
megfeleld eltoltjara H-bdl, amelyek unidja fedi di-t. Ezzel A; egy megszamldlhaté fedését kaptuk.
Ezt minden i-re elvégezve A egy megszamlalhato részfedését kaptuk. Végiil ezt az eljarast megfelel
maédon k-szor ismételve, A egy H' C H megszamlalhato, k-szoros részfedését kapjuk, amely a feltétel
szerint felbonthaté. O

3.23. Allitas. Minden S zdrt konver halmaz SZEp.

Bizonyitds. Legyen S zart, konvex halmaz. Ha S hataranak egy darabja egy szakasz, akkor azt
S oldalanak hivjuk. Legyen a D-ben benne az Gsszes olyan zart félkorlap, amelynek a sugara
racionalis, és a hatarszakasza vagy parhuzamos valamelyik oldallal, vagy racionalis iranytangens.
Ez megszamlélhatéan sok félkorlap.

Tekintsiink egy p pontot, ami ¢t = 5-szorosen le van fedve S eltoltjainak a hataraval. Ekkor nézziik
S-et, és vegyiik fel a hatdran azokat a pontokat amivel p-t fedik az eltoltak. Ezek a pontok egy
konvex 6tszoget alkotnak, aminek van két pontja, ahol a hozzdjuk tartozo ékek egyiitt lefednek egy
180°-0s szogtartomanyt, amire odaillesztehté vagy az egyik oldallal parhuzamos iranyt, megfelel6en
kicsi félkor, vagy lefed egy 180°+¢ méretli szogtartomanyt is, ahova betehet6 egy racionalis irany,
megfeleléen kicsi félkor. O

Az eddigi eredmények zart sokszogek esetében véges-fedés-felbonthatdosdagot bizonyitanak, ezért
ezek a tételek ez esetben nem alkalmazhatéak. Sajnos a totélis-fedés-felbonthatdsagrol egyenlére
nem tudunk altalanos esetben semmit.

Ezek alapjan szép konvex zart alakzatokra a kovetkezoket tudjuk:

F172 :Fl’g <:17174

1 1 ]

Fyq Fyy Fy3 Fyy

Az €l6z6 fejezetben ismertetett tétel bizonyitdasaban, sem a megszamlalhatosagot, sem mas egyéb
feltételt nem hasznaltunk fel, igy a legerdsebb allitas amit kimondhatunk, a kévetkezo:

3.24. Tétel. Minden zart, koézéppontosan szimmetrikus, konvex sokszog totdlis-fedés-felbonthato
(Fa4).

Ezek utdn nézziikk meg tabldzatban, hogy mit tudunk a kézéppontosan szimmetrikus zart sok-
szogekrdl, [K] jeloli a dolgozatban bemutatott eredményeket:
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véges | lokdlisan véges | megszamlalhatd | tetszOleges
a sik — [P86] K] K]
tetszOleges halmaz | [P86] [P86] K] K]

3.4. Totalis- és sik-fedés-felbonthatésag kapcsolata

Az vilagos, hogy a totalis-fedés-felbonthat6 alakzatok sik-fedés-felbonthatoak is, ez az a specialis
eset amikor a fedett halmaz a sik. Azt sejtjiik, hogy korldtos halmaz esetén nem lehet kiilonbség.

3.25. Sejtés. Korldtos alakzat akkor és csak akkor sik-fedés-felbonthao (Fy4), ha totdlis-fedés-fel-
bonthato (Fay4).

A 3.25. Sejtésnek egy fontos feltétele a korlatossag. Palvolgyi Domotor egy konstrukeidjabdl [P10]
alkothat6 egy nem korlatos halmaz, ami bar sik-fedés felbonthaté, de nem totalis-fedés-felbonthaté.

3.5. Fedések felbontasa tobb részre

Az el6zbekben definialt felbonthatdsagi feltételek mind a fedések két diszjunkt fedésére valé felbont-
hatosagat kovetelték meg. Felmeriilhet a kérdés, hogy mi a helyzet akkor, ha nem kettd, hanem t&bb
részre szeretnénk felbontani a fedést, azaz minden n-re 1étezik-e k(n), hogy adott alakzat eltoltjaival
valé k(n)-szeres fedés felbomlik n diszjunkt fedéssé. A dolgozatban bizonyitott felbonthatdsagi
tételekben a bizonyitas megfelel6 modositasaval ketté helyett tobb részre vald felbonthatdosagot is
igazohatunk.

3.26. Tétel. Minden nyilt vagy zart, kozéppontosan szimmetrikus, konvex S sokszdoghoz és n > 0-
hoz létezik eqy k(n) konstans a kévetkezd tulajdonsdggal. Ha a sik tetszdleges H részhalmazdt lefedjik
S eltoltjaival legaldbb k(n)-szeresen, akkor a fedés felbonthatd n darab fedésre.

A 3.26. Tételt teljesen mas médszerrel Vizer Maté is igazolta a kozelmiltban [V12].

Tardos Gabor mutatott példat olyan halmazrendszerre ahol az n = 2 esetben teljesiil a feltétel,
de n = 3-ra mar nem. Viszont ezt a halmazrendszert geometriailag nem sikeriilt realizalni. Nem is
ismeriink geometriai ellenpéldat.
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3.6. Végtelenszeres fedések

Azt gondolhatnank hogy a végtelenszeres fedések felbontasa nem egy nehéz feladat, hiszen oridsi
szabadsagunk van. Valgjaban ez néha még mélyebb problémdakhoz is vezethet, mint véges esetben.
Elekes, Matrai, Soukup mutattak a szamegyenesnek egy olyan, zart halmaz eltoltjaival valé fedését
aminek a felbonthatdsaga fiiggetlen ZFC-t61 [EMS09]. Azt gondoljuk, hogy konvex zart halmazok
esetében nem meriilnek fel fiiggetlenségi kérdések. Pach sejtésének végtelen valtozatat is kimond-
hatjuk.

3.27. Sejtés. A sik eqy korldtos konvex halmaz eltoltjaival vald végtelenszeres fedése felbonthato két
végtelenszeres fedésre.

A 3.27. Sejtés nyilt, korlatos konvex halmaz eltoltjaival valé fedés esetében konnyen igazolhatd,
hiszen a 3.13. Allitasitas miatt levédlaszthato egy lokalisan véges fedés, igy a megmaradd eltoltak
még mindig végtelenszeres fedést adnak, ezért tovabb valaszthatunk le lokéalisan véges részeket.

3.28. Definicié. A sik egy X részhalmaza o-kompakt, ha el6all mint megszamlalhatéan sok kom-
pakt halmaz uniéja.

Maga a sik o-kompakt, de példdul R? \ Q* mar nem [E89].

3.29. Allitas. A sik eqy S o-kompakt részének végtelenszeres nyilt fedése felbonthato végtelen sok
fedésre.

Bizonyitas. Legyen S = U K;, ahol a K; halmazok kompaktak, H S-nek egy nyilt halmazokbdl
all6 végtelenszeres fedése, és legyen (p;,q;), i > 0, a nemnegativ egész szamparok, azaz N? egy
felsoroléasa.

Most rekurzivan definidljuk a H (i) = H?' C ‘H véges halmazokat. Legyen H(0) C H a K, halmaz
egy véges fedése. Most legyen m > 0 és tegyiik fel, hogy méar meghataroztuk a H(0),... H(m — 1)
véges halmazokat. Ekkor H \ U/ 'H (i) is végtelenszeresen lefedi a K, halmazt. Legyen H(m) C
HA\ UL H (i) a K, halmaz egy véges fedése, mivel K, kompakt, ilyen létezik.

Ekkor minden ¢ > O-ra az U;";IHZJ halmaz lefedi S-t. []

Az 1.4. Tétel alapjan egy zart, kozéppontosan szimmetrikus konvex sokszog eltoltjaival valo
végtelenszeres fedés nyilvanvaléan felbonthato két részre, azt viszont a tétel nem garantalja, hogy
a két fedés szintén végtelenszeres lesz. Valojaban ebben a specialis esetben ez az erésebb allitas is
igaz. Hasonlokat mondhatunk nyilt esetben is, azaz a o-kompakt feltételre ebben az esetben nincsen
sziikség.

3.30. Tétel. Egy tetszoleges sikbeli halmaz nyilt vagy zdrt konvex kézéppontosan szimmetrikus sok-
szogekkel valo végtelenszeres fedése felbonthato két végtelenszeres fedésre.

Ezt az allitast a korabbiakhoz hasonléan bizonyithatjuk, ezért itt csak vazoljuk a bizonyitast.
Eloszor a megszokott mddon szintén térjiink at a feladat dudliséra.
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3.31. Tétel. Legyen S eqy nyilt vagy zart, kézéppontosan szimmetrikus konver sokszog, a csucsai
V1, Vo, ..., Vo, Orajdras szerint. Ekkor

Tetszoleges korlatos H ponthalmaz kiszinezhetd két szinnel, pirossal és kékkel ugy, hogy minden
S-hez tartozd ék E;(p) eltoltjdra, ha |E;(p) NH| = 0o, akkor E;(p) N'H tartalmaz végtelen sok piros
és végtelen sok kék pontot is.

Mostantdl a hatart az S’ nyilt valtozat szerint értjiik.

e Legyen B = B % hatdrpontjainak halmaza, belsé pontjai 1) = H \ B,
e Legyen B' = B HM hatdrpontjainak halmaza, belsé pontjai H? = #® \ BW
e ...

e Legyen B™ (™ hatdrpontjainak halmaza, belsé pontjai H" ) = ™) \B(”)

Tovabba B* = _B™, és H* = H \ B*

neN

BE”) legyen B™ E; hatdrpontjainak halmaza, és Bf = J _ B

neN 1
Ezek utdan mar megadhatjuk a szinezést.

TOBBSZOROS-PIROS-KEK-SZINEZES (.S, H)

1. B* pontjai egy részét ugy fogjuk kiszinezni, hogy minden rétegbdl legfeljebb egy pontot szine-
ziink, és négy szomszédos réteg koziil legfeljebb az egyiken szineziink.

Egy p € B* pontra h(p) = n pontosan akkor ha p € B™ | azaz p az n. hatdrrétegen van.

Vegyiink egy B*-ot tartalmazo négyzetet, ezt kétoldalt megfelezve osszuk 4 egyenlé részre, igy
eloall a 1.-4. négyzet. Ezek utan az 1. négyzetet negyedelve kapjuk az 5.-8. négyzetet, a 2.-at
negyedelve a 8.-12.-et és igy tovabb, el6bb utébb minden tijabban keletkez6 négyzetet negyedeliink,
majd sorszamozzuk. A kovetkezo szinezésben minden 2k. és 2k — 1. 1épésben a k. négyzetben levé
pontokkal foglalkozunk.

Az 1. lépésben ha az 1. négyzet végtelen sok pontot tartalmaz, valasszunk ki egy p; pontot
szinezziik ki pirosra. Ha csak véges sok pont van nem csinalunk semmit.

A 2. Iépésben mar B*\|J,_ h(p1)+3 BY pontjai kéziil ha az 1. négyzet végtelen sok pontot tartalmaz,
valasztunk egy po kék pontot.

Ezek utédn hasonléan minden 2k —1. lépésben, B*\U, ., )43 BY pontjai kiziil, ha a k. négyzet
végtelen sok pontot tartalmaz, valasztunk egy po, pontot, amit pirosra szineziink.

Hasonléan, minden 2k. lépésben, B* \ Ul<h(p2k72)+3 BY pontjai kéziil, ha a k. négyzet végtelen
sok pontot tartalmaz, valasztunk egy pop_1 pontot, amit kékre szineziink.

Megszamlalhato sok 1épés utan készen vagyunk.

A kovetkezé Iépésekben csak a még szinezetlen pontokat szinezziik.
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2. Szinezziik ki paros n-re, B™-t a FEKETE-FEHER-HATARSZINEZES(S, 1) segitségével. Fz-
utdn egy tetszéleges p € B™ hatdrpont

e legyen kék, ha gazdag, vagy fehér,

e legyen piros minden egyéb esetben.

3. Szinezziik ki paratlan n-re, B™-t a FEKETE-FEHER-HATARSZINEZES(S, H(™) segitségével.
Ezutdn egy tetszéleges p € B™ hatdrpont

e legyen piros, ha gazdag, vagy fehér,

e legyen kék minden egyéb esetben.

Azaz cseréljiik fel a szinek szerepét a paros esethez képest.

4. Vegyiink az elsé lépésben egy H*-t tartalmazoé négyzetet. Ha végtelen sok pontot tartalmaz,
H*-bél, (vagyis H*-nak végtelen sok pontja van), akkor vdlasszunk egy pirosat és egy kéket. A két
oldalt megfelezve vagjuk négy kisebb négyzetre a négyzetet, a H*-bdl végtelen sok pontot tartalmazo
kis négyzetekben valasszunk megint mindkét szinii pontot, majd tovabb negyedeljiik a négyzeteket.
Ha barmikor az eljaras soran véges sok pontot tartalmazo négyzethez jutunk, szinezziik az Gsszes
szinezetlen pontjat pirosra, és ezt a négyzetet ne osszuk tovabb. Megszamlalhato sok 1épés utan, a
tovabbra is szinezetlen pontokat szinezziik pirosra.

Tegyiik fel, hogy a H ponthalmazt kiszineztiik a TOBBSZOROS-PIROS-KEK-SZINEZES(S, H) el-
jarassal. Megmutatjuk, hogy ha egy S-hez tartozd €k eltoltja végtelen sok pontot tartalmaz H-bol,
akkor mindkét szinbdl végtelen sokat fog.

El6szor altalanosan belatjuk, hogy ha egy éknek a belsejében van torlédasi pontja, mindkét szinbdl
végtelen sok pontot fog tartalmazni.

3.32. Allitas. Tegyiik fel, hogy E;(a) NH végtelen és van a pontoknak egy t torloddsi pontja E;(a)
belsejében. Ekkor E;(a) mindkét szinbdl végtelen sok pontot fog tartalmazni.

Bizonyitas. Bontsuk esetekre aszerint, hogy milyen pontok is torlédnak ¢-be.

1. Csak belsé pontok (H*) torlédnak, ekkor a 4. szinezési 1épés miatt lesz négyzet, amely tartal-
mazza t-t és igy oda valasztunk mindkét szinii pontot, és ezt tovabb ismételhetjiik, hiszen mindig
lesz egyre kisebb négyzet ami tartalmaz végtelen sok t-hez torlédé pontot.

2. Végtelen sok olyan hatarréteg van, amelynek a pontjai torlédnak ¢-be. Ekkor hasonléan
érvelhetiink, és az 1. szinezési eljarassal mindkét szinli pont fog ¢t-be torlodni.

3. Tegyiik fel, hogy az 1. és 2. eset nem all fenn, azaz t-be csak véges sok hatarrétegrdl torlédnak
pontok. Legyen n a legnagyobb amire B™ torlédik t-be. Ekkor a 2.14. Allitds miatt végtelen
sok fekete és fehér pont is van az ékben, ami miatt ha nem tartalmaz mindkét szinbdl végtelen
sokat az ék, végtelen sok gazdag hatarpontnak kell torlédnia t-be. Minden gazdag hatarponthoz
létezik egy pont (ami vagy belsé, vagy késébbi hatarrétegrél vald) és egy ék ami bizonyitja a pont
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gazdagsagat. Valasszunk ki egy t-be torl6dé gazdag hatarpont-sorozatot, (g1, g2, gs...). Egy gi-hez
tartozd gazdagsagot bizonyité ékek tartalmazzak g;-t, és egy az 6 gazdagsagat bizonyitd b; pontot,
de g;_1 és g;+1 pontokat nem, és g1, go, gs3... t-hez torlddik, tehat g; 1 és g;11 egyre kozelebb keriilnek
egymashoz ahogy ¢ no, ezért a gazdagsagot bizonyitoé ékek cstcsa is egyre kozelebb kell keriiljon
gi-hez, és {gy b; pontok is torlédni fognak ¢-be. Ami viszont ellentmondss, mivel B™ a legnagyobb
sorszamu réteg ami t-hez torlddik, és az 1. és 2. eset sem all fenn. O]

Ezutan bontsuk a problémat két esetre aszerint hogy E;(a) N B! véges, vagy végtelen. Feltehetd,
hogy nincs a pontoknak belso torlédéasi pontja.

I. El6szor tegyiik fel E;(a) N B végtelen. Figyeljiikk meg, ha E;(a) N BE") # () akkor minden
k < n-re E;(a) N ng) # 0, a rétegek definiciéja miatt. Megjegyezzilk, hogy ez E;(a) N B}, i # j,
azaz mas ¢k szerinti hatarpontok esetén nem feltétleniil teljesiil.

Ezt is bontsuk fel két esetre:

(a) Tegyiik fel, hogy minden n-re E;(a) N B§”) # (). Ekkor viszont a felvaltott szinek miatt paros
n-re tartalmaz végtelen sok kék, paratlan esetén végtelen sok piros pontot, mivel az 1. szinezési
l1épésben két kiilonbozo réteg ahonnan szineztiink pontokat megfeleléen tavol van.

(b) Tegyiik fel, hogy csak véges sok n-re lesz E;(a) N Bgn) # (). Vegyiik a legnagyobb n-et amire
E;(a) N B™ végtelen. Az FEKETE-FEHER-HATARSZINEZES(S, H™) alapjan a 2.14. Allitds miatt
végtelen sok fehér és fekete pontot is tartalmaz az ék. Tehat baj csak akkor lehet, ha az 6sszes fekete
pont gazdag. Ekkor viszont E;(a) tartalmaznd végtelen sok pont gazdagsigdt mutaté pontot, és
mivel a kovetkez6 rétegekben csak véges sok pont lehet, ezek koziil végtelen sok nem tartozik B;-
hoz. Ezek a gazdagsagot bizonyité ékek csak véges sok pontot tartalmazhatnak, mert nincs belso
torlodéasi pont. Ekkor viszont ezeknek sziikségszertien egy egy késobbi réteghez kell tartozniuk, ami
viszont a feltevések miatt szintén ellentmondas.

II. Most pedig tegyiik fel, hogy E;(a) N B} véges, feltehets, hogy iires. Szintén tegyiik fel, hogy
a pontoknak nincsen belsé torlédési pontja, azaz hogy a pontoknak csak E;(a) hatdrdn van a
pontoknak torlédasi pontja. Ha nincs a belsejében pont ellentmondéashoz jutunk, mert ekkor ezek a
pontok E; hatarpontok. Ha van a belsejében egy py pont, akkor mivel az nem E; hatarpont, E;(po)
tartalmaz egy p; pontot és igy tovabb, amik mind E;(a) belsejében helyezkednek el, ami szintén
ellentmondés mivel ezeknek lenne egy belso torlédasi pontja. Tehat az 6sszes pontok az ék hataran
helyezkednek el, ami viszont azt jelenti, hogy ezek definici6 szerint E; hatarpontok, mivel most a
hatart nyilt ék szerint értjiik. Ekkor viszont az I./(a) eset all fenn.

Ezek alapjan tehét igazoltuk a 3.31. Tételt, igy a 3.30. Tételt is.
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4. Osszefoglalas

A 2. fejezetben Pach Jénos kozéppontosan szimmetrikus sokszogekre vonatkozo felbonthatosagi té-
telét altalanositottuk zart sokszogekre, bebizonyitottuk az 1.4. Tételt, ami azt mutatja, hogy ez
esetben nincs sziikség a végességi feltételre. A 3. fejezetben Osszefoglaltuk a felbonthatésag eddig
vizsgalt valtozatait, a koztiik 1évo eddig ismert Osszefiiggéseket, és belattuk, hogy egyes végtelen-
szeres fedések felbonthatdak két végtelen részre.

Tovabbi cél hasonléan belatni, hogy a konvex, de nem koézéppontosan szimmetrikus zart sokszogek
is fedés-felbonthatdak, aminek a nehézsége, hogy az ismert bizonyitasok nagyon erdsen hasznaljék a
végességi feltételt [PT10], [GV09]. Szintén fontos még vizsgalni a felbonthatdsagi feltételek kozotti
eddig ismeretlen Osszefiiggéseket.

Ko6szonetnyilvanitas

Ko6szonom témavezetémnek Toth Gézanak a sok segitséget, a kozos munkat és a sok konzultaciét.
Nélkiile ez a dolgozat nem jott volna létre. Remélem még sok érdekes Gsszefiiggést fogunk feltarni.
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