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Kivonat

A képalkotasban gyakran hasznalt matematikai eszkéz a Radon-transzformacio,

mely vonalintegralok segitségével ,,tapogat le” egy eloszlast. Ez megfeleltetheto

t6bb képalkotdsi modalitas (CT, PET, SPECT) mérési eredményének. Munkdm
sordan a kétdimenziés Radon-transzformalttal foglalkoztam. A kétdimenzids
Radon-transzformaltbdl kapott adatok visszaképezésére a sziirt visszavetités a
leggyakrabban alkalmazott eljaras, munkam soran ezzel szemben Riesz-potencidlok
segitségével végeztem a képrekonstrukciot, annak reményében, hogy ezzel a
sziirt visszavetitésbe bedgyazott, numerikus matematikai szempontbdl nem kénnyedén
elvégezhetd Hilbert-transzforméciot kikertiilhetem.

A Riesz-potencidlokban szerepel egy tetszilegesen valtoztathaté o paraméter,
igy nem csak egyetlen alternativ inverziés formulét, hanem egész megoldascsalddot
adnak. Az o paraméter megvéltoztatasaval tobb, lényegesen eltéro esetet lehet
létrehozni. Pontosabban, o megfelel6 megvélasztasaval lehet olyan megoldast
talalni, amely kizarélag a Radon térben sziir, illetve kizardlag a képtérben sziir.
Ezek mellett tobb olyan megoldas létezik, ahol egymés utan mindkét térben
szlirnek a Riesz potencidlok. TDK munkam sordn készitettem egy programot,
amelyben « bemeneti paraméterként szerepelt, azaz altaldnos alfira elvégezte
a Riesz potencidlos eljarast.

Ennek segitségével megvizsgaltam az alfa szerinti képmindség-valtozdst. A
eredmények azt mutattdk, hogy magasabb, illetve negativ « esetén, azaz olyan «
paraméter mellett, amely mindkét térben igényel sziirést, csak egyetlen esetben
volt elfogadhaté az eredmény. A magasabb « esetek igen gyorsan elfajultak, és
a kép nem csak alacsony minéségl volt, hanem olykor teljesen felismerhetetlen.
Ezzel az esettel és a két, alacsony « melletti, azaz kizardlag egy térben lezajld
szlirésekkel egyiitt Osszesen harom o melletti esetet vizsgaltam meg részletesen.
A vizsgalt esetekre kiilon-kiilon optimalizalt programokkal vizsgdltam a kiala-
kult képmindGséget.

A programokat MATLAB kornyezetben irtam meg. A bemeneti adato-
kat szintén MATLAB kornyezetben generdltam, majd beépitett fiiggvénnyel
radon transzforméltam. A sajat programokkal rekonstrualt képeket Osszeha-
sonlitottam a beépitett inverz radon transzformaéciés rutin dltal rekonstrudlt
képekkel.
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1. fejezet

Elméleti hattér

1.1. A Radon-transzformacio és a szurt vissza-
vetités

Az orvosi képalkotasnél gyakran hasznalt matematikai eszkéz a Radon-transzformécio.
A képalkotdsnak egyik legalapvetébb matematikai eszkoze a vonalintegral, mely
tobb elterjedt képalkotdsi modalitasban jatszik szerepet.

Ennek példdja a CT (Computed Tomography), melyben a mért targyat ront-
gen vagy gamma sugarzassal vilagitjak at, majd a detektor az adthaladé inten-
zitast detektdlja. A targyon atjutd intenzitdst a a részecsketranszport model-
lezésében jol ismert Beer-Lambert torvény irja le:

I = Iye) @)de

lni = /u(z)das (1.1)
Iy

ahol az I intenzitdst, a u(x) pedig a targy szelétdl mérve x tdvolsdg utdn
taldlhaté abszorpcids egyiitthatét jell. A Beer-Lambert torvényben az ab-
szorpcids egylitthaté vonalintegralja szerepel, a pozitron emisszids tomografian
alapul6 detektorokban (PET, SPECT) azonban a koncentracié vonalintegréilja
szerepel.

A Radon transzformaciéban egyetlen vonalintegral helyett a mért teret szog
szerint végigpasztazo egyenesek mentén vett vonalintegralok sokasdga helyet-
tesiti [1] az aldbbi médon:

R = [ [ £605(t - wx)dady (1.2)
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1.1. dbra: Az w,x,t geometriai szemléltetése

Két dimenziéban az 1.1. dbrén lathato jeloléseket vezetjiik be: w = [cos 8, sin 6],

x = [z,y], t = wx, s = w' x. A Radon transzformécio kifejezése ezekkel a kovet-
kezore egyszertisodik:

/f(tw + sw ' )ds (1.3)

A tomografidban ez tobb sugdrnak, illetve tobb szdghdl végzett vizsgdlatnak
felel meg. Mivel a tomogréfia a térbeli eloszlasok mérésével foglalkozik, a tobb
sz0gbdl végzett mérések sziikséges informéaciot hordoznak.

Az inverz radon transzformdcié hasonléan alapveté matematikai mdodszer,
viszont numerikus megvaldsitdsa nem annyira egyszeri. Ennek oka latszik az
inverzios képletben:

fla) = / ORI 9) 1y (1.4)

wx —t

A képlet nevezdjében lathato, hogy szingularitas taldlhaté a t = wx pont-
ban, amely lehetetlenné teszi a megszokott, numerikus szamitasokban hasznalt
Riemann integréalast.

A szingularitas altal okozott hiba elkeriilése érdekében az integralt &t kell
alakitanunk. Ehhez a Fourier Szelet Tétel hasznalhaté [1]. A Fourier Szelet
Tétel azt mondja ki, hogy egy két dimenzids fiiggvény két dimenziés Fourier
transzformécidjanak egy "szelete” egyenértékii a fiiggvény egy projekciéjanak
egydimenziés Fourier transzformaéciéjaval.

Ennek alkalmazdsa a két dimenzidés Radon transzforméciéra:

§:(Rf(t,0)) = //f(tw + sw " dse T dt =

/ / fla,y)erweosOtusind) guqy = §  f(rcos6,rsind) (1.5)



Latszik, hogy egy két dimenzids inverz Fourier transzforméciéval visszakap-
haté az eredeti fliggvény. Ezt azonban érdemes polarkoordinatakban felirni,
felhasznalva a korabbi jeloléseket. Fz esetben a két dimenziés inverz Fourier
transzformacié alakja:

9 2
<217r) / / S y)erte IO dedy (zi) / / Fr(@)e™ rldrdf =

_ / 31l f(rw))do (1.6)

Ezt az inverziét az (1.5) egyenletre alkalmazva az eredmény:

fy) = / 37178, (R (1, 6)))d6 (1.7)

Az atlathatésag kedvéért a §.'[|r[8.(Rf(t,0))] kifejezést g(t,0) jeldléssel
irhatjuk. A kordbbi jeldlésekre visszatérve, t = wx = xcosf + ysinf. Ezzel a
(1.7) egyenletben lathaté integrél alakja:

flz,y) :/g(xcose—l—ysin@,Q)dH (1.8)

Az (xcosb + ysin b, 0) par viszont azokat az egyeneseket jellemzi, amik az
(z,y) pontokon keresztiil mennek 4t, és az origéval 6 szoget zarnak be. Ez azt
jelenti, hogy a 6 szerinti integrél az adott (z,y) ponton dtmend egyenesekhez
tartozo projekciokat integralja Ossze, vagyis az integral egy visszavetitésnek felel
meg.

A visszavetitést RT operatorral szokas jelolni. Ezzel felirhatjuk a teljes
visszavetitést operator jeldlésben:

fla,y) = RY @M I3 (R (£,0))) (1.9)

A belsé tag a Fourier transzforméciéknak koszonhetéen gyakorlatilag szlir6ként
miikodik. Ezt jol lehet 1atni az alkalmazasban is, mivel az egyszerii visszavetités
egy homadlyos véltozatdt adja az eredeti képnek (1.2. dbra).



1.2. dbra: A Shepp-Logan fantom sziirt, illetve szlirés nélkiil végzett vissza-
vetitése

Ennek koszonhetoen ezt az eljarast sziirt visszavetitésnek nevezziik.



1.2. Riesz-potencialok

A Fourier transzformaciok tipikusan konnyedén elvégezhet&ek numerikusan.
A sziirt visszavetités esetében viszont bonyolultabb helyzet alakul ki. En-
nek oka, hogy a Fourier transzformaciékban taldlhaté egy bedgyazott Hilbert-
transzformécio, ami az egyes Fourier transzformaciékkal ellentétben gondot
okozhat a numerikus szamitasokban.

A Hilbert transzformécié definicidja a kdvetkezs:

Dy =/ o) dy (1.10)

r—y

Az inverz Radon-transzformaciéhoz hasonléan, latszik, hogy az x = y pont-
ban szingularitas lesz, ami Cauchy értelemben kénnyedén integralhaté, Riemann
integralni viszont nem lehet, i{gy numerikusan nem el6nyos.

A Hilbert-transzformécié azonban az inverz Radon-transzforméciéhoz ha-
sonldan atalakithaté. Ebben segit, hogy a Hilbert-transzformécié valdjaban egy

1
konvolicid, azaz — x g(y). Ekkor:
T

8, =58+ 9(0) =3 Blow)B)] =5 Blol)isgn(k)]  (111)

T

Ez az alternativ definicié hasonlit a szlirt visszavetités sziir6 tagjara. A szlird
tagot felbontva latszik, hogy az alternativ definicié valéban megtalalhaté benne:

8 78 (Rf)] =8, ' [rsgnog,(Rf)] = 9u(Rf) (1.12)

Ennek hatranya az, hogy a Hilbert-transzformaciohoz sziikséges a teljes
szinogram, igy barmilyen adatvesztés, sziirés, vagy véagas képminOségromlast
eredményezhet.

A Hilbert-transzformacio kikeriilése érdekében munkam soran az inverz Radon-
transzformacié egy ujabb atalakitdsat vizsgdltam meg. FErre az tgynevezett
Riesz-potencidlokat hasznaltam.

A Riesz potencial egy, a Hilbert transzformaciéhoz hasonlé konvolicié, amely
egy valtoztathaté o paraméterrel rendelkezik:

ap_ L [ JW)
I f_Ca/\xfyP*a (1.13)

Az el6z6ekhez hasonléan a Riesz-potencidl is kifejezheté Fourier transz-
formaciokkal. A Hilbert-transzformacié atalakitdsdban alkalmazott konvolicid
tulajdonsagok itt is felhasznalhatbak, amivel végiil az adodik, hogy:

[ f1(k) = |k[=“8[f (2)] (1.14)
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Ennek segitségével az inverz Radon-transzformaécio is atalakithaté. Ezt a
Riesz-potencidl Fourier dtalakitdsabdl kiindulva lehet levezetni. A (1.14) egyen-
let baloldali Fourier transzformaciéjat polarkoordinatakban invertalva megkap-
hat6 a Riesz-potencidl [1]. A Radon-transzformécidra alkalmazva:

I“Rf = (27r)*1//eim“’|7"|1*a8Rf(rw)drd0 (1.15)

A Fourier Szelet tétel miatt azonban §Rf(rw) = §,Rf(¢,0), igy a (1.15)
egyenlet:

I*Rf = (27r)—1//e“‘W\rP—agtRf(t,9)drd9 (1.16)

Ebben azonban latszik az I®~! definiciéja, igy az egyenlet tovabb egy-
szerusithetd:

I*Rf = (2m)~ ! /IaflRf(t,e)de (1.17)

Ebben mar latszik, hogy a kiils6 integral a kordbban is haszndlt visszavetités,
igy a teljes szamitast felirhatjuk operator jelélésben:

I°Rf = (2m) 'RYI*'Rf
f=0@m) "I *RTI*'Rf (1.18)

Az « paraméter tetszdlegesen megvalaszthatd, igy a (1.18) egyenlet nem-
csak egyetlen megoldast ad, hanem egy egész megoldés csalddot. Ez megadja a
lehet6séget, hogy az a paraméter megvalasztasaval optimalizéljuk az inverziot.
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2. fejezet

Alfa paraméterezés
valasztasa

Az o paraméternek nincs megkotése, igy végtelen megoldds 1étezik. A meg-
oldasok lesziikitésében azonban szerepet jatszik az, hogy a megoldast nume-
rikusan szeretnénk alkalmazni. Ez esetben célszerti egész alfdkat alkalmazni,
mivel {gy nem adddnak bonyolult gyckok a sziirésben, és a Riesz-potencidlok
Fourier alakjai is atirhatdak olyan operacidkra, amelyek talan kevesebb nume-
rikus hibaval rendelkeznek.

Ennek kivalé példdja az @ = —1 eset. A (1.18) egyenletbél és a (1.14)
azonossaghdl azt kapjuk, hogy:

f=@mn) ' \I'RYITPRE = (2m) '8 (I 718 IRTS T (PR U(RS))]) (21)

A belsé Riesz-potencidl azonban egyszertiisithetd, mivel:

8 '(r*8.(RS)) =8 (—(ir)*§,(RS)) = O;Rf (2.2)

Ezzel a megoldas képlete:

f=@n)7 g (I8, [RT O/ RF)) (2.3)

A fenti képletben latszik, hogy bar mindkét térben létezik egy sziirGtag, a
Radon-térben mar semmilyen Fourier transzforméaciét nem kell végrehajtani,
hanem egy sima derivalas utdn mar a visszavetités kovetkezik, és a Fourier
transzformaciés szlirésekre mér csak a valds térben keriil sor.

Ez egyrészt azért hasznos, mert igy eggyel kevesebb miiveletet kell végrehajtani,
masrészt mert igy a Radon-térben teljesen elkeriiljiik a Hilbert transzforméciot,
és a valds térben is hasonld szilir6tagot lathatunk, de Hilbert transzformaciot
mar nem alkalmazunk. Ez legalabb valamennyire elGsegiti a lokalitast.
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A kiilonbozo eljarasokat MATLAB kornyezetben valdsitottam meg, és a
MATLAB kérnyezet beépitett Shepp-Logan fantomnak, a radon beépitett fiiggvénnyel
vett Radon-transzformaltjat képeztem vissza. Kiilon programot irtam az o =
—1,0,1 esetekre.

Az o = —1 esetben azt vettem észre, hogy a képmindség igen sokat romlott.

A kép zajosnak tlint, viszontmagas frekvencidk levagdsa csak akkor javitott
ezen, amikor mar hatarozattan a lathatésag rovasara ment.

A legvaldsziniibb oknak a méasodik derivalt tlint, mivel a szamitds soran egy
négy pontos derivaltat haszndltam, majd a szélén 3 pontos derivaltra valtottam.
Ez még mindig figyelmen kiviil hagyott két sort. Ennek elkeriilése érdekében a
vizsgalatot a bels6 tag atalakitasa nélkil is elvégeztem.

2.1. abra: a = —1 eset atalakitassal, illetve anélkiil

Latszik, hogy a képmindség jelentésen javult, a kontraszt féleg, de a kisebb
zaj-csikok a masodik derivalt nélkiil is megjelentek. Erre is tobb ok lehet, f6ként
az 1/|r| tag a kiils§ szlirésben. Létszik, hogy a kozéps6, |r| = 0 pontban a
szirotag nem regularis, igy ezt a pontot ki kell hagyni a szamitdsbél. Mivel
ez mar a valés térben zajlik, az integrélasok elvégzése utan, az elhanyagoléds
nem okoz akkora eltérést, mint az eredeti inverzidban. Az viszont konnyen
belathatd, hogy valamennyi hibat igy is okoz. Emellett az is szerepet jatszhat,
hogy a kétszeres sziirés soran valamennyi informaciévesztés is lehetséges.

Az a =0 és a = 1 esetek jobb képeket adtak. Sét, az a = 0 megvalasztas
mellett a Riesz potencidlos eljaras majdnem ugyanazt az eredményt adta, mint
az iradon:
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2.2. abra: iradon fiiggvénnyel késziilt kép, illetve az o = 1 eset

Ez az elméletet is tiikrozi, mivel az o = 0 eset pont a sziirt visszavetités
képletét adja vissza:

f=@n) HPRYITIRf = 2m) T REE (I3 (RS)) (2.4)

Azt viszont észrevehetjiik, hogy az a = —1 esetben fellépd zajok a Riesz po-
tencidlos eljarasban kicsit jobban ldthatéak maradtak, mint a MATLAB prog-
ram beépitett iradon fiiggvénnyel késziilt kép. Ez annak koszonhetd, hogy az
iradon fliggvény a szlirt visszavetitésben az |r| szlir6tag utdn még levigja a
magasabb frekvencidkat, ami pontosabb zaj sziirést végez.

Az o =1 eset egy igen hasonlé eredményt ad, viszont latszik, hogy a kont-
raszt alacsony volt az eredeti képhez képest:

2.3. abra: o = 1 eset
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Ezt az ImageJ képfeldolgozasi szoftverrel javitottam.

2.4. abra: a =1 eset, kontraszt javitds utdn

Ez megint konnyen magyarazhaté az elmélettel, mivel az o = 1 eset igen
hasonlé az a = 0 esethez, azzal a kiilonbséggel, hogy mig a sziirt visszavetités
csak a Radon-térben szlir, az a = 1 kizarélag a valds térben sziir, azaz:

f=0@mn) "I RYIPRf = (20) ' (I8, (R RS)) (2.5)

Ebbdl azonban latszik, hogy az o = 0 és a = 1 specidlis megoldésokat adtak,
pontosabban olyan megoldasokat, ahol egyetlen térben létezik sziliré tag.

Az o = 1 esetben az is latszik, hogy djra elékeriil a Hilbert-transzformacio.
A Riesz-potencidlokkal viszont mar elértiik, hogy csak a valds térben keriiljon
sor a Hilbert-transzformaciéra, ami azt jelenti, hogy nem biztos, hogy sziikség
van a teljes szinogramra, hogy a visszavetitést végrehajtsuk. Emellett a szlirtag
|r| reguldris minden pontban, igy a képmindéség is jelentdsen javult az o = —1
esethez képest.

Ezeknek az egyszerii, alacsony o eseteknek a megvizsgaldsa utan felmeriilt
az a kérdés, hogy a magasabb a paraméterek milyen eredményt adnak, mivel
lehetséges, hogy az optimum a magasabb « paraméterek kozott van. Ebben
azonban szerepet jatszik az is, hogy a magasabb a paraméterii esetek mind, az
a = —1 esethez hasonléan, mindkét térben végzik a sziirést.

A magasabb « paramétereket egy olyan MATLAB fiiggvénnyel vizsgdltam
meg, amely az o paramétert bemeneti paraméterként kapta, és altalanos eset-
ben elvégezte a Riesz-potencidlos eljarast. Ennek érdekében a magasabb « pa-
raméteri Riesz-potencidlokat egyszertien Fourier transzforméciés alakban végeztem
el, mivel az a = —1 esethez hasonlé atalakitdsokat nem lehetett praktikusan
altaldnositani.

A program eredményébol viszont azt kovetkeztettem, hogy nem volt érdemes
a magasabb «a esetekre elvégezni az atalakitasokat, mivel latszott, hogy a ma-
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gasabb rendil szlirés olyan gyorsan elrontotta a képmindséget, hogy az |a| > 2
esetek mar felismerhetetlené valtak:

2.5. abra: a = 2, illetve o = 3 megvalasztas eredményei

Erdekes volt azonban megfigyelni, hogy bar a negativ o paraméterii esetek
ugyanannyira gyorsan fajultak el, a jellegiik jelentésen eltért a magasabb, pozitiv
« paraméterli esetektol:

2.6. abra: a = —2, illetve « = —3 megvalasztas eredményei

A negativ és pozitiv o paraméterii esetek kozott a legfontosabb kiilonbség
a szingularitdasok elhelyezkedése. A pozitiv paraméterii esetekben a Riesz po-
tencidlos eljaras a kovetkez6 alakot veszi fel:

f=@mn) T ' RYITPRE = 2m) 7 g (I8 RTS  (IrTB((RS))])  (26)

a negativ paraméteri esetekben pedig a kovetkezot:
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f=@n) IRITERE = (20) 8 (IS RS (1B (R))]) (2.7)

ahol n,m € N.

Ebbdl latszik, hogy mindkét esetben taldlhaté szingularitas az » = 0 pont-
ban, viszont a szingularitds a pozitiv esetekben a Radon térben 1ép fel, a negativ
esetekben pedig a valds térben, igy a hatdsa sem ugyanaz.

Ennek fényében nem til megleps, hogy a magasabb « paraméterii esetek
elromlanak, mivel a magasabb a paraméterek szlirétagjai egyre magasabb rend
szingularitdsokkal rendelkeznek, amelyeknek egy nagy része még a Radon térben
jelenik meg.

A derivalt Fourier transzforméciéjanak a tulajdonsigai miatt fenndll az a
lehetGség, hogy a hibanak egy részét ki lehet keriilni atalakitassal. Ez azonban
leginkabb a Hilbert-transzformacié elkeriilésére hasznéalhato, és arra is csak amig
a globdlis visszavetités esetén még nem okoz nagy gondot, rdadasul az o = —1
esetbol latszott, hogy a derivalasra valtas tobb hibat okozott, mint amennyit
kijavitott. Tovabbé mivel a derivalds a szingularitast nem tartalmazo tagokbdl
hozhaté ki, ezeknek hibaja a derivalas hibdja mellett hatna, ami 2.5. és 2.6.
abrékon lathaté képmindség mellett nem lett volna tiirhetd.

Ezeknek a megfontolasoknak eredményeként a magasabb « paraméterii ese-
teket elvetettem, és a pontosabb, szamszerii vizsgdlatokat a kordbban targyalt,
jol miikods a = —1,0, 1 esetekre folytattam.
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3. fejezet
Ertékelés

A képminGség szamszerl értékelésére egy Osszehasonlité programot irtam. A
program az eredeti képhez, illetve a beépitett iradon MATLAB paranccsal
elvégzett sziirt visszavetités eredményéhez hasonlitotta a feliil targyalt harom
esettel elvégezett visszaképzés eredményét.

A program az esetek eltérését a ”j&” kepéktdl valo eltérést haromféle norméval
vizsgalta:

e L' norma:

1K1 = Kolli = ) | K1y — Ko (3.1)
i
e L? norma:
1K1 = Kolls = [ (K — Kaij)? (3.2)
i

e keresztkorrelaciés norma:

1 Ki(z,y) — K))(Ky(x,y) — Ky
HKl_KQHk:NZ( 1( y) 1)( 2( y) 2) (33)
Ty OK10K,
ahol K a MATLAB programban generalt K képet leiré matrix elemeinek
az atlaga, ok meg azoknak a szoérasa.

Az L', L? normék tulsagosan érzékenyek voltak a képek normaldsara, mig a ke-
resztkorrelaciés norma a normalési kiilonbségeket a keresztkorrelacids eljarassal
kisztri, és csak a képek térbeli eloszlasanak kiilonbségét vizsgalja. Mivel a pon-
tos normalasi faktor optimalis értékét sokdig fejlesztettem, a keresztkorrelacios
norma sokkal hasznosabb volt a megvizsgalasra. A teljesség kedvéért viszont
minél tobb normaban akartam megvizsgdlni az eltéréseket, mivel igy a normakat
Ossze lehetett vetni.
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3.1. Alfa paraméterezés vizsgalata

Bar a magasabb a paraméterii esetek lathatéan romlottak, az dltalanos o pa-
raméterre késziilt program irasa elott ezt még nem lattam. Emiatt a prog-
ram eleinte dgy késziilt, hogy minden a paraméterrel késziilt képet kereszt-
korreldciés normaban hasonlitotta az iradon fliggvénnyel késziilt képhez. Az
Osszehasonlitas igen ldtvanyosan kimutatta a szabad szemmel is jol lathaté
problémat, mivel az o > 2 durvan romlott a kis o paraméterii esetekhez képest.

1.2

| x Keresztkorrelacio ‘
1t X 4 .
X X X X |

Keresztkorrelacio
o o
o ©
: :
1

N
~
T
1

3.1. abra: Keresztkorrelaciés norma « paraméter szerint

A hérom elfogadhaté esetet mind a harom normdban megvizsgaltam. A
képeket minden esetben ugyanazzal a jeloléssel abrazoltam:

e P az eredeti kép
e Ii az iradon fiiggvénnyel generalt kép

e Ir a Riesz potencidlos eljarassal generdlt kép
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80 1 L' alfa = -1
D ¢ 9, LZZIf:=—1

or 1 X Lafta-o
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o L alfa=1
2 5ol b4 X 1 XK Zafa=1
g X
g
B 40 1
@
z X

30 1

200 § ]

10 X 1

0 ‘ ‘ ‘
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3.2. dbra: Kedvezd esetek vizsgalata L', L? norméaban, Shepp-Logan fantomra
alkalmazva

0.3 1

alfa=-1
alfa=0
0.25 alfa=1 X 1

0.15 1

Keresztkorrelacio

0.1F x |
0.05F x ]

P-li P-Ir li—1Ir

3.3. abra: Kedvez6 esetek vizsgédlata keresztkorrelaciés normaban, Shepp-Logan
fantomra alkalmazva

A fejlesztéseket a MATLAB program beépitett Shepp-Logan fantomjaval
végeztem, mivel a geometriai sajatossagait konnyen fel lehetett ismerni. A pon-
tosabb vizsgdlatokat azonban érdemes volt t&bb fajta bemeneti képpel vizsgélni.
Erre a beépitett checkerboard fiiggvényt és ehhez hasonld sajit fiiggvényeket
hasznaltam.
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3.4. dbra: A checkerboard fliggvény és a Shepp-Logan fantom

Ez féleg azért volt hasznos, mert ilyen jellegii képeken jél latszott, hogy a
legnagyobb hibédk a szélén léptek fel, illetve mivel igy a harom normas értékelést
nem csak a Shepp-Logan fantomra alkalmaztam.

3.5. dbra: MATLAB checkerboard fliggvényének visszavetitése o = 1 pa-
raméteri Riesz potencidlos eljarassal
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3.6. dbra: Kedvezd esetek vizsgdlata L', L2 norméban, checkerboard fiiggvényre
alkalmazva

0.35} alfa=-1 |

alfa=0 x

alfa=1
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X
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3.7. dbra: Kedvezo esetek vizsgalata keresztkorreldciés normaban, checkerboard
fliggvényre alkalmazva

A hiromféle norma nem adott eltér6 eredményt: minden esetben a Riesz
potenciallal végzett eljarasok kozil az o = 0 eset adta a legjobb eredményt.
Ez az eredmény viszont még mindig messze nem volt olyan j6, mint az ira-
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don figgvénnyel végzett visszaképzés eredménye. Erre j6 példa a Shepp-Logan
fantom képe:

||P - IiTadonHk =0.1201
[P — In—o||x = 0.2030
HP - Ia:l”k = 0.2597 (34)

A két korreldcids norma és az eredeti fantom keresztkorreldciés norméjanak
relativ hibdjara a kovetkezot kapjuk: Ekkor 6l,—g = 69,03% és 0l,—1 =
69,45%. EbbSl az latszik, hogy a killonboz6 o paraméterti esetek egymdstol
sokkal kevésbé térnek el, mint az iradon fiiggvénnyel képzett képtol.
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3.2. Lokalis transzformacidok

Egy érdekes kérdés, hogy a visszavetités lokalitdsan lehet-e javitani a Riesz
potencial bevezetésével, mivel igy a Hilbert-transzforméacié a vizsgélt esetek-
ben nem jatszik szerepet. Ennek érdekében néhany kiilonb6z6 képnek a radon
transzformaltjat vagtuk. A "vagas” alatt olyan vagasokat értelmeziink, ame-
lyek a szinogram tetejérdl és aljardl ugyanakkora csikokat vagtak le. A vagott
szinogramot tovabbra is Riesz potencidlos eljarassal képeztem vissza, majd a
beépitett iradon fiiggvénnyel is. Mindkét esetben ugyanazt a végott szinogra-
mot képeztem vissza.

Mindegyik esetet az eredeti képpel hasonlitottam Gssze. A kiilonbségek ta-
nulméanyozasdhoz azonban az eredeti fantomot is méretre kellett vagni, tigyelve
arra, hogy az eredeti képnek is ugyanaz a tartomanya maradjon meg, ami
a vagott szinogram visszaképzése utdn maradt. Az Osszehasonlitdsra ezittal
csak a keresztkorrelaciot hasznaltam, mivel a tobbi norma nem adott wjabb
informécidt, csak pontatlanabb értékeket.

08| M )(\)5 5 1

& \’ ¢ X iradaon
alfa =-1
alfa=0

x alfa=1

=
m
T

Kereszthkorrelacio

X
X

0Zr

1 1
a 10 20 a0 40 50 60 70 ao a0 100
Wagas mérete (%)

3.8. dbra: Vagas vizsgélata keresztkorrelacios norméban, Shepp-Logan fantomra
Mivel a keresztkorrelaciés norma nem adott térbeli informaciot, csak egy
atlagértéket, a lokalis transzformécidk eredményeit vizualisan is megvizsgaltam,

hogy a keresztkorrelacié eredményének ”hihetOségét” tudjam értékelni. Ennek
egy lathaté eredménye, az 55%-o0s vagas a 3.9. dbrén latszik példaként.
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3.9. dbra: A Shepp-Logan lokélis inverz radon transzformacidja iradonnal, illetve
a = 1 paraméterli Riesz potencidlos eljarassal

Itt azonban fontos megjegyezni, hogy az 55%-os vagds a MATLAB prog-
ramban képzett szinogramra vett adat, ami a MATLAB szamolasi érdekességei
miatt még egy viszonylag kicsi vdgas. A MATLAB program radon fliggvénye
egy olyan algoritmust haszndal, ami tobb esetben is nagy, 0 érték{i savot hagy a
szinogram koriil. Ennek elkeriilése érdekében az 55%-0s vagds csak a szinogram
szélét vagja le:

3.10. dbra: A Shepp-Logan radon transzforméltja, illetve annak 55 szézalékos
vagasa

Ez abban is latszik, hogy a keresztkorrelaciés vizsgélat csak 30%-os vagas
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utan mutat minéségromlast.

Az Osszehasonlitds sordan megint tobb fantomot hasznaltam. A globalis
visszaképzéssel ellentétben itt valamennyire eltéré eredményeket lattam a kiilonb6z6
bemeneti képeknél. A checkboard fiiggvényre végrehajtott vagdsok latszolag
nem igazan hatottak a képmindségre. Ez viszont a keresztkorrelaciés norma
pontatlansdgdnak koszonheto, mivel a vizudlis vizsgalat azt mutatta, hogy a
checkerboard fliggvénnyel eléallitott fantom az ”elmosédottsdga” miatt adott
jobb eredményt, és a kiugré hibdk nem hatottak bele a normaba. A kép viszont
lathatéan rosszabb minéségil volt, féleg a széleken, ahol korabban is latszédtak
bajok.

D;xx%%ixxx§§gsg§§%x
X

o iradaon
= alfa = -1
ED&F 7 alfa=0
= alfa=1
o

i)

2 o4t X X

X
02} xxxxx ]
XX X5

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 a0 B0 70 80 90 100
Wagas merete (%)

3.11. &bra: Vagas vizsgalata keresztkorrelaciés norméban, checkerboard

fliggvényre
i i o
e i
. 3 -." i x

3.12. dbra: A checkerboard lokalis inverz radon transzformaécidja iradonnal, il-
letve o = 1 paraméterti Riesz potencidlos eljarassal

A vagdst szintén megnéztem egy szovegre, mivel ez egy részletes, hatarozott
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élekkel rendelkez6 dbra volt, és igy a kisebb eltéréseket jobban lehetett latni.
Ennek héatranya viszont azt volt, hogy a 2.3 dbran lathaté halvanysig igen
gyorsan elmosta a szoveget, és a kontrasztnoveléssel konnyi volt ”elrontani”
a képet azzal, hogy a hatteret és zajt hoztam ki beldle, és nem a szbveget.
Emiatt nem tudtam annyira megbizhatéan megnézni, hogy milyen képmindséget
adott az eljards. Ennek ellenére a keresztkorreldciés norma azt mutatta, hogy
a képminbség enyhén javult a vagds utan, vagy legaldbbis nagyjabdl ugyanaz
maradt.

We now turn our attention tc
of X-rays to reconstruct a 3-c
X-rays are a very high energ
modeled as a continuous flu
number of discrete particles
is often quoted in units of
the implications of this fact.
though adequate descriptior
physical assumptions are use

3.13. dbra: Alkalmazott szdveg
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3.14. dbra: Vagas vizsgalata keresztkorrelaciés normaban, szovegre alkalmazva
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3.15. dbra: Szoveg lokélis inverz radon transzformécidja iradonnal, illetve v = 1
paraméter Riesz potencidlos eljarassal

Mind a harom esetben az latszik, hogy a Riesz-potencialokkal végzett mddszer
kevésbé érzékeny a vagésra, viszont a kimenti képek mindsége alapbél annyira
rossz, hogy az iradon eredménye 90%-o0s vagas esetén se tér el az eredeti képtdl
annyira, mint a Riesz-potencidlokkal képzett kép 90%-o0s vigds esetén.
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4. fejezet

Osszefoglalés és kitekintés

Munkam soran az inverz Radon-transzformaciot a Hilbert-transzformaciét tar-
talmazo szirt visszavetités helyett Riesz-potencidlokon alapulé mddszerekkel
valdsitottam meg. A Riesz-potencidlos eljaras olyan a paraméter(i megoldéascsaladot
ad, amely lehet6séget ad a Hilbert-transzformaécio kiszilirésére, ami nélkiil az in-
verz Radon-transzforméciot konnyebb elvégezni numerikusan.

A Riesz-potencialos eljards tanulmanyozasit az o = —1 eset vizsgalatdval
kezdtem. Ezt két kiilonb6z6 numerikus modszerrel végigesindltam: a belsé Ri-
esz potencidlban 1évo Fourier transzformaciét egy maésodik derivalttal helyet-
tesitettem, majd mivel ez sok hibat hozott a végeredményben, a belsé Riesz
potencialt visszairtam Fourier alakba. Ennek eredménye még mindig nem adott
jO képmindséget, igy az o paraméter valtoztatasdaval folytattam.

Kovetkezo6 1épésként olyan o paramétereket valasztottam, amelyek csak egy-
egy térben szlirtek. Az o = 0 eset az eredeti, gyakran hasznalt sziirt vissza-
vetitést adta vissza, amelyben a szlirés a Radon-térben torténik. Az a = 1
eset viszont a valds térben végezte a szlirést, igy a Hilbert-transzforméciora is
a visszavetités utan kertil sor.

Bar az @ = 1 eset j6 minOségu képet adott, a kérdés felmeriilt, hogy a
«a paraméter szerinti optimum nem lehetne a magasabb, illetve negativ o pa-
raméterek kozott. Erre egy programot irtam, amely az o paramétert kapta
bemeneti paraméterként, majd megadta az adott a paraméterhez tartozo vissza-
vetitett képét, illetve annak eltérését az eredeti képtdl. A program eredményeként
azt lattam, hogy az |a| > 2 esetekben gyorsan romlott a képmindség. Eazt
vizualis vizsgdlattal és numerikus vizsgalattal is megallapitottam.

Az eredeti képtél valé eltérést keresztkorrelacidés normaban mértem, amit a
tovabbiakban is felhasznaltam, az L', L? normékkal egyiitt. A harom norméval
az eredeti képtdl, illetve a beépitett iradon fiiggvénnyel képzett eredménytol
valé eltéréseket vizsgaltam. A keresztkorreldcidés norméval megvizsgaltam a
magas a paraméterek vizsgalasara alkalmaztam, majd mind a hdrom normaban
megvizsgaltam az elfogadhaté o = —1,0, 1 eseteket.
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Erdekességként megvizsgaltam a lokalis transzformécidkat, hogy kideritsem,
hogy a Hilbert transzformdcié nélkiil javult-e a mddszer lokalitdsa. A szinog-
ramot egyenletesen kisebbre vigtam, majd megvizsgaltam a keresztkorrelacios
norméban. A vizsgalat sordn azt vettem észre, hogy béar a Riesz-potencidlos
modszer kevésbé volt érzékeny a vigasokra, a mindségiik alapbdl til rossz volt,
hogy ez egy kifejezett elényt adjon.

A vizsgalatokbol az kovetkeztettem, hogy bar a médszer miikddik, a minésége
nem kivald, és igy az elényokkel sem nyeriink sokat

A tovébbiakban a fan-beam geometridra szeretném alkalmazni a dolgozat-
ban targyalt mddszereket. A fan-beam geometria t szerint egyenletlen fel-
bontasu adatokat ad, ami a numerikus Fourier transzformacidékat megneheziti,
igy a sziirt visszavetités helyett silyozassal valé sziirésre tériink at. Az a = 1
megvalasztassal lehetdséget lattam arra, hogy a szlirést a visszavetités utéan
végezzem, amikor mar taldn egyenletes felbontasi adatokkal végezhetjiik a szilirést.
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