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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Motivacio

Az Osszefondédas a kvantum soktest-rendszerek bizonyos allapotainak sajatos-
saga, amely a nem-lokalis korrelaciokban gyokerezik és mar a kvantummechanika
hajnalan is nagy visszhangot valtott ki a fizikusok korében. Einstein , kisérteti-
es tavolhatdsnak" (,spooky action at a distance") nevezte és ugy vélte létezniiik
kell in. rejtett paramétereknek, amik determinisztikusan leirjdk ezt a jelenséget
(EPR-paradoxon). Ezzel szemben Schrédinger elfogadta a mérések probabilisztikus
természetét és a kvantummechanika karakterisztikus jellemvonasanak tartotta az
Osszefonodast. Joval késébb J. Bell allitott fel egy egyenlotlenséget a rejtett valto-
z0k létezésének feltételére (modern formalizmusban Clauser—-Horne—Shimony—Holt-
egyenldtlenség), amelyet azéta kisérletek sorozata céfolt [1], kizarva ezzel a lokélis
rejtett paraméterek létezését (azaz a lokdlis realizmust).

Lathaté tehat, hogy az 6sszefonddas tanulmanyozasa és megértése alapjaiban vé-
ve képes megvaltoztatni a kvantummechanikarél alkotott képtinket, éppen ezért ez
manapsag is egy intenziv kutatasi téma, mind kisérleti, mind elméleti szempontbol.
A kondenzalt anyagok fizikajatol, a nagy energias térelméleten at, a kvantumgra-
vitacioig rengeteg tertileten taldlkozhatunk az 6sszefonddas fogalméval [2, 3]. Fel-
hasznalasa technologia szempontbdl is széleskorti: a kvantum-informéciéelméletben
az Osszefonddasra, mint erdforrasra tekintenek, amelyet kiaknazva olyan folyama-
tokat valosithatunk meg, mint pl. kvantumkommunikacio, vagy kvantumtitkositas.
Ugyanide sorolhatjuk a kvantuminformatikat is, ahol a topologikus kvantumszami-
t6gép megépitésében jatszhat majd kulcsfontossagi szerepet [4].

Szamos modell 6sszefonddési tulajdonsagai jol ismertek valds térben, azonban szi-
lardtestfizikai rendszerek esetén masodkvantalt formalizmusban természetes médon

adddik a lehet8ség hulldmszam-térbeli 6sszefon6das vizsgalatara [5, 6, 7, 8, 9, 10].



Dolgozatomban ezért egy erosen korrelalt rendszer vizsgalataval foglalkozom és a
kiillonb6z6 modusok kozti dsszefonddast szamolom ki. Miel6tt azonban ismertetném
a vizsgalt rendszert és ahhoz kapcsolodd eredményeimet, érdemes attekintentink az
osszefonodott dllapotok altalanos tulajdonsagait és az azokat jellemzé f6bb mennyi-

ségeket.

1.2. Osszefonédott allapotok és azok jellemzése

Egy kvantummechanikai rendszernek (vagy alrendszernek) nem minden esetben
létezik hullamfiiggvénye. Azokat az eseteket, amikor nem létezik hullamfiggvény,
kevert allapotoknak hivjuk és leirasukhoz egy teljesen 1j formalizmus bevezetése
szitkséges. Ebben a formalizmusban az allapotokat tn. stirtiségoperatorokkal azono-
sitjuk. Tiszta allapotban (amikor 1étezik az adott rendszert leir6 ¢ hullamfiiggvény)

a stirtiségoperator nem mas, mint a Hilbert-téren haté 1-rangt projektor

py = )] .

Ezen allapotok

P={l0)W] :H—=H]| ) eH, (@lp) =1}

halmaza azonban joval sziikebb a kevert allapotok
D={p:H—=>H|p=0,Trp=1}

halmazanal, amelynek elemei az egységnyi nyomi (normélt), pozitiv szemidefinit
(valés, nemnegativ sajatértékekkel rendelkezd) operatorok. Az ilyen tulajdonsdgok-
kal birdé operatorokat roviden pozitiv operatoroknak nevezziik és belathato, hogy

mindig felirhatéak 1-rangt projektorok (tiszta allapotok) linedris kombinaci6jaként
p=2_pilv)l
J
ahol a kifejtési egyiitthatokra
d>opi=1
J

teljestil. Linearis algebrai kifejezéssel élve tehat, a kevert allapotok halmaza a tiszta
allapotok konvex burka [11].

A tovabbiakban térjiink at az dsszetett kvantumrendszerek vizsgalatara és az egy-



szertiség kedvéért tekintsiik azokat a rendszereket, amelyek két alrendszerre bontha-
toak. Ekkor a teljes Hilbert-tér a két alrendszer Hilbert-terének direkt szorzataként
irhaté fel Hio = Hq ® Hs. Ilyen rendszerekben a legegyszertibben megkonstrualhaté

allapot tenzorszorzat alaku

P12 = p1 ® pa2,

ami fizikailag azt fejezi ki, hogy két alrendszer korrelalatlan. A legtobb allapot azon-
ban nem irhat¢ fel ilyen alakban és az 6sszetett kvantumrendszerek vizsgalata soran
kideriilt, hogy (a klasszikus rendszerekkel ellentétben) altalanos esetben a tiszta al-
lapotok sem. Tehat, ha a teljes rendszeriink tiszta allapotban van, akkor is lehet
korrelalt: az egyik részrendszer viselkedése nem irhaté le a masik figyelembe vétele
nélkil. Az alrendszerek kozott 1étrejott ezen nem-lokalis korrelacidkat dsszefonddas-

nak, magat az allapotot pedig tsszefondédott allapotnak nevezziik.

Az osszefonddott allapotok karakterisztikus jellemzoje, hogy ha az egyik alrend-
szert a masik figyelembe vétele nélkiil prébaljuk leirni, akkor azt talaljuk, hogy az

kevert allapotban van. Matematikailag ez a parcialis trace miiveletével fejezheto ki

p1="Trapia,

melynek fizikai tartalma: minden informécioét "eldobunk' a 2-es részrendszerrol
(1.1. abra). Az igy kapott allapotot redukalt siirtiségoperatornak (ill. redukalt
stirliségmatrixnak) nevezziik. Ha az Osszetett rendszer korreldlatlan, tigy a redukalt

stirtiségmatrixra tiszta allapot addédik (p; € Py) .

product state entangled state

V)= [Dae B D) £ W) @ [T
TTTTTTTT i [T7TTT77
(Pure |/Trace/)) ( Mixed |/ Tracel/)

1.1. dbra. Osszefonddds két alrendszerre [12]. Bal oldalt egy tenzorszorzat 4lla-
pot, jobb oldalt pedig egy Osszefonddott allapot sematikus rajza lathato. Elébbin
elvégezve a parcidlis trace miiveletét tiszta allapothoz jutunk, utébbi esetén viszont
kevert allapotot kapunk, ezért Osszefonddott rendszerekben mindig fennall az 1.1
osszefiiggés (az entrépidkra pedig a forditott egyenlétlenség teljesiil).




Az 6sszefonddas kvantitativ jellemzésére leggyakrabban az Osszefonddési entré-
pidkat és a stlirtiségoperator négyzetének nyomat hasznéljak. Ez utébbi minden
tiszta allapotra Tr pfp = 1 (éppen ezért az angol irodalomban a purity elnevezést
kapta), hiszen a projektorok négyzete 6nmagaval egyenls. Kevert allapotokra pedig

Trp? < 1, mivel 0 < p; < 1 minden j-re, igy
> opi<1.
J

Amikor Osszefondédott allapotrél beszéliink, akkor a teljes rendszer egy tiszta alla-
potban, mig az alrendszerek kevert allapotban vannak (amelyek spektruma osszesen

két alrendszer esetén a Schmidt-dekompozicié miatt azonos [13]), vagyis
Trpl=Trp; < Trpi,=1. (1.1)

Az Osszefonddasi entropidk kozil az egyik legaltaldnosabb az n indexi Rényi-

entropia:

1
Sn(p) = T InTrp", (1.2)

ahol 1 < n < oo egész szam (a hatdrokon S, értéke hatarértékszamtassal értelme-
zett). Tiszta allapotban a Rényi-entrépia azonosan nulla, egyébként pozitiv és az
n index nem-novekvd fliiggvénye. Megmutathatd, hogy n — 1 esetén a Neumann-
entropiaval egyezik meg

Si(p) = =Tr(plnp) . (1.3)

Tovabbi fontos tulajdonsaga, hogy fliggetlen alrendszerekre additiv, azaz

Sn(p1 @ p2) = Sn(p1) + Sn(p2) - (1.4)

Szamitasa a slrtiségoperator spektrumdanak ismeretében hozzavetélegesen egyszerti,

hiszen ekkor csak a sajatértékek kiilonboz6 hatvanyait kell 6sszegezniink.

A kisérleti technolégia rohamos fejlédésének koszonhetGen manapsag mar leheto-
ségiink van a Rényi-entropia kozvetlen mérésre is [12, 14]. Optikai rdcs segitségével
csapdazott hideg atomi rendszerek finoman hangolhato rendszerparamétereik altal,
nagyszeri lehetdséget biztositanak egyszerti elméleti modellek (pl. Hubbard-modell)
kisérleti megvaldsitasara. Ilyen soktest-rendszerekben interferometrikus technika se-
gitségével két kvantuméllapot atfedése megmérhetd [12], ezédltal a Tr(p;ps) mennyi-
ség megkaphatd, amelynek logaritmusa p; = ps esetén éppen Ss értékét adja meg.
Tehét a kisérletben két azonosan prepardlt allapoti részecskét (vagy atomot) al-

kalmazva a masodik Rényi-entropia mérésére lehetoségiink nyilik. Nagyobb szdamu



megegyezo allapotot interferaltatva a magasabb rendi Rényi-entropidk mérése is
lehetséges. Az ehhez hasonlé kisérletek elosegithetik az Osszefonddas felhasznala-
sat erdsen korrelalt rendszerek nemegyensilyi dinamikéjanak vizsgalatara és kvan-
tumfazisaik jellemzésére, tovabbd lehetOséget nyujthatnak az elméleti eredmények

tesztelésére is.

Mott insulator superfluid
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1.2. Abra. A masodik Rényi-entropia mérési eredményei a Bose-Hubbard-modell
alapéllapotaban, az U/ J, kolcsonhatési erésség fiiggvényében [12]. A z6ld és kék gor-
bék az egyes alrendszerekre szamolt elméleti értékek, a piros pedig a teljes rendszerre
vonatkozik. A mért pontokat korok jelolik. A kolesonhatas adiabatikus kikapcsolé-
sa Osszefonodast hoz létre a rendszerben, mivel a részrendszerek entropiaja nagyobb
lesz, mint a teljes rendszeré.

1.3. Dinamikus fazisatalakulas

Altalanossagban a fazisatalakulds egy rendszer valamely fizikai tulajdonsdgai-
nak ugrasszerii megvaltozasat jelenti egy kontrollparaméter fliggvényében. Hagyo-
manyos értelemben a fazisatalakuldsokat a hémérséklet fliggvényében vizsgaltak,
ami a szabadenergia nem-analitikus viselkedéséhez kothetd a kritikus homérséklet
kozelében. Ez egyben azt is jelenti, hogy ha egy fazisban ismerjiik a szabadenergiat,
akkor ez alapjan semmit nem tudunk kijelenteni tulajdonsigairol a masik fazist il-
letéen. Erdemes megjegyezniink azt is, hogy ilyen fazisatalakuldsok mikroszkopikus

rendszerek esetén csak és kizardlag a termodinamikai limeszben értelmezhetoek.



Fazisatalakuldsok azonban nem csak a homérséklet fliggvényében jatszédhatnak
le, hanem egy kvantumrendszer (zérus hémérsékleten torténé) unitér idéfejlédése
soran is. Ennek vizsgalatahoz érdemes bevezetniink az in. Loschmidt echo-t, amely
(a hagyoméanyos bra-ket jelolésben) a kezdeti és az id6fejlesztett (tiszta) kvantum-

allapotok atfedésével aranyos

(1.5)

‘ 2

L(t) = [(wle= ™[y
A Loschmidt echo 1.5 definicidja formalisan nagyon hasonl6 a

2(8) = Tee ™ = Y (nle™|n)

n
particios fiiggvényhez és ezaltal az

F——imzp)

B
szabadenergidhoz is. Rogton felmertil tehat a kérdés, hogy létezhet-e fizikai analogia
a két mennyiség kozott, a fazisatalakulasok tekintetében. Amennyiben igen, gy a
fazisatalakulast jelenlétét az idofiiggé dinamikéaban kell keresniink. A legegyszertibb
idofiiggo protokoll, ha a rendszeriinkben egy kolesonhatést pillanatszertien bekapcso-
lunk, vagy csatolasi allanddjat megvaltoztatjuk ¢ = 0-ban (hirtelen kvencs). Ennek
hatasara természetes modon ugrasszeri valtozas torténhet a rendszert leird fizikai

mennyiségekben is, azaz fazisatalakulas mehet végbe a t = 0 idopillanatban.

A fentebb megfogalmazott kérdést elséként a merdleges magneses térbe helyezett
Higo) = —= Yoo, + L 3o 1.6
(90)__5201'0-1’—&-1_'—5201‘ (1.6)

1D Ising-modellben vizsgaltak, ahol g, a magneses tér nagysagat, o® és o* pedig
a Pauli-matrixokat jeloli. A részletes komplex analizis kimutatta, hogy a [ <> it
megfeleltetés valoban megtehetd és kvantumkritikus ponton keresztiilhalado hirtelen

kvencs esetén L(t) struktirajaban nem-analitikus viselkedés jelenik meg a
. gk 1
tn:t<n+2), n=012 .. (1.7)

pontokban [15]. A kifejezésben szerepld t* kritikus id6re t* = 7/e(g1) teljesil,
ahol g; a kvencs soran "bekapcsolt" kolcsonhatas csatolasi alladéja (go — g1), €k
az "1j" Hamilton-operator spektruma, k*-ot pedig a kvencs dinamikaja hatarozza

meg. A kovetkezo fejezetben egy olyan rendszert ismertetiink, amelyben mind az

10



osszefonodas, mind a dinamikus fazisatalakulasa vizsgalata lehetséges.

0.4 ! . .
: w=0=— w=007 —
0.3 F ot \ | w=001 — w=0.10 — |
’ s w=004 — w=013 —
3 02 |
=
0.1 /-
A\
0 0.5 1 1.5 2

time ¢/t

1.3. abra. Az 1.6 rendszeren végzett munka eloszlasfiiggvénye egy kvantumkritikus
ponton (g = 1) keresztiilhaladé kvencsre [15]. A w = 0-hoz tartozé gérbe felel meg
a Loschmidt echo-nak: nem-analitikus viselkedése jol megfigyelheto a ¢ pontokban.
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2. fejezet

A sine-Gordon-modell

2.1. Elméleti hattér, kisérleti realizacio

A kvantum sine-Gordon-modell egy egydimenziés intengralhaté modell, Bethe
ansatz segitségével egzaktul megoldhaté [16]. Elnevezése a Klein-Gordon-modellbél
ered, ahol a

0}p— 02¢ +sing =0 (2.1)

mozgasegyenletben sin ¢ helyett ¢ szerepel. Hamilton operatora altalanosan

H.o = Hy—g [ do cos(do(x)

(2.2)
Hy = 217r /dx {cK (7Il(z))* + K (Vqﬁ(x))ﬂ

alakban frhaté fel (h = ¢ = 1 egységekben), ahol Hj a szabad, tomegtelen skaldrmezé
Hamilton-operatora. A kanonikus sebesség- (II) és elmozdulasmez8k (¢) kielégitik

[9(x), T(y)] = id(z — y) (2.3)

felcserélési relaciot és relativ sulyukat a Hamilton-operatorban kiilonbozonek téte-
leztiik fel (ez két paraméterben foglalhaté Gssze, amiket ¢ és K jelol). A cos(4é(x))
kolesonhatési tagot (melynek csatoldsi allandéja g) sorba fejtve tetszélegesen ma-
gas rendil kolesonhatasi tagok hozzavehetok Hy-hoz, aminek kovetkeztében a 2.1
mozgasegyenletben nemlinearis tagok jelennek meg, igy a rendszer érdekes, in. szo-
litonikus gerjesztésekkel is rendelkezik [17]. A modell dinamikéjanak numerikus szi-
korrelacios fiiggvények idofejlodésének analitikus kiszamitasa bizonyos hataresetek-
ben (taszité kolesonhatds, gap-es fazis, gyenge kvencs) a szemiklasszikus kozelités

segitségével is lehetséges [19].
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Szilardtestfizikai szempontbol tekintve 2.2 Hamilton-operator a linearis racson
els6-szomszéd kolcsonhatd spintelen elektronok problémajabdl kiindulva is levezet-
het6 effektiv modell (termodinamikai limeszben). Ezt a folyamatot bozonizaciénak
nevezik, ami matematikailag egy operator azonossagon alapul, a fermionikus és az
exponencializalt bozonikus téroperatorok kozott [20, 21]. Mindez egyben azt is je-
lenti, hogy egy dimenzioban a Fermi-folyadék elmélet érvényét veszti, ugyanis a
kolesonhato elektronrendszerek alacsony energias elemi gerjesztései minden esetben
bozonikusak (a kvézi-részecske atfedés nullava vélik). A levezetések részelteit itt
nem kozoljik, csak megadjuk az elmélet legfontosabb idevagd eredményeit. Ezek
értelmében 2.2 Hamilton-operator paramétereit az alabbiak szerint azonosithatjuk

elektronok kozti kolesonhatdsok csatolasi allandéival [20]:

CK:’UF<1+ 94 92 )
2mup  2muRp
_ g4 g2
K =1 )
C Vrp + 271’2)}7 + 27TUF (24)
_ 293
(2ma)?’

ahol g4 az eléreszéréds erGssége, gs a visszaszorasé, gs az Umklapp-folyamatok révén a
racsboél szarmazik, vr a szabad elektrongaz Fermi-sebessége, ¢ a kolesonhatasok altal
renormalt Fermi-sebesség, K pedig az Gn. Luttinger-paraméter. Itt érdemes meg-
emlitentink egy fontos hataresetet: g3 = 0 esetén az in. Luttinger-modellhez jutunk,
amely a Luttinger-folyadékok univerzalitasi osztalya. A Luttinger-folyadékok elmé-
lettel sok helyen talalkozhatunk, ugyanis amellett, hogy kolcsonhato elektronokat
ir le fémes rendszerekben, bozonikus esetekben is alkalmazhaté. Ezekre példaként
hozhaté az XXZ Heisenberg spinlanc, valamint az egydimenzios Bose-gazok, de ki-
sérletileg ide sorolhaték a szén nano-strukturdk, nanocsovek és nanopalcik, illetve a
tort kvantaldsa Hall-élallapotok is [20].

Kisérleti szempontbdl a sine-Gordon-modell is megvalésithato, pl. két egymashoz
csatolt, egydimenzids bozonikus szuperfolyadékokbol alkotott rendszer segitségével,
ugyanis ekkor a relativ szabadsagi fokok effektiv leirasara alkalmasnak bizonyult [22].
Ezen komplex soktest-rendszer alapvetd tulajdonsagainak meghatarozasa korrelacios
fliggvények segitségével lehetséges, amelyek interferenciamintazatok mérésébol szar-
maztathatéak. Az erre kifejlesztett mérési eljaras hatékonysagat tiikrozi, hogy akar
tizedrendii korrelacios fliggvények meghatérozasara is lehetéséget nyijt [22, 23], igy
az alapallapot, a kvazi-részecske gerjesztések és azok kolcsonhatasa alaposan ta-
nulmanyozhat6. Ezen technikdk a késcbbiekben fontos szerepet jatszhatnak majd

soktest-problémak kisérleti megoldasaban.
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2.1. Abra. Tizedrendii fazis korreldciés fiiggvények (G(lo) (z,72' )) a sine-Gordon-
modell kisérleti realizaci6jaban [22]. A szuperfolyadékok kozti erds csatolds esetén
(cos (p)) ~ 1, ellenkez6 esetben pedig (cos(p)) =~ 0. A korrelaciok erésségét a
szinskala jelzi. A nagy mennyiségi adat abrazolhatésagat eldsegitendd zz3 = —zy,
25 = —2zg, 27 = —2g, 29 = —2z19 €8 Z' = 0 rogzitett értékek a rendszerben. Emiatt az
abrak kozepén egymast szimmetrikusan keresztezo kioltasok lathatoak.

2.2. Szemiklasszikus hatareset

A tereket v K-val atskalazva, K < 1 esetén a koszinusz vezeto rendig sorba fejthe-

t6, ez az Gn. szemiklasszikus hatdreset [24]. A sorfejtés utan a tereket visszaskaldzva

He o~ H = 217T/da: [ (a1l(2))? + ek (Vo())?] 893 /d () (2.5)

kvadratikus Hamilton-operatort kapjuk. Fourier médusokat kanonikus bozonok se-

gitségével bevezetve

L|Q| —a|q|/2—iqm T
¢(z) = (NR+NL>T f <2w> L (b +b-y)

(2.6)
TT AT Liq oo iow
6(x) =(Np = No) = ++ 3 ( 2’7') e/ (b —b,)
q#0
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attérhetiink hulldmszamtérbe (3.1). A kanonikus sebességmezé innen
1
[I(x) = =Vo(x) (2.7)
70
szerint fejezheto ki és a bozonikus keltd, eltiinteté operatorok csererelacidja
(g, L] = 600 - (2.8)

A fenti kifejezésekben L a rendszer méretét jeloli és az els6 tagok a ¢ — 0 impulzust
részecskék szamaval ardnyosak, amelyek a legtobb esetben elhagyhaté konstansok.
Az Osszegzések a Fermi-ponthoz kozeli hullamszamokra futnak végig, mivel beve-
zettilk az « (tetszOleges nagysagu) levagast, ami egy véges savszélességet biztosit a
rendszerben és folytonos esetben az integralok regularizalasdhoz nélkiilozhetetlen.

Habar a koszinuszos tag sorfejtése fizikailag csak K < 1 esetén relevans, elkép-
zelhet6 olyan modell (pl. kiillonbozd cos ¢ és sin ¢ kolesonhatési tagokkal), melyet
ugyanezen Hamilton-operator ir le, de a paraméterek nagysaga tetszoélegesen nagy
lehet.

A kovetkez6 fejezetben ennek szellemében kiindulépontunk 2.5 Hamilton-
operator lesz és hullamszamtérben vizsgaljuk az Osszefondédast a ¢, K és m ~ g3

paraméterek fiiggvényében.
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3. fejezet

Eredmények

3.1. Osszefon6dasi entrépiak egyensilyban

A 2.6 Fourier-médusokat a 2.5 Hamilton-operatorba helyettesitve és az integ-

ralast elvégezve

1
H = Hy+ 5 > m(q) (blbg + b gb_g + By + bgb_y +1) (3.1)
q
J K'+ K i K'—K /..
Hy =5 Eq:wo(q) [2 (bibg + bl gby +1) + — (bibl g + bob—g)

adodik, ahol @g(q) = c|q| a Luttinger-folyadék gerjesztési spektruma és bevezettiink
egy c-t6l és K-tol fiiggetlen paramétert (amely a kordbbiak tekintetében gs-mal

azonosithato), a tomeget

m? m?

 2wolq)  2vplgl

m(q) (3.2)

A tovabbiakban ezen rendszer alapéallapotdban vizsgaljuk a kilénbo6z6 ¢-modusok
kozti 6sszefonddast, zérus homérsékleten. A kolesonhatd alapallapot megtalalasahoz
meg kell oldanunk az idofiiggetlen Schrodinger-egyenletet, azaz diagonalizalnunk kell

a Hamilton-operatort. A probléma megoldasa a

)= () () 53
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Bogoljubov-transzformaciéval lehetséges, ahol az wu, és v, esetiinkben valos

Bogoljubov-egyiitthatok paros fiiggvényei g-nak és teljesitik a
|uq|2 - ’Uq|2 =1 (3.4)
feltételt, igy a 2.8 kanonikus kommutéacios relaciok megorzédnek a d-bozonokra is.

A diagonalizaci6é absztrakt médon az SU(1, 1) algebra

Jy=— ; (bfp! g + bgb—g) |

q-—q

q-—4q

I
Jo =i (bfb! g = bgby) (3.5)
1
Jy=3 (blbg +blgb g+ 1),
operatorai segitségével is elvégezhetd, melyek kommutécids reldcidi (rogzitett g-re)
[Jl, JQ] - —ijg, [JQ, Jg] - iJl, [Jg, Jﬂ == ZJQ . (36)

Ezeket felhasznalva
i =3 (a0 o) - (0™ ) ] 6)

és belathat6, hogy az anomadlis tagok (azaz J;) eltiintetéséhez J, altal generdlt
forgatas sziikséges [25]. A 3.3 Bogoljubov-transzformacié unitér operatora ezen a

nyelven tehat

R (ﬁq) = H Ry (ﬁq) = H e 2 (3-8)
q q
alaku és a Hausdorff-kifejtés segitségével megmutathatd, hogy

Ry (9,) JsRy (0,)"" = Jscoshd, + Jy sinh ),

(3.9)
Ry (9,) 1Ry (0,)"" = Jy cosh ¥, + Jysinhd, .
Ezért a forgatas utan a
~ K'-K ~ -1 2
K+'—-K
anh 0, — C:)O(Q)Kix () _ wola) @ofq) - )+ m (3.10)
@o(Q) 55 +mlq)  wol@) Do(@) (K" + K) +m
megszoritassal a 3.7 Hamilton-operator a
! T 1
H' = w(q) (blbg + 3 (3.11)
q
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alakot 0lti, ahonnan a kvazi-részecske gerjesztési spektrum leolvashato

. c

w(q) = \/Wo(q)2 + —Km?. (3.12)
(%

Jol lathatoan egy tiltott savval rendelkez6 rendszerrel van dolgunk. Késobbi felhasz-

nalas céljabol érdemes megjegyezniink, hogy az off-diagonalis tagokat eltiintet6 3.10

kikotés az my = \/Li (energia dimenzidju) valtozd bevezetésével egyszertibb alakra

CUR
hozhato:

tanhd, = qZ(K_i —K)+ m§ : (3.13)
C(K 1+ K)+m§

illetve ezen véltozdval megfogalmazhaté a fizikailag relevans mg < 1/« tartomany

a probléméban, azaz amikor a momentum levagas altal meghatarozott energiaskala

joval nagyobb a tiltott sav méreténél. Ebben a tartomanyban rogton talalunk egy

kis paramétert is, moa < 1.

Ha a kolcsonhatést adiabatikusan kapcesoljuk be, akkor a rendszer (egy fazis-
faktor erejéig) végig ugyanabban az allapotban marad, azonban a Bogoljubov-

transzformacié a Hilbert-tér allapotait is elforgatja

[R (W) HR' (9,)] R (9,) [v00) = Eo R (¥,) |tho) (3.14)
H [v) [¥)

szerint, ahol |1y) most a nem-kolesdnhaté bozonikus vakuumot jeloli (minden médus
betoltetlen):

o) = 1110), = [T 10),, ®10)_, (3.15)

q>0

A koélesonhaté alapallapot tehat [i0) = R (9,) [1o) szerint hatarozhaté meg. Ha a
forgatéas szogét 2v,-nak valasztjuk, akkor a Bogoljubov-egytitthatokra

2
(Kq+ VEmZ )
4K g/ Kmg? + ¢2 (3.16)
) .
 JRmZ 2
|v,|? =sinh?® ¥, = (Ko~ VK + )
! 1 4K g/ Kmg? + ¢2

adodik (egyébként 9,/2 félszogek jelennek meg), amik trividlisan kielégitik a 3.4

|ug|* = cosh® 9, =

feltételt. Mivel ezen egyiitthatok minden informaciot kodolnak az elvégzett transz-
forméciordl, ezért varhatéan az Osszefonddasi entréopidk kifejezhetoek ezek fliggvé-

nyében. Ehhez azonban tanulmanyoznunk kell a forgatas

. T
Ry (20,) = e~ 220 — Pa(ViPlybeb—0) (3.17)
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operatorat, ami a Baker—-Campbell-Hausdorff-formula segitségével az alabbi médon
bonthaté fel [26, 27]:

it i
Ve (BT —bab—q) — OB, Cods oC-beb—g ’ (3.18)

ahol az exponensekben szerepld egyiitthatok

C; =tanhd,,
Co = —2Incoshv,, (3.19)
C_. =—-C, = —tanhv,.

Az igy nyert 3.18 operator vakuumallapotra valé hatasa

.t 1 Tyt
Oty ¢Cos Cobubo 0y — €300 Ol o) (3.20)

szerint adhaté meg, ugyanis az exponencidlis fiiggvények sorba fejthetéoek és a
byb—q, biby exponensek esetén a nulladrendii tag (egységoperator) kivételével az
Osszes tObbi definici6 szerint annihildlja a vikuumot. Ezen eredmény egyetlen mo-
dusra vonatkozik, de a rendszer teljes allapotanak tenzorszorzat strukturaja termé-

szetesen valtozatlan marad, vagyis

[0) = R (9,) o) = [[ 2% e“+P0a (o) (3.21)

q

A kelt6 operatorokat tartalmazo exponencidlis fiiggvényt sorfejtve és a vakuumra
hattatva, a (bTbT )n 0), = In), jelolés bevezetésével

4¥=q
10y ,Cybib! -
e3¢0 eCrbib—g 0), = Zoan(q) n), (3.22)
adodik, ahol
_ tooen _ (tanhdg)" 1 (o, 3.23
anlq) = exCL cosh 9, ug \ug) (3:23)

Tehat egy adott médus allapota kifejtheté az n-részecskés bazisban és a kifejtési
egyiitthatok képletében a Bogoljubov-egyiitthatok jelennek meg. Az igy kapott

tiszta allapot .

= =1 3.24
PYEEE (3.24)

> an(q)?
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miatt 1-re normalt és segitségével megkonstrualhato a teljes rendszer

oron = W =T (Z n), an(g)anm(a) <m|q) (3.25)

, M

stirliségoperatora, amely teljesiti a
Trpf, =1 és Sn(pr+r) =0 Vn>1 (3.26)

azonossagokat. Megfigyelheté azonban, hogy mig [n), = |n) ,®[n)_, , ezzel szemben
pL+r operator 3.25 alakja nem irhaté fel a pozitiv és a negativ modusu allapotok
tenzorszorzataként. Ezért érdemes megvizsgalnunk a pozitiv hulldimszamu, jobbra
mozgd (in. ,right mover" [20]) és a negativ hulldimszamu, balra mozgd (,,left mover")

kvazi-részecskék osszefonddasat. Ehhez nincs méas dolgunk, mint a

o= Trs e = T (ol (o, (327)

qg>0 m
redukalt stirliségoperator segitségével, 1.3 és 1.4 alapjan kiszamitani az

1

1—n

Sulpr) =3 S (am(@)?) =3

q>0 q>0

In (; am(q)2n> (3.28)

Rényi-entropidt. Az a,,(q)? sajatértékeket a Bogoljubov-egyiitthatokkal kifejezve

(3.23) és az Osszegzést n-re elvégezve kapjuk, hogy

Sulpr) = Sulpr) = = X =1 (Jug" = ") (3.20)

g>0 -
A hulldmszédmokra torténé osszegzés termodinamikai limeszben integralra alakithaté

1
n—1

L e n n —
Sulpr) = —5= [ dg In (Ju [ = o, ) o1, (3.30)

ahol L a rendszer méretét jeloli, tehat az dsszefonddasi entropidara hullamszam-térben
térfogati torvény teljesiil [28]. A kifejezésben szerepld integral a felsé hatéron di-
vergens lenne, ennek orvoslasara vezettiik be az e~*? levagasi faktort. Ezen integral
tetszoleges n-re nem végezheto el analitikusan, azonban dimenzidanalizis segitségé-
vel megfontolasokat tehetiink S, (pgr) alakjara vonatkozoéan. Mivel az Gsszefonddasi

entropia dimenziotlan mennyiség, ezért feltételezhetjiik, hogy

Sulpr) ~ =2 - fa(mya, K) ~ —= AD(K) + moa - AP (K)] (3.31)

2o 2ra LT
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ahol f, egy univerzalis fiiggvény, amelyet az moa kis paraméter fiiggvényében vezeto
rendig sorba fejtve kozelithetiink, A és A2 pedig a Luttinger-paramétertdl fiiggd
dimenzidtlan konstansok. Tehéat a Rényi-entropidk felbonthatoéak egy myg-tol fiiggd
(és a levagas nagysagatol fuggetlen), valamint egy mg-t6l fiiggetlen (de a-tdl fliggd)
tag Osszegére

L
Sulpr) ~ =AY +moL - N2 (3.32)

Ezen megfontolasok segitségével néhany specialis esetben lehetdségilink nyilik anali-

tikus eredmények kiszamitasara. Igy a mésodik Rényi-entrépia

L K?+1 K 1 1
= 1 L, _ = )
Sulpm) = g (Pt ) et A (oo 1) 6

valamint az un. single copy entanglement [29, 30], ami definicié szerint a redukalt

stirliségoperator legnagyobb sajatértékének (ag(q)* = 1/|uy|?) negativ logaritmusa,

L [ L K+1 VK [ V2 1

=— In [u,|? e = 21 L- - =
So(pR) 27T/0 dg Infug[~e 5o H<2\/F>+mo 5 ( eS| 2)
(3.34)

valoban 3.32 alaku.

Létezik még egy fontos, idekapcsol6dé mennyiség, az tin. entanglement gap (A),
ami a )

pr = Ee—Hem : Z = Tre Mo (3.35)

szerint definidlt Osszefonddési (entanglement) Hamilton-operator két legnagyobb

(degeneracidval egyiitt) sajatértékének kiillonbsége. Ez a mennyiség esetiinkben arra

a modusra értelmezett, amelyre értéke minimalis. A 3.27 redukalt stirtiségoperator

spektruméanak ismeretében

g el o VEm® ¢+ Kg
a1(g)? [ugl? VEmo> + ¢ = Kq

Jol lathatéan ¢ = 0 esetén A = 0, vagyis a tiltott savval rendelkez6 rendszeriink

(3.36)

Osszefonodasi spektrumaban nincsen gap. Ezzel szemben, ha m értékét nullanak

valasztjuk (azaz mg = 0), akkor ¢-t6l figgetleniil

AO =2In

— (3.37)

adddik, tehat a Luttinger-folyadék fazisban az Osszefonddasi spektrumban (K # 1
esetén) gap nyilik. Erdekes kettésség figyelhetd tehdt meg ezen rendszerek valodi és

Osszefonodasi spektruma kozott.
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Numerikusan szinte barmely Rényi-entropia konnyen szamolhaté adott paramé-
terek mellett. Ez lehetOséget nyijt a 3.33 és 3.34 analitikus eredmények ellenérzésére,
illetve a tobbi entropia eloszlasanak feltérképezésére. A numerikus szamitasok ered-
ményei a 3.1 abran lathatoak, melyek az emlitett analitikus eredményeket kielégitd

pontossaggal megkozelitik.

05, ‘
..... e..- K=0.5, moa:O
0.45 (A) o« K=Llmpa=01 ||
0.4+ —=—K=05ma=01
035 f:
g 03f:
N .
S B
So2st
= :
L
= 02r
t,] .
015 f Teien ]
000000000000>
0.1 i
X~
0.05 TR R X X X — X X — X - X — X X — X - X — X X — X -
O Il Il Il Il Il Il Il Il Il
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
n
0.8 T

L 2 .....K=3,m0a=0

07F (B) C o oK=1,ma=01]1

+K=3,m0a=0.1

Sn(pr) [L/2ma]

0.2 J
0.1} 7
T R X X X X X - K X 3 X - e X e - X — X X — 3
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

n

3.1. dbra. A numerikusan szamolt Rényi-entropidk eloszlasa egyensulyban. A
paraméterek értékei és a jelmagyardzat az dbrakon lathatéak (K = 1 esetén 3.30
integral levagas nélkiil is konvergens.). Az (A) dbran K < 1, ekkor a (g2) koleson-
hatés taszitd, a (B) dbran pedig K > 1, vagyis a kolcsonhatds vonzo jellegli [20].
Megfigyelhet6, hogy taszité kolesonhatas mellett, a gap (m) jelenléte néveli, azonban
vonzé kolesonhatas mellett csokkenti az 6sszefonddas mértékét a rendszerben.
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3.2. Hirtelen kvencs

A nem-egyenstlyi dinamika vizsgalatahoz most idéfiiggést tételeziink fel. Te-
kintstik a legegyszeriibb protokollt, amikor a 3.15 alapéallapotbdl kiindulva ¢ = 0-ban
pillanatszertien kapcsoljuk be az Gsszes kolesonhatéast (ez épp az adiabatikus bekap-

csolés ellentéte). Ekkor a rendszer Hamilton-operatora

HH)= 5> { (st SO ) fngomo) 1]+

By (3.38)
n (wo<q, RO 2R g, t)) B0 (1) + b, ()b (1) } ,
ahol az idofiiggd paraméterek:
wo(q,t) = (vpb(—t) + cO(t)) lql ,
K(t) = 0(—t) + K0(t) , (3.39)
_ m?o(t)
m(q,t) = 2orld]

azaz t = 0-ban vp a renormalt ¢ Fermi-sebességre, K értéke pedig 1-rdl tetszolegesre
valtozik és bekapcsoljuk az m tomeg tagot is. Az idéfejlodést a Hamilton-operator

irdnyitja, Heisenberg-képben a mozgasegyenlet
by(t) = i[H(t), by(t)] (3.40)

alakt, amibdl a 2.8 kanonikus kommutéacios relaciok segitségével kapjuk, hogy

i) = =i (0. D )

K@) — K(t)
2

(3.41)

+ <w0(q, t) + m(q, t)) bT_q(t)] .

Innen bT_q(t)—re egy hasonlé mozgasegyenlet szarmaztathat6. Ezek megolddsa soran

feltételezhetjiik, hogy az idofiiggés atharithaté az operatorok egytitthatoira, vagyis

bo() N (ug(t) v()\ [ b
(qu(t)> N (v;‘(zﬁ) uj{@)) (qu) (3.42)

ansatz hasznalhat6, amely formalisan teljesen azonos a 3.3 Bogoljubov-
transzformécioval (a forgatds generatora most H, paramétere pedig az id6), ezért

jogosan feltételezhetjiik, hogy a Rényi-entropiara levezetett 3.30 eredmény most is
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helytall6 lesz. Tehat a tovabbiakban nincs mas dolgunk, mint az w,(t) és v,(t)
egyitthatok meghatarozasa. A fenti ansatz-ot 3.41 mozgasegyenletbe helyettesit-
ve, t > O-ra az egyiitthatokra egy elsérendii, homogén linearis differencidlegyenlet

rendszert kapunk,

. (. KT+ K NN
(uq(t)> ~i <wo(Q)2 + m(q)> —i <WO(Q)2 + m(Q)) (uq(t))
. | /., K'-K (. K'4K .
u®) (wO<q>2 + m<q>) i <wo<q>2 + m<q>) vl
(3.43)
amelynek
u,(0) =1, v,(0) =0 (3.44)
kezdeti feltételei kielégitik a 3.4 egyenl6séget és megoldasa
t . .
() = Av,e™ D 4 Byye @)t (3.45)
V(%)

alakban kereshet6, ahol vi és vg a 3.43 egyenlet matrixanak sajatvektorait jeloli,
sajatértékeit pedig a kordbban kiszamolt 3.12 spektrum ismeretében +iw(q). Ezen

probafliggvény segitségével az egyiitthatokra az

ug(t) = cos (w(q)t) — isin (w(q)t) cosh(29,)

(3.46)
v,(t) = isin (w(q)t) sinh(29,)

megoldas adddik, ahol ¥, a 3.8 Bogoljubov-forgatas szogét jeloli és 3.16 szerint adott.

Innen a Rényi-entropia kiszamitasahoz sziikséges abszolutérték négyzetek

[y (D)7 = cos (w(q)t)? + sin (w(q)t)? cosh(20,)°,

) (3.47)
[v,(1)|? = sin (w(q)t)” sinh(29,)? .

Ezzel minden informéaciéonk megvan az

Su(pr(t)) = Su(pL(t)) = niufr /0 T dg In (Ju (O] ~ [ (OP) e, (3.48)

id6fliged osszefonddasi entropiak kiszamitasahoz. Analitikusan ezen integral kisza-
mitdsa reménytelen feladat (minden n-re), azonban megvizsgalhatjuk révid ideji
viselkedését, periodikussdgat és allandosult allapotbeli értékét. Mivel a Rényi-

entropiak viselkedése ezen tulajdonsidgok szempontjabol megegyezik, az egyszeriiség
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kedvéért vizsgaljuk most az

Soe(t) = S (pn(0) = Sac(pu0) = o= [ da b e (3.49)

single copy entanglement strukturajat, amely azért is érdekes, mert Osszefiiggésbe
hozhat6 az 1.5 Loschmidt echo-val [31, 32]. Ennek igazoldsahoz 3.7 és 3.22 alapjan

bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket

H=Y Hyq), (3.50)

e (@)1 0), = > an(g,t) n), - (3.51)

Ezekkel a jelolésekkel a Loschmidt echo
: 2 : 2
L(t) = |Wole ™ wo)|” =TT |(0l, e ™ @*|0),|" = [T lao(g. t)I” . (3.52)
q q

ami nem mas, mint

£Lit)=1] PROIE — e 2w _ exp{ -2 Soo(t)} : (3.53)

A t = 0-ban lejatszodé hirtelen kvencs egy fazisatalakulason hajtja keresztiil a rend-
szert, mivel annak gerjesztési spektruméban gap nyilik. Igy az exponensben meg-
jeleno single copy entanglement varhatéan nem lesz minden pontban analitikus,

ahogyan a Loschmidt echo sem.

Rovid idékre vizsgalodva |u,(t)|* sorba fejthetd ¢-ben vezetd rendig
lug(t)]? ~ 1+ sinh(29,)? w(q)*t*. (3.54)

Ezzel elvégezve a 3.49 integralast K = 1 esetén az Sy (t) ~ t linearis felfutds adédik,
mo =0 (és K # 1) mellett pedig So(t) ~ t*Int. Altaldnos esetben, amikor K # 1
és mg # 0, az integralt numerikusan értékeltiik ki és Sy, (t) ~ t? viselkedést taldltuk.

Ezutdn S (t) alakja varhatéan idében periodikus lesz, hiszen 3.47 Bogoljubov-

egylitthatok periodikus fiiggvényei az idének. Az |u,(t)|* egytitthatét jobban meg-

vizsgalva latszik, hogy ¢ — 0 esetén cosh(29,)? hatvanyfiiggvény szerint divergdl

2
) ((K2+1)q2+Km3)
AR?q* (Kmg +¢%)

g (£)[2 = cos (w(a)t)® + sin (w(q)?) (3.55)

aminek logaritmusa atintegralhaté, azonban amikor a ¢ = 0 feltétel mellett
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sin (w(q)t) eltlinik, akkor megsziinteti ezt a divergenciat. Mindez a

nim ni
= - , n=01,2 .. 3.56
50) ~ emovi (3.56)

pontokban lehetséges. Ekkor a logaritmus argumentumaban cos (cu(())t*)2 = 1 szere-
pel, tehat az integral értéke nulla lesz, ezért ezekben a pontokban éles levagasokra
(L(t) esetében pedig éles csicsokra) szamithatunk. Masként megfogalmazva, az
y = c¢mpt dimenzidtlan id6skalan S (y) struktirdjaban nem-analitikus viselkedés
jelenik meg az

yr=y'n, n=0,1,2,... (3.57)

pontokban, ahol y* =/ VK. Egyértelmi tehat, hogy a kvantum kvencs sordn egy
dinamikus fazisatalakulas jatszodik le a rendszerben, ami a Loschmidt echo mellett
egy termodinamikai mennyiségben, az Osszefondodasi entropiaban is megfigyelheto.
Ez teljes mértékben analég az egyensulyi fazisatalakuldsoknal megszokott viselke-
déssel, ahol a nem-analitikussdg szintén az entrépidban (és a szabadenergidban) je-
lentkezik. Ezen tulajdonsag altalanossaganak vizsgalata tovabbi kutatasok targyat

képezheti.

Végiil vizsgaljuk meg az aszimptotikus viselkedést is. Hosszt idokre feltételez-
hetjiik, hogy a rendszer egy &llanddsult allapot felé tart [33, 23]. Ezen &llapot

entropiajanak kiszamitasahoz eloszor idéatlagolast végziink
Lt 2 _ 200 4 1) — 49, —
= | dt mfuy ()] = 41n (€2 +1) — 40, — 41n(2), (3.58)
0

ahol T' = 27 /w(q) a szinusz és a koszinusz fiiggvények periédusa (3.47), 0, pedig

a 3.8 Bogoljubov-forgatas szoge, majd ezutan értékeljiik ki az

Soo(t — 00) = 2L /OOO dg (41n (€ 4 1) — 49, — 4In(2)) e~ (3.59)

™

q szerinti integralt, amelyre azt kapjuk, hogy

Soo(t—>oo):27TLa4ln <I2(\;LF1> +m0L-\/E<\/K£+1—;> . (3.60)

A kapott eredmény éppen az S (pr) egyensilyi entrépia (3.34) kétszerese. Tehat

a hirtelen kvencs utdni allandésult pr(t — oo) dllapot és az egyenstlyi p%" allapot

« /s

SROned- (4 50 /S = 2. (3.61)
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Ezen kettes faktor az irodalomban is fellelheté [31], de eredete jelenleg még nem
tisztazott. Mindenesetre azt kijelenthetjiik, hogy a kvencs soran entropiaprodukcio
tortént.

Analitikusan sikeriilt tehat megértentink S (t) struktirajat, ezutdn érdemes le-
het numerikusan is megvizsgalnunk azt, illetve a tobbi entropiat is. Numerikus
szamitasaink eredményeit a 3.2-3.4 abrakon foglaltuk ossze. Ezek alapjan azt mond-
hatjuk, hogy a kiilonb6z6 indexi Rényi-entropiak strukturaja azonos, eltérés csak

nagysagukban mutatkozik.

K =0.8, mya=0.1
1 T T T T T T

0.9 -

0.8 .

S.m
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, . kY hY o 4
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N, 7N, ~ -
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3.2. dbra. Néhany Rényi-entropia és a Loschmidt echo a hirtelen kvencs utan, a
dimenziétlan id6 (y = ¢mot) fiiggvényében. Periodikus nem-analitikus viselkedésiik
jol megfigyelhet6 a y pontokban. A Luttinger-paraméter (K) fiiggvényében nem
tapasztalhatd érdemi valtozas a gorbék jellegét tekintve.
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K =0.5, mya =0.01
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3.3. dbra. A kvencs utan hosszi idéskédlan vizsgdlva a rendszer egy (a megmarado
mennyiségek dltal meghatarozott) allandésult allapothoz tart [23]. Ez az 6sszefond-
dasi entropiaban is megfigyelhet6: idével a fluktuaciok lecsengenek és egy allandosult
értékhez konvergdl. A gorbe id6atlaga (0.2475 L /27, az Abrén piros vonal jeloli) j6
kozelitéssel visszaadja 3.60 megegyez6 paraméterekkel szamitott értékét.
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3.4. abra. Entropiaprodukcié az n-index figgvényében. A Rényi-entrépia az n
index nem-névekvo fiiggvénye, azonban n novelésével a relativ entrépiaprodukeid
(az allandésult és az egyensulyi allapotok entrépidjanak ardanya) novekszik, n — oo

esetén jol lathatéan 2-hoz tart.
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4. fejezet

Osszefoglalas

Dolgozatom els6 felében motivaltam az Osszefonddas kulcsfontossagu szerepét
a kvantummechanikdban, ismertettem az 6sszefonodott allapotok fogalmat, illetve
azok kvantitativ leirdsara szolgald legfontosabb mennyiségeket, kihangsulyozva azok
mérhetéségét. Itt kitértem a dinamikus fazisatalakulas fogalmara is. Ezutan ro-
viden bemutattam a vizsgalt sine-Gordon-modellt, annak elméleti vonatkozasait és
lehetséges kisérleti realizaciojat.

A tovabbiakban a rendszert hullamszamtérben vizsgaltam, ahol Bogoljubov-
transzformacié segitségével diagonalizaltam a Hamilton-opratort, meghataroztam a
kolesonhato alapallapotot és ebbol megkonstrualtam a megfelel6 stirtiségoperatort.
A kiilénb6z6 modusok 6sszefonddasanak kvantitativ jellemzésére a kvantum Rényi-
entropiakat hasznaltam, amiket el6szor egyensilyban szamitottam ki, majd ratértem
az id6fugegd dinamika tanulmanyozasara. Az elképzelhetd legegyszertibb idofiggd
folyamatot tekintettem, amikor a kolcsonhatasokat pillanatszeriien kapcsoljuk be
a nem-kolcsonhaté bozonikus vakuumban preparalt rendszerben, azonban mar ez
is nem vart eredményeket hozott, ugyanis sikeriilt 0sszefiiggést talalni két karakte-
risztikus mennyiség, a single copy entanglement és a Loschmidt echo kozott. Ezek
idofiiggésének részletes vizsgalata soran kideriilt, hogy megegyez6 nem-analitikus
strukturaval rendelkeznek, ami egyértelmiien jelzi, hogy a hirtelen kvencs egy dina-
mikus fazisatalakulason hajtotta keresztiil a rendszert.

Az 6sszefonddési entropiak tanulmanyozasa tehat onmagaban is lehetéséget nytjt
a fazisatalakulas kimutatasara, amelyrol az azokban megjelend periodikus szingula-
ritasok taniskodnak. Ezen tulajdonsag univerzalitdsanak vizsgalata tovabbi kuta-

tasok targyat képezheti.
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