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1. Bevezetés

Jatékelmélettel szamos tudomanyteriileten talalkozhatunk, példaul a tarsadalom-
és gazdasagtudomanyban, pszicholégidban, ugyanakkor ez egy olyan aga a
matematikanak, ami mind a mai napig sokakat megmozgat és rohamosan
fejlodik.

Dolgozatomban a kooperativ jatékelmélettel foglalkozom, ezen beliil pedig

a nukleolusz-szamitas teriiletét jarom korbe.

1.1. Motivacié

A nukleolusz a kooperativ jatékelmélet egyik legelterjedtebb megoldaskoncepciéja,
szamos vonzoé tulajdonsiggal rendelkezik, példdul (enyhe feltevések mellett)
létezik és egyértelmii, a jatéknak folytonos fiiggvénye, stb. Ezaltal az egyik
legstabilabb, illetve legigazsdgosabb megoldast biztositja. Azonban a kiszamitasa
rendkiviil 6sszetett feladat: a nukleolusz a jatékosok szaméban exponenciélis
méretil, rendezett hidnyvektort lexikografikusan minimalizdl6 (egyénileg ra-

ciondlis) elosztés.

1.2. A feladat leirasa

A dolgozatban a legkorszeriibb megoldé algoritmust, a lexikografikus eresz-
kedés mddszerét implementdljuk Python kornyezetben és végziink extenziv
numerikus Osszehasonlitast mas, a szakirodalom tovabbi klasszikus meg-
old6 algoritmusaival. Valamennyi médszerre mar 1étezik C++ nyelven irt
kéd, azonban a Python kornyezet akadémiai és ipari tertileten is gyorsan és
széleskortien terjedo nyelv, amin keresztiil nagyon sok potencialis felhasznalot
tudunk elérni. Ugyanakkor ez a kornyezet szamos kihivéast jelent, mivel
korabban ilyesmivel még nem foglalkozott senki, igy 1j fejlesztési lehetOségek

is felmertlnek.



2. Alapfogalmak

Kooperativ jatékkal olyan dontési helyzeteket modelleziink, melyek soran a
résztvevok egylittmiikodhetnek, amennyiben dgy vélik, hogy az szamukra
elonyt jelent.

A kooperativ jatékok két csoportra oszthatok, az atvéalthaté (TU - trans-
ferable utility), illetve nem atvalthat6 hasznossédggal (NTU - non-transferable
utility) rendelkez6 jatékokra. A tovéabbiakban mi a TU-jatékokat fogjuk te-

kinteni.

2.1. Definicié (TU-jaték). Egy TU-jaték az egy (N, v) pdr, ahol N a jatékosok
halmaza, ami eqy nem tres és véges halmaz, v : 2V — R pedig a koalicids

figguény, amelyre teljesiil, hogy v() = 0.
e Az (N,v) jaték n-szereplés, ha |N| = n.

e Ha S C N a jatékosok egy tetszOleges koalicidja, akkor a koalicids
fiiggvény megadja annak v(S) értékét, ami az az érték, amit az S
koalicié el tud érni, amennyiben a tagjai egylittmiikodnek, a tobbi

jatékostol fiiggetlentil.

Egy jaték kimeneteleként megadjuk, hogy egy adott jatékosnak mek-
kora részesedést tulajdonitunk az egyiittmiikodés altal teremtett értékbol.
Jeloljik z;-vel az i jatékos kifizetését, a kooperativ dontési helyzet egy le-
hetséges kimenetelét pedig a jatékosok kifizetéseit tartalmazd x = (x;);en €
RY kifizetés-vektorral. Ennek célja egy igazsagos, illetve stabil elosztds meg-

talalasa.

2.2. Definicib. Azt mondjuk, hogy az (N,v) jdtékban az x = (x;);eny € RY

kifizetés-vektor
e szétoszlds, mds néven preimpuldcio, ha ) .y x; = v(N);

e closztdas, mds néven imputdcid, ha szétosztds és x; > v({i}) minden

1€ N-re.



A szétosztas és az elosztas természetes kovetelmények: az elébbi azt irja elo,
hogy pontosan a nagykoalicié értékét osszuk szét a jatékosok kozott, utébbi
pedig ezen feliil az egyéni racionalitast ragadja meg, azaz minden jatékos
kapja meg legalabb azt az értéket, amit onmaga egyediil is el tudna érni.
Ezentl jeloljiik a preimputaciok halmazat PI-vel, az imputaciokét pe-
dig I-vel. Annak ellenére, hogy I lehet tires, a PI minden jaték esetén egy

nemiires, (n-1)-dimenziés hipersik.

2.3. Definicié (Hidny). Minden egyes x kimenetelre az S koalicichoz tar-

tozo hianyt a kovetkezoképpen kaphatjuk meg:
d(Sv X) = U(S> - X(S)7
tovabbd d(N,x) = 0, ha x szétosztds, illetve d((),x) = 0.

Mindezek alapjan a hianyt tekinthetjiik gy, hogy minél nagyobb a hiany

értéke az S koaliciora nézve, az annél elégedetlenebb az x kimenetellel.

2.4. Definicié (Hidnyvektor). Az x kimenetelhez tartozo hidnyvektor:
E<X) = [d<517 X)7 d<527 X)7 cee 7d<S2"—27 X)] € R2n72

Mivel a hidny definici6 szerint 0, az iires halmaz esetén, illetve amennyi-
ben x szétosztds, Ugy a nagykoalicid esetében is, ezért szamunkra csak a
fennmarado6 2" — 2 db hidny érdekel.

A hidnyfogalom segitségével meghatarozhatjuk a kifizetésvektorok egyes

halmagzait.

2.5. Definicié (Mag). A koalicidkra nézve raciondlis kifizetésvektorok al-
kotjak a jdték magjat [1, 2J:

clv)={xeI:d(x,5)<0VSC N}

A mag azonban lehet iires, illetve lehet egynél tobb eleme is.



Egy mag-elosztas stabil, mert minden koalicionak megéri, vegyiik észre
azonban, hogy exponencialisan sok egyenl6tlenség hatarozza meg. Nem min-
den jatékban létezik mag-elosztas, ugyanakkor ennek eldontése rendkiviil

nehéz feladat. Ha pedig mégis 1étezik, akkor sem feltétleniil egyértelm.

2.6. Definicié (e-mag). A relaxdcidja vagy éppen megszoritdsa (< eldjelétdl

fiiggéen) a magnak:
c:(v)={xeI:d(x,5)<eVSCN}

Minden jaték esetén van olyan kelléen nagy e, amire ez mar nemtires. Innen
mar értelemszertien adddik a kérdés, hogy melyik a legkisebb ilyen e, amire

ez teljestl.

2.7. Definicié (Szilikmag). A szikmag az
le(v) = e (v)

halmaz, ahol * a legkisebb olyan érték, melyre a halmaz nem 1res, azaz

e* =min{e : c.(v) # 0}.

A sziikmag esetében a nemiiresség garantalt, azonban az egyértelmiiség még
mindig nem.

Tehat a cél, hogy tovabb sziikitsiik a kifizetésvektorok halmazat mind-
addig, amig egyértelmiiségre nem jutunk. Ezt pedig gy tehetjiik meg, ha
kiterjesztjik a sziikmag keresésének koncepcidjat tovabbi szintekre a kovet-
kezoképpen: a szlikmagot megkaphatjuk, ha minimalizaljuk a legnagyobb
hidanyt a koaliciok korében, majd pedig a lehet6 legkisebbre csokkentjiik azon
koalicidéknak a szamat, amelyek ezzel a legnagyobb hiannyal rendelkeznek.
Ezt kovetéen minimalizaljuk a masodik legnagyobb hidnyt, illetve azon ko-
aliciok szamat, amelyekre ez vonatkozik, és ezt igy folytatjuk, mig meg nem
kapjuk a nukleoluszt.

Mindehhez azonban sziikségiink van egy rendezésre, melynek segitségével
osszehasonlithatova véalnak az egyes hianyvektorok, illetve értelmezheté a

minimalizdlas fogalma is.



2.8. Definicié (Lexikografikus rendezés). Egy adott x szétoszlds esetén
tekintsik a ©(x) = (01(x), O2(x), ..., Oam_o(x)) vektort, ahol az egyes értékek
az x vektorhoz tartozo 2™ — 2 db (nemtrividlis) hianyértéket jelolik nem
novekvd sorrendben, azaz ©;(x) > 0;41(x) minden 1 <1 < 2"-re.

Ekkor az x wvektor lexikografikusan kisebb az y-ndl (©(x) <, ©(y)), ha
létezik olyan r < 2", hogy ©;(x) = O,(y) minden 1 < i < r és O,(x) <
O, (y).

2.9. Definicié (Nukleolusz). Ekkor v =v(N,v) € I a nukleolusz, ha
O(v) <r O(x) minden x € I, x # v.

Schmeidler [3] megmutatta, hogy a nukleolusz tébb vonzo tulajdonsdggal

is rendelkezik, amennyiben I # (:

e mindig létezik,

egyértelmi,

e minden ¢ > £*-ra az e-mag tartalmazza,

kovetkezményképpen a szitkmag is tartalmazza, illetve

folytonos fliggvénye v-nek.

A definiciébol adéddan innentdl feltessziik, hogy olyan jatékkal van dol-
gunk amelyben az I nem iires. Azonban minden ami bemutatasra kertil, az
a megfelel6 egyszeriisitésekkel (imputaciés korlatok és kovetkezményeik el-
hagydsa) az iires imputéciés halmazzal rendelkez6 jatékokra is adaptélhato:
ilyenkor a prenukleoluszt tudjuk definialni, ami a nukleolusz definicéja I he-
lyett PI-vel (amir6l mar kiemeltiik, hogy sosem {ires), és a fentebb felsorolt
tulajdonsdggokal tovabbra is rendelkezik.

Mindezekbdl kifolydlag innentdl kezdve a f6 célunk a nukleolusz kiszamitésa,

melyre a kovetkezékben bemutatjuk a rendelkezésre allo elméleti modszereket.



3. A nukleolusz kiszamitasa

3.1. Primal LP-sorozat

Egy kooperativ jaték nukleoluszanak kiszamitdsa soran az osszes koalicio
hidny értékének (egyiittes) fels6 korlatjat minimalizaljuk egy linearis program
megoldasaval.

Az LP sorozat elsé tagja a kovetkezOképpen irhato fel:

min e@
2(D) (1)

fh. e 4+2M(8) >v(S) VSCN,S#D (PM)
2W({i}) >o({i}) VieN
zW(N) =wv(N)

Jeloljiik P-vel az LP megengedett megolddashalmazat és P*-gal az op-
timélis megoldashalmazt. Az optimdlis (z*,&*) parokbdl az z* pontok al-
kotjak a sziikmagot, illetve €* a szitkmaghoz tartozd e-érték. Ahogy azt
korabban megallapitottuk, ennek az LP-nek minden jaték esetén van op-
timélis megoldasa, tehat P* sosem iires. Ugyanakkor £* egyértelmi, de z*

méar nem feltétlentl.

3.1. Definicié (Aktiv halmaz). Legyen (zV,eM) € PWY primdl megen-
gedett megoldds, ekkor TO (z, M) és TW (2W) az aktiv korldtok halmaza:

D 4 2W(8) =wv(S) VS eTW(aW, W)
) =v({i}) V{i} € TO W)

Az aktiv halmazok szamossaganak igen nagy szerepe van a nukleolusz
megtaldldsdban, ugyanis, ha z,y € PM* melyekre j = |[TW (x)| < [TW(y)],
akkor a rendezett hidnyvektorok els j elemére igaz a kovetkezé: O(FE(x)); =
O(E(y)); = eM* ha i < j, azonban O(E(z));41 < eV* = O(E(y));41. Igy
O(E(y)) £1 ©(E(x)), tehdt y nem lehet a nukleolusz. Mindezek alapjdn a
v nukleoluszra teljesiil, hogy |7 (v)| < |[TW(z)| barmely x € P(1* esetén.

Optimélis z* esetén a T (z*) aktiv halmaz esetén a jeliilés egyszeriisitése

végett elhagyjuk £*-ot, ami tgyis egyértelmi.



3.1. Lemma. Egyértelmien létezik eqy aktiv halmaz pdr TM* és T W mely-
re |[TW W ()| és |TO*| < [T ()| minden z € PO, 61, TO
TO(z) és TO* C TW(z) minden optimdlis x* esetén.

A TO = 7)), TO = TO(y) pért nevezziik a legkisebb aktiv hal-
maznak.

Ezek utan rogzitjiik az aktiv halmazban 1év6 koaliciok hidny értékét,
avagy a nekik mér biztositott kifizetés x(S) értékét. Egytttal ezek a ko-
alicidk kikeriilnek az egyenlotlenség korlat aldl. Innentdl kezdve a cél a még

nem rogzitett koaliciok hidny értékének minimalizalasa.

B, =
fh. @ +23(9) >v(9) VSCN,S# @;S ¢ T (P®)
@) > o({i}) Vie N {i} ¢ TV

@ (S) =v(S) —wy VS eHW

ahol HY = NUTO* U TW* wt = e®* ha § e TO wyy = 0, ha
{i} € TO* wy = 0.

Ahhoz, hogy az egyenloséggel teljesiilé korlatok szamat csokkenthessiik,
bevezetjiik az egyes koaliciékhoz tartozo karakterisztikus vektorok, illetve a

koalicios altér fogalmat.

3.2. Definicié (Karakterisztikus vektor). Az S koalicidhoz tartozo ka-

rakterisztikus vektor:
e(S) € {0,1}":¢(9); =1 <= j€S.

3.3. Definicié (Koaliciés altér). Legyen B koaliciok egy kollekcidja. FEk-
kor az dltala kifeszitett altér tartalmazza S-t, tehdt S € span(B), ha 30 €

RIBI:
S) = Bae(@Q)

QeB

3.4. Definicié (Koalici6halmazok rangja). rank(B) = r, ha IR C B
legsziikebb részhalmaz, melyre |R| =r és S € span(B) <= S € span(R)

9



Ezek utdn az LP a kovetkezd formaba irhaté at:

min @
2(2) £(2)
th. €@ +2@(8) >u(S) VS ¢ span(R™) (P®)
O} >o({i})  {i} ¢ span R
2®(S) =w(S) —wy VS eRW

ahol span(RW) = span(HW), [RW| = rank(RW).
Ezt az LP-t mar altalanosithatjuk tetszoleges k-ra:

min e®)
2 (k) £ (k)
fh. e® 4 2®m(S) > u(9) VS ¢ span(RED) (P®)
™ ({3} >v({i}) v{i} ¢ span R~V
z®(S) =wv(S) —wh VS e R

ahol
_ k
° T(O)*:N,T(O)*:w,% U ’7'(1 UT

o span(R™) = span(H®), |R®| = rank(R®),

o Vk > 1:wh=e®* minden S € TH*, wi, = 0 minden {i} € TW* és

*
wy = 0.

Fontos megjegyezni, hogy legfeljebb (n— 1)-szer kell megoldanunk (P®))-

t, ugyanis

n > rank(R™) > rank(R*Y) +1 > k + rank(R©) =k + 1

10



3.2. Dual LP-sorozat

A primal LP-sorozathoz a kovetkez6 dual LP-sorozatot irhatjuk fel:

max S wPue+ > wiih+ Y 2P 0(S) - w)

w®) (k) ()

S¢span(R(F—1)) {i}¢span(R(k—1)) SeR(k-1)
fh. oo ufe)i+ >0 wile(ii+ Y 2e(8)i=0 VieN
S¢span(R(F—1)) {i}¢span(R(k=1)) SeRr(k=1)

Z ugk) =1

S¢span(R(E-1)
u® w® >
(D)

A nukleolusz kiszamitasahoz donthetiink gy is, hogy a primal LP-sorozat
helyett a dual LP-sorozattal dolgozunk, mivel utobbi segitségével is eloallithatjuk
a korabban definialt legkisebb aktiv halmazt.

A primal LP-hez hasonldéan itt is bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket: le-
gyen D a dudl megengedett megoldasok halmaza és D* a dudl optimalis

megoldasok halmaza.

3.5. Definicié (Dudl inaktiv halmaz). Dudl megengedett megoldds (u®,w®) €

D®) esetén a dudl inaktiv halmazok:
DNT® (u®)) = {$ ¢ span(R*D) : u > 0}
——— (k)
DNT  (w®) = {{i} ¢ span(R*D) : wif) > 0}

A primadlhoz teljesen analég médon a dudl esetében létezik egy legnagyobb
inaktiv halmaz, mely minden dudl inaktiv halmazt tartalmaz. Ez a legna-
gyobb inaktiv halmaz pedig megegyezik a legkisebb aktiv halmazzal a primal
LP esetében:

3.1. Tétel. Tetszbleges v € PW*  (u®) w*)) € DE* primdl-dudl op-

timalis par esetén
DNT® (u®)) € DNT®* = 7R C 7k (1)

DT () C DNT = T © Fh) (0

11



Ez a tétel biztositja, hogy a dual LP-sorozat megoldaséaval is eloallithatjuk
a nukleoluszt.
Mindezek tudatdaban a v nukleoluszt LP-sorozat segitségével kiszamito

algoritmust a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

Algorithm 1: v kooperativ jaték v nukleoluszanak kiszamitasa
Input: (N,v);
1. Inicializécié: k = 1,R®) = N, w} = 0;
while rank(R*~Y) < n do
2. Megoldjuk (P®))-t (vagy (D®))-t): meghatarozzuk
3. Meghatérozzuk a legkisebb aktiv halmaz egy részhalmazat:
T CT® T CTh
4. Legyen R¥ =Y : span (R™) = span (’R(k_l) uTU 7N'>,
rank (RW) = [RW| k =k + 1;
5. Meghatérozzuk minden S ¢ span (R*~1) koaliciét (P®)
(vagy (D®)) LP-hez;

end

Output: v az z(5) = v(9) — wj ¥S € REY egyértelmii megoldésa,;

Ez az algoritmus azonban szamos nehézséget rejt magaban: egyrészt fel-
merill a kérdés, hogy pontosan hogyan is oldjuk meg ezt az LP-t, ugyanis az
exponencialisan sok korlat miatt a feladat igen nagy méreteket olt, masrészt
hogyan taldljuk meg a legkisebb aktiv halmazt az LP megoldasa utan, har-
madrészt pedig hogy hogyan kezeljiik azt a feltételt, hogy S ¢ span(R®*~1).

Ezeket a nehézségeket kikiiszobolve mutat be témavezetém, Dr. Benedek
Marton tobbedmagaval egy olyan hatékony moddszert, mely konnyen kezeli

ezeket a kihivésokat egy lexikografikus ereszkedd algoritmus segitségével [4].

12



4. Az algoritmus bemutatasa

4.1. Kohlberg kritérium

A lexikografikus ereszkedd algoritmushoz Benedek et al [4] felhasznilja a
Kohlberg kritériumot [5], melynek segitségével eldonthetjiik egy adott x ki-

menetelrdl, hogy az a nukleolusz-e vagy sem.

4.1. Definicié (Kiegyensilyozottsag). Koalicick egy Q C 2V kollekcidja

kiegyensilyozott, ha létezik eqy silyvektor w € R|>QO| gy, hogy e(N) = 3 gcowse(S)
Egy adott Ty C 2N esetén a Q C 2N kollekcié Ty-kiegyensiilyozott, ha

létezik v € R'zTS‘ és w € R|>QO‘ sulyvektorok 1igy, hogy e(N) = > e vs€(S) +

ZSGQ wSe(S)'

Kohlberg elészor meghatéarozza a kévetkez6 koaliciés halmazokat [5]: To(x) =
{{i},i=1,..,n:x; =v({i})}, Ho(x) = {N} és Hp(x) = Hp_1(x) U T(x),
k=1,2, ..., ahol minden k > 1-re

Ti(x) = g;glm?X){v(S) —z(5)}

e(x) =  max {v(S) —=(5)}

Ekkor Ty (x) tartalmazza az 6sszes olyan koaliciét, amelynek a hidnyértéke
pontosan €;(x), ugyanakkor €;(x) > e(x) > ... és Ty(x) azon jatékosok
halmaza, amelyek esetén x az egyéni racionalitdas hataran van.

Mindezek alapjan a Kohlberg kritérium algoritmikus megkozelitésbol a

kovetkezoképp irhaté fel:

13



Algorithm 2: (Eredeti) Kohlberg algoritmus

Input: (V,v) jaték, x € I imputacio;
Output: x a nukleolusz vagy sem;
1. Inicializacié: Legyen
Ho(x) ={N}, To(x) ={{i},i=1,...,n:z; =v({i})} és k = 1;
while H;_, # 2V\{0} do
2. Legyen T, (x) = argmaxggy, | x{v(S) —z(5)};

if U T} Ty-kiegyensilyozott then

| 3. Legyen Hp = Hy_1 UTy, k =k + 1 és folytassuk
else

| 4. Stop és x nem a nukleolusz

end

end

5. x a nukleolusz.
Ebben az algoritmusban iterativen képezziik a T; halmazokat, mindaddig,

amig az Osszes koaliciot mar bevettiik és megallapitottuk, hogy az adott
kimenetel a nukleolusz, vagy megallunk egy ponton, ahol a kollekciok unidja
mar nem 7Typ-kiegyensilyozott, ahol pedig megallapitjuk, hogy a kimenetel

nem a nukleolusz.

4.1.1. Egy tovabbfejlesztett Kohlberg kritérium

A Kohlberg kritérium egy jé modszer annak megallapitasara, hogy egy adott
kimenetel a nukleolusz-e vagy sem sziikséges és elégséges feltételek biztositasaval.
Azonban a feltételek ellendrzése soran exponencialisan sok részhalmaz ki-
egyenestlyozottsagat kell megvizsgalni, amely részhalmazok szamossaga ex-
ponencialis is lehet. Ez viszonylag kisebb jatékok esetén még elfogadhato,
azonban nagyobb jatékok soran mar kezelhetetlenné valik.

Ezen probléma megoldasa egy tovabbfejlesztett Kohlberg kritérium, ahol
a kulcsfontossagu gondolat az, hogy amennyiben megéllapitottuk, hogy Ug‘?:lTj
Ty-kiegyensulyozott, utana mar felesleges foglalkozni azon koalicidkkal, me-
lyek span(U;?:lTj)-ban vannak, ugyanis amennyiben egy koalici6 Tj-kiegyensulyozott,
ugy az altala kifeszitett koalicids altér szintén Ty-kiegyensiilyozott.

Mindezek alapjan a Kohlberg algoritmust a kovetkezoképpen irhatjuk fel:
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Algorithm 3: Tovébbfejlesztett Kohlberg algoritmus

Input: (N,v) jaték, x € I imputécio;
Output: x a nukleolusz vagy sem;
1. Inicializacié: Legyen
Ho(x) ={N},To(x) ={{i},i=1,..,n:2;, =v{i})} és k= 1;
while rank(H;_,) <n do
2. Legyen Tj(x) = arg maXggepan(a, _, (x)10(5) — () };

if UY_| T, Ty-kiegyenstilyozott then
| 3. Legyen Hy = Hy_1 UT, k= k+ 1 és folytassuk

else
| 4. Stop és x nem a nukleolusz

end

end

5. x a nukleolusz.
Ezen modositas eredményeképp azt kapjuk, hogy a tovabbfejlesztett Kohl-

berg algoritmus while-ciklusa legfeljebb (n — 1) iteracié utan ledll.

4.2. A kiegyensiilyozottsag ellenorzése

A Kohlberg kritérium szerint ahhoz, hogy ellendrizziik a T kollekcié Tp-
kiegyensilyozottsagat, meg kell vizsgalnunk, hogy léteznek-e v € R'zTS‘ és

w € R|>TO| sulyvektorok gy, hogy

e(N) =) ryse(S)+ > wse(S).

SeTy SeqQ

Solymosi és Sziklai [6] megkozelitése alapjan meg kell oldanunk |T'| darab

linedris programot a kovetkezoképpen megadva. Minden C € T-re legyen
@ = { maxwe : Z vse(S) + Zwse(S) =e(N),(v,w) € R|>T8+|T|}.
SeTy SeT

Ekkor T' Ty-kiegyensilyozott pontosan akkor, ha ¢5 > 0 minden C € T-re.
Ugyanakkor a Kohlberg kritériumban szerepl6 T kollekcidk exponencialisan

sok koaliciébdl is allhatnak, igy nagyobb jatékokra nem praktikus megoldani
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a |T| darab linearis programot. Ezen javitva Solymosi [7] bemutatott egy
gyorsabb megkozelitést, amely soran legfeljebb rank(7") darab linearis prog-
ram megolddsa sziikséges. Mindezeket felhasznélva Benedek [4] egy olyan al-
goritmust mutat be, amely nem csupan a kiegyensilyozottsag tényét allapitja
meg a T halmazra nézve, hanem megtalalja a legnagyobb Ty-kiegyensilyozott

részhalmazat T-nek. Az algoritmus a kovetkezoképpen irhato fel:

Algorithm 4: Algoritmus a legnagyobb Tg-kiegyenstlyozott

részkollekcio megtalalasara

Input: T kollekcio, Tj-kiegyensulyozott ) C T részkollekcidval;
Output: U C T legnagyobb Tj-kiegyensulyozott részkollekcio;
1. Inicializacié: Legyen U = span(Q) N T;

while rank(U) < rank(T") do

2. Keressiink olyan v* € Rggl,w* € R'ZTO\Ul’“*GRlU|

, melyek
megoldjak

argmax{ Z ws : Z vse(S)+ Z wge(S)+Z pse(S) = e(N)}

Tk SeT\U SeTy SeT\U Seu

if w* = 0 vagy az LP infizibilis then
‘ 3. Stop és output U C T
else
‘ 4. Legyen U = span(U U {S : w§ > 0}) N T

end

end
5. Output U =T.
Ez az algoritmus legfeljebb rank(7T') — rank(Q)) iteracié utan leall.

4.3. Az algoritmus

Benedek [4] lexikografikus ereszked6 algoritmusa felhasznélja a tovabbfejlesztett
Kohlberg kritériumot, azonban nem csupan megerositi, hogy az adott kifi-
zetésvektor a nukleolusz-e, hanem negativ valasz esetén egy hatékony mddszert

is ad annak megtaldlaséara.
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Ez az 4j algoritmus a kovetkezo 1épésekbdl all:

e Barmely x € I imputdciéval kezdve végrehajt egy (lokdlis) optimalitési

tesztet.
e Ha ezt a tesztet x elbukja, general egy y javité iranyt és egy o 1épéshosszt.

e Frissitjiik x-et: x = x + ay és ezeket a lépéseket ismételjiik, amig mar

nem taldlunk javité irdnyt.

4.3.1. Javité iranyok generalasa

Ha a Kohlberg algoritmus soran egy olyan 7' halmazt taldlunk, amely nem
Th-kiegyensulyozott, tigy lehetséges egy y javité irany generalasa, melyre tel-
jesiil, ha ellépiink x-bol x + ay-ba, akkor ez az 1j kifizetésvektor noveli az
elégedettségét a lehetd legtobb, elégedetlen, kiegyensilyozatlan koaliciénak,
mikozben a mar rogzitett, kiegyensilyozott koalicidk hianyértékét nem véltoztatja.

Amikor az Algortimus 5 kilép rank(U) < rank(7T)-vel, az egyenletrendszer

Z vse(S) + Z wge(S) + Z pse(S) =e(N)

SETy SeT\U Seu
wg >0
vs,wp >0 VS €Ty, PeT\U
us ER VS eU

infizibilis minden @ € T\U esetén, tehdt a Farkas-lemma alapjan

{y €R": y(Q) > 0,y(P) > 0,YP € TyU(T\U), y(S) = 0,¥S € UU{N1} # 0.

Az egyes y irdnyok eltéroek lehetnek kiillonbozoé @) esetén, igy vehetjiik az
atlagukat (vagy dsszegiiket), hogy megkapjunk egy normalizdlt y-t a kovet-

kezd halmazbdl:
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{y €eR":y(Q) > 1,¥Q € T\U,y(P) > 0,YP € Ty, y(S) = 0,¥S € UU{N}}.

Ugyanakkor igaz az, hogy amikor az 6sszes k-ra teljesiilo Ty-kiegyensulyozottsagat
ellendrizziik az UleTj kollekcionak, elég, ha csupan az aktualis T} kollek-
cidhoz tartozé sulyok esetén kivanjuk meg a szigoru pozitivitast, amennyiben
azt taldltuk, hogy a kollekcié (k — 1)-ig Typ-kiegyenstilyozott.

Ha T nem Tj-kiegyenstilyozott a k. iteracioban, akkor még mindig fizibilis
megoldast kapunk, ha megkivanjuk y(Q)) = 0-t minden @ € U?;ll T; U{N}
koaliciora.

Réadésul, mivel minden S € Uf_, T; U{N} koaliciéhoz létezik A € RI%-1l
gy, hogy y(S) =2 gep,_, A\@¥(5), a kovetkez6 halmaz sem iires:

{y €R": y(Q) > 1,YQ € T\U,y(P) > 0,¥P € Ty, y(S) = 0,YS € Ry U({UNT},)}.
(1)

Az (1)-beli y vektorokat javité iranynak nevezziik.

4.3.2. Lépéshossz

Egy y fizibilis pont (1)-ben egy javité irdny abban az értelemben, hogy ha

az aktudalis x pontbdl y mentén mozgunk, akkor javitunk azon koaliciok
elégedettségén, amelyek jelenleg a legelégedetlenebbek és a kiegyenstlyozatlansagot
okozzak, mikozben a kordbban mar ellenorzott, kiegyensulyozott részkollekcidok
elégedettségén nem valtoztatunk, ugyanakkor biztositja, hogy megfeleld 1épéshossz
esetén az imputaciés halmazban maradunk.

Egy adott y javité iranyhoz tartozo megfelelo a > 0 1épéshossz meg-
hatarozasakor elkeriilendéek a tul kicsi 1épések, melyek nem valtoztatnak
T-n, ugyanakkor szeretnénk novelni a lépéshosszt mindaddig, amig valtozast
nem észleliink T-ben (vagy Tp-ban), annak reményében, hogy az 1j kollekcid
is Ty-kiegyensilyozott.

Tegyiik fel, hogy a k. iteraciéban az x imputaciénédl vagyunk. Minden

S koaliciéra a hidny valtozasa a kovetkezoképpen alakul a lépéshossz és y
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javité irany esetén:
d(S,x+ ay) —d(S,x) = v(5) — (x(5) + ay(5)) — (v(5) = x(5)) = —ay(9).

Jelenleg a legnagyobb elégedetlenség €x(x) = d(S,x) minden S € Ty(x)
esetén. Tehdt elég kicsi a > 0-ra az 1j maximélis elégedetlenség ex(x+ay) =
d(S,x + ay) valamely S € Tj(x)-re. Rogzitsiink egy ilyen S koaliciét, ekkor
a maximdlis elégedetlenség a kovetkezOképp valtozik: € (x + ay) — ex(x) =
—ay(S).

a megallapitasa soran alapvetéen az érdekel benniinket, hogy az egyes

koaliciék hianya milyen messzire van a maximalis hianytol:

(d(S, x+ay)—ex(x+ay)) —(d(S, %) —er(x)) = a(y(S)—y(9)) > a(1-y(S)),
N (2)
ahol az utolsé egyenlétlenségben felhasznaltuk, hogy y(S) > 1.

Ezaltal vissza kell térniink ahhoz a kérdéshez, hogy pontosan hogyan is
vélasszuk meg a javité iranyt. Mivel minden fizibilis pontja (1)-nek egy
alkalmazhaté javité irany, ezért szabadon megvalaszthatjuk az optimalizalni
kivént célfiiggvényt. Ahhoz, hogy a (2)-ben hasznélt becslés egyenléséggel

teljesiiljon, a célfiiggvényt a kovetkezonek valasztjuk:

H;in ZQGTk\Uy(Q)

fh y(@) =1 vQeT\U (ID(To; Ty; U))
y(P) >0 VPeT,
y(S) =0 VSeU\T

ID(Ty; Ty; U) minden optimélis y megolddsara teljesiil, hogy y(S) = 1.
Ahogy 0-16l elkezdjiikk novelni a-t, a kovetkezoket tapasztaljuk: az S ko-

alicidhoz tartozd, (2)-beli aktivités
e csokken, ha y(S) > 1;
e nem valtozik, ha y(S) = 1;

e 16, ha y(5) < 1.
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e(z) c(D)*
d(S, ) y(51)% —
ys) g; T (z)
77777777777 Q1LQI>)
jeloltek QQ%

1. dbra. Az optimalis 1épéshossz

Az aktivitds novekedésén az ex(x + ay) — d(.S, x + ay) kiilonbség csokkenését
értjuk.

Legyen Z azon koaliciok egy kollekcidja, amelyeknek novekszik az akti-
vitdsa, azaz Z = {S ¢ span(Ry_1) U Ty : y(S5) < 1}. Ezek azok a koalicidk,
amelyek beléphetnek az aktiv halmazba, ahogy tesziink egy lépést.

Ugyanakkor meg kell szabnunk egy korldtot is a-ra annak érdekében,
hogy az imputacios halmazban maradjunk.

Mindkét feltételt figyelembe véve és bevezetve az Ny = {j € N\Tp : y; <

0} jeldlést, az optimadlis 1épéshossz:

— i [ 3 ) —d(S %) r;—v({j}) .
a= ({ T v(9) .SEI}U{—_yj .jEM}). (3)

Mindezek utan a lexikografikus ereszked6 algoritmus a kovetkezoképpen
irhaté fel:
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Algorithm 5: Algoritmus egy kooperativ jaték nukleoluszanak

kiszamitasara

Input: (N,v) jaték, I # () imputdciés halmazzal;
Output: v nukleolusza az (N, v) jatéknak;
1. Inicializicié: Legyen x € I tetszbleges, Ry = {N} és k = 1;

while |R;,_1| < n do

2. Keressiik meg
€x(X) = maxXggspan(r,_ ) A(S, %), Ti(x) = {S ¢ span(Ry_1) :
d(S,x) = e}, To(x) = {{i},i=1,....,n:z; =v({i})} és
U C (Rg_1 UT), melyeket az Algoritmus 5 altal kaptunk;

if T,\U #0 then

3. Keressiik meg y-t 1D(Tpy; Ty; U)-t megoldva és a-t 3-at
hasznalva. Frissitsiik x-et: x = x + ay és térjink vissza a 2.
lépéshez;

else

4. Legyen Ry, olyan, hogy span (Ry) = span (Rx_1 UT),

rank (Ry) = |Ri|, k =k + 1;

end

end

5. x = v a nukleolusz.

4.4. A szimplex méddszer egy implementalasa

Annak érdekében, hogy az algoritmus futasi idejét csckkentsiik, a lépéshossz-
szamitas soran Derks és Kuipers [9] mddszerét alkalmaztuk, ugyanakkor az
osszehasonlitandd algoritmusok kozé bevettiik az altaluk a prenukleolusz-
ra kidolgozott mdédszer nukleoluszra kibovitett valtozatat. Az alabbiakban
leirjuk az eredeti megvaldsitast.

Tegyiik fel, hogy a kovetkezo problémat szeretnénk megoldani:

P = min{t|Fz = ¢, Az + 1t > b},

ahol A egy m X m-es matrix, F' egy p X n-es, p-rangi matrix, 1 a csupa

egyest tartalmazo, m-hosszi vektor és b egy m-hosszi oszlopvektor. Fel-
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tessziik, hogy az F'x = c rendszernek van legalabb egy megoldasa, kiilonben
a probléma infizibilis.
Valasszunk egy fizibilis (z%,¢°) megoldast és egy A% + 1t > 0° alrend-

F 0

40 sorai linearisan fliggetlenek le-

szert 1igy, hogy A%20 + 1t = 10 és

gyenek. Ez lehetséges, példaul a kovetkezképpen: legyen 2° egy megolddsa
Fx = cnek és definidljuk t° = max{b; — a;2°i = 1,..m}. Ekkor (t°,2°)
fizibilis megoldas, raadasul A-nak létezik egy sora, a;, amelyre teljesiil, hogy
a;z° +t° = b;. Tehdt ha A%t tigy definidljuk, mint az a;-t tartalmazo, egyet-
len sorbdl all6 matrixot, akkor x% tY és AY teljesitik a kordbban emlitett
kovetelményeket.

Figyeljik meg, hogy a
2F4+uA’=0,ul =1

rendszernek legfeljebb egy megoldasa van. Vegyiik a kovetkezo harom esetet.
1. eset. A zF +uA® = 0,ul = 1 rendszernek 1étezik egy (egyértelmii)
megolddsa: (z,u) = (v, u) Ggy, hogy p > 0. Ekkor (z°t°) egy optimélis

megoldéasa P-nek, hiszen

0 = (WF + pA)z° + ple®
= vF2® + p(A%° + 11°)
= vc+ pub
> max{zc+ ub|zF +uA =0,ul = 1,u > 0}
= min{t|Fx = ¢, Az + 1t > b}.

2. eset. A 2F+uA® = 0,ul = 1 rendszernek van egy (z,u) = (v, ;1) meg-
oldasa tugy, hogy i legaldbb egy koordinataja negativ. Legyen 7 a legkisebb
index, melyre p; < 0 és legyen B A%-nak az a részmédtrixa, melyet gy ka-
punk, hogy A%-bdl kitéroljiik az i-hez tartozé sort, 1 pedig az a vektor, melyet
1 -edik koordindtdjanak torlésével kapunk. Mivel a zF + uA® = 0,ul = 1

rendszer megoldasa egyértelmf, igy nincs olyan megoldas, ahol u; = 0 lenne.
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Ezzel ekvivalensen, a zF + uB® = 0,ul = 1 rendszernek nincs megoldésa.
Ekkor a Farkas lemma alapjan az Fy = 0, B’y = 0 rendszernek van meg-
oldésa, legyen egy megoldds y° és jelolje A° torolt sordt a;. Ekkor a;y® > 0,
mivel p:a;y° = —(vF +uB%)y° = -l = p; — 1.

3. eset. A zF +uA” = 0,ul = 1 nincs megolddsa. Hasonléan a 2.
esethez, a Farkas lemma alapjan Fy = 0, A% = 0-nak van megolddsa, legyen
egy megoldas 1" és legyen B? = A°.

Az elsd esetben kész vagyunk. A 2. és 3. esetben taldltunk egy y° vektort
gy, hogy Fy° = 0 és A%° > 1. Ha Ay® > 1, akkor az (2% + \y°,t° — \)
vektor is fizibilis minden A > O-ra, tehat a probléma nem korlatos, igyhogy
ekkor szintén kész vagyunk. Végiil nézziik azt az esetet, amikor ay® < 1
A-nak valamely a sordra. Ekkor legyen \° a legnagyobb olyan ), melyre
(2% + M0, 1Y — X) még fizibilis, azaz

0 0

a0+ 10—,

)\Ozmln{%xl_—cwoj:ajyo < 1}7
J

6s legyen j a legkisebb index, ahol felvevédik ez a minimum.

Ekkor legyen (x!,#1) = (20 + \y°,t% — \) és A! legyen az a métrix, melyet
F 0
Al 1

matrix sorai linedrisan fiiggetlenek. S6t, Alz! + 1t! = bl, ahol b a b Al-hez

B%bdl kapunk, ha hozzdadjuk az a; sort. Figyeljik meg, hogy az

tartozé része. Tehat megismételhetjiik ugyanezeket a lépéseket Al zl-gyel,
sth.

Az A" métrix 1épésenként torténd frissitése Bland pivotalé szabdlyaként
ismert. Bland [8] megmutatta, hogy a folyamat véges 1épésben ledll, ha ezt
a pivotald szabdlyt alkalmazzuk, és a végén vagy taldltunk egy optimdlis
megoldast, vagy pedig megallapitottuk, hogy a probldma nem korlatos.

Ezek utan a kovetkezo - korabbihoz hasonl6 - keretrendszerbe foglalhatjuk

Derks és Kuipers algoritmusat:

e Megoldjuk a zF + uA® = 0,ul = 1 egyenletrendszert.

e Amennyiben sziikséges, megoldjuk az Fiy = 0, By = 1 egyenletrend-

szert.
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o Kiszdmoljuk az optimédlis A\ 1épéshosszt.

Azonban egyetlen pivotalé 1épés megkivan O(n2"™) 1épést, melyet Derks
és Kuipers [9] lecsokkent O(2")-re.

Ehhez rendezziik az 6sszes n-hosszu (0, 1)-vektort (kivéve a nullvektort)
lexikografikusan novekvé sorrendbe. Jeloljiik az i-edik vektort a;-vel és legyen
f az a 2" — 1-hosszu vektor, melyre teljestil, hogy f; = 1, ha a; az A-nak egy
sora, 0 kiilonben és tegytik fel, hogy az f vektor adott.

Legyen a és b két, sorrendben egymést kovetd (0, 1)-sor és legyen j az a
legjobboldali 0-janak poziciéja. Jeloljiik u’-vel azt a vektort, melynek elemei
0-k az 1-es poziciétol kezdve j — 1-ig, a j pozicidban 1, és a j + 1-es indextol
n-ig —1. Vegyiik észre, hogy b = a + u’.

Ekkor tekintsiik azt az algoritmust, amely végigmegy az 0sszes n-hosszu
(0, 1)-sorvektoron, a lexikografikusan legkisebb e vektorral kezdve és meg-

hatarozza a A\ lépéshosszt:
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Algorithm 6: Az optimalis 1épéshossz kiszamitasa

c 1 s . o
Inicializacio: a := e", ax = x,, ay = Yu;

if ay <1és f; =1 then

l—ay
else
A = 00;
end

for i :=21t02" do

J=mn

while j > 0ésa; =1do
=1

end

a:=a-+u;

ar ;= ax + u'x;

ay = ay + u’;

if ay <1és f; =1 then

A = min(A, —azltz,bq)

end
end

Output: X optimalis 1épéshossz

Derks és Kuipers [9] megmutatta, hogy ennek az algoritmusnak a lépésszama
O(2"): mivel v/ elsd (j — 1) koordindtdja 0, ezért az exponencidlis hosszt
ciklusban minden 1épés miiveletigénye az (n — j + 1) konstansszorosa. 277!
db azon koaliciok szama, melyben a j. helyen van a legjobboldalibb 0, tehat

a modszer teljes miiveletigénye

O 2 n—j+1)=02"" —n-2)=0(2").

j=1

Ezt a vektorok strukturajabdl adédo gyorsitast Benedek [4] algoritmusanak

implementalasa soran is alkalmaztuk.
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5. A projekt leirasa

Munkam soran a feladatom a korabban bemutatott nukleolusz-szamité algo-
ritmusok alapjan Python kod készitése és implementalasa volt, majd pedig
az eredmények oOsszehasonlitdsa. Ezek mind korszeri megolddsi médszerek,
melyekbol mar késziiltek C++ nyelven irt kédok, azonban a Python kornye-
zet akadémiai és ipari teriileten is gyorsan és széleskoriien terjed6 nyelv, amin
keresztiil nagyon sok potencidlis felhasznalét tudunk elérni. Ugyanakkor ez
az 1j kornyezet szamos kihivast jelent, mivel korabban ilyesmivel még nem
foglalkozott senki, igy 1j fejlesztési lehetoségek is felmeriilnek.

Kezdetben PuLP programcsomagot és GLPK megoldot hasznédltam, azon-
ban késobb valtottam a CyLP programcsomagra, mely egy Pythonban megirt
LP modellez6 program. Ennek okat késébb targyalom.

A program tesztelését kezdetben 3 jatékosra kezdtem, majd idével novel-

tem a jatékosszamot egészen 20-ig.

5.1. Eszrevételek a munka soran

Miutan kisebb jatékosszamra sikeresen lefutottak a koédok és megkaptuk
a nukleoluszt, nagyobb jatékosszam esetén egyes jatékokban problémaéakba
itkoztiink. Ezen problémak megoldasa kozben olyan érdekes észrevételeket
tettiink, melyek tgy vélem, emlitésre méltdak, illetve a tovabbiakban tanul-
hatunk beloliik.

5.1.1. Rangszamitas

Annak érdekében, hogy csokkenteni tudjuk a futasi idot, meg kellett vizsgalni
a kod egyes pontjaiban hasznalt fiiggvényeket. Korabbi tanulmanyaim soran
azt az informéciot kaptam, hogy barmilyen fliggvényt megirhatunk magunk,
azonban amire létezik beépitett fliggvény, azzal nem érdemes plusz idot
eltoltentink, ugyanis nem lesz gyorsabb a sajat kédunk az elére megirtnal.
Azonban a projekt soran kideriilt, hogy erre is vannak kivételek.

Benedek [4] és Derks-Kuipers [9] nukleolusz-szamité algoritmusaik szamos

pontjan alkalmazunk matrixrang-szamitast, melyre kezdetben a numpy prog-
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2. abra. Binaris vektorok rangnoévelé hatasanak szamitasi ideje
(mésodpercben).

Moédszer / jatékosszam 4 6 8 10 12 14 16 18 20
numpy rang | 0.007 0.008 0.028 0.113 0.45 1.92 892 382 161
bindris rang | 0.0002 0.0004 0.002 0.009 0.03 0.15 0.69 2.93 12.8

bindris (numpy=100%)| 2.2% 54% 75% 7.6% 82% 8% 7.8% 7.7% 7.9%

1. tablazat. Binaris vektorok rangnovelé hatasanak szamitasi ideje
(méasodpercben).

ramcsomag numpy.linalg.matrix rank fiiggvényt hasznaltuk, azonban ez
nagysagrendekkel lassabbnak bizonyult a sajat magunk altal készitett rang-
szamité fiiggvénynél, féleg nagyobb jatékosszamu jatékok esetén.
Ez a jelenség foként annak koszonhet6, hogy mig a numpy beépitett fiiggvénye
barmilyen matrixra miikodik, illetve a rang mellett szamos egyéb informéciét
is kiszamol, addig az altalunk készitett fiiggvény kihasznalja a matrix spe-
cialis szerkezetét, elemeinek bindris voltat, kizardlag a rangszamitasra fokuszalva.
Az 1. tablazatban lathato, hogy a jatékosszam novelésével milyen titem-
ben és mértékben novekszik a kétféle rangszamité modszer idéigénye, mely

a 2. abran szemléltetve is megfigyelheto.
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5.1.2. Kerekitési problémak

A program tesztelése soran az Osszes jaték esetén megvizsgaltuk az altalunk
szamitott nukleolusz abszolut eltérését a jatékhoz tartézo, valddi nukleo-
lusszal. Erre az esetek nagyobb részében, kisebb jatékok esetén le-14 nagysagrendii,
vagy annal kisebb eltéréseket kaptunk, azonban ritkan el6fordult 1e-6 nagysagrendii
hiba, illetve néhany jaték nagyon sokaig futott eredmény nélkiil. Ezekben
az esetekben arra lettiink figyelmesek, hogy a koztes lépésekben szamolt LP-
k megoldasa soran a GLPK megold6 hasznélata esetén kerekitési hiba mi-
att nem tudott tovabblépni az algoritmus. Ez annak volt betudhatd, hogy
a GLPK megold6 az LP-re talalt optimélis megoldast 6 tizedesjegyre ke-
rekiti, mely esetiinkben egy eléggé pontatlan megoldast eredményez, ugyanis
a koztes szamitasoknal a tovabbi tizedesjegyek is dont6 szerepet jatszhatnak
a nukleolusz megtaldlasdban.
Ennek kikiiszobolésére ideiglesen elkezdtiik a Gurobi megoldét alkalmaz-
ni, azonban mivel ez nem egy nyiltan hozzaférheté megoldo, ezért a tovabbiakban
orvosolnunk kellett a kerekitési problémat egy ingyenes megoldd esetében is.
Megoldasként a CyLP programcsomagra esett a valasztasunk, mely az
ingyenes LP-megoldé szoftverek koziil a leghatékonyabbnak bizonyult' mind
pontossag, mind pedig futasidé szempontjabdl, ezaltal megkeriilve mind a
GLPK, mind pedig a PuLP hatranyait.

Forréds: http://plato.asu.edu/bench.html
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6. Eredmények

Jelenleg négy jol miikodé Python kéddal rendelkeziink, melyet 20 jatékosig
teszteltiink mindezidaig illetve egy-két esetben 25 jatékosra. A prébéak soran
az egyes jatékoknal abszolit eltérést, futasi idot és kiilonbozo iteracidoszamokat

szamoltunk és mentettiink kiilon fajlokba.

6.1. A programcsomag-valtas hatasa

A 3. abréan lathatdak a jatékosszamok fiiggvényében az abszolit eltérése a
Benedek [4] algoritmusdhoz tartozé program altal szdmolt nukleolusznak az
eredeti nukleolusztol. Az abra bal oldalan a kezdetleges, PuLP-ot, GLPK-t
és numpy rangszamito fiiggvényt hasznélé algoritmus, a jobb oldaldan pedig
a mar CyLP-t és bindris rangszamité fliggvényt alkalmazd kéd teljesitménye
lathato. Ugyanakkor a 4. &bran pedig megfigyelhetjiik, hogy a program
futasideje a jatékosszam fiiggvényében hogyan csokkent, ahogy attértiink a
hatékonyabb programcsomagra és rangszamito fiiggvényre. Megfigyelheto,

hogy az emlitett csokkenés tobb, mint szézszoros.

4 le-14 g -1l

Hiba

~ w
Hiba

M w

i

=

= B | .

6 7 8 9 10 6 7 8 9 10
Jatékosszam Jatékosszam

3. dbra. Abszolit eltérés Benedek algoritmusaval [4] szdmolt és az eredeti
nukleolusz kozott. A bal oldali grafikonon a PuLP-ot, GLPK-t és numpy
rangszamito fiiggvényt haszndld kod teljesitménye lathatd, mig a jobb oldalon
a mar CyLP-t és binaris rangszamité fiiggvényt alkalmazdé.
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4. dbra. Sziikséges futési id6 jatékonként (mésodpercben) Benedek algorit-
musdaval [4] szamolt és az eredeti nukleolusz kézott. A bal oldali grafikonon a
PuLP-ot, GLPK-t és numpy rangszamito fliggvényt hasznalé kod teljesitménye
lathaté, mig a jobb oldalon a méar CyLP-t és bindaris rangszamito fiiggvényt
alkalmazdé.

6.2. Az egyes algoritmusok O0sszehasonlitasa

Az algoritmusok 6sszehasonlitasa soran a tesztelést a kooperativ jatékok négy
tipusan végeztiik, mely tipusok a kovetkezok:

I-es tipusu jatékok: Az I-es tipusu jatékok karakterisztikus fiiggvénye a
kovetkezé: v({i}) = 0 mindeni € N, v(N) egy random egész szam 100(n—2)
és 100n kozott, illetve v(S) egy random egész szam 1 és 100|.S| koz6tt minden
tovabbi nemiires S koaliciéra.

II-es tipust jatékok: A Il-es tipusu jatékok karakterisztikus fiiggvénye
a kovetkez6: v({i}) = 0 minden i € N és v(S) egy random egész szam 1 és
50n kozott minden tovabbi nemiires S koaliciéra.

III-as tipusi jatékok: A Ill-as tipusu jatékok karakterisztikus fliggvénye
a kovetkezé: v(S) = 0 minden [S| < n — 2, v(S) = 1 0,9 valdszintiséggel
n—2<|S| <nesetén és v(N) = 1.

IV-es tipusu jatékok: A IV-es tipusi jatékok karakterisztikus fliggvénye
a kovetkez6: v({i}) = 0 minden i € N, és v(S) egy random egész szam 1 és
n kozott minden tovabbi nemiires koaliciora.

Mindegyik algoritmus az Osszes tesztelt jatékon helyesen kiszamolta a

nukleoluszt.

30



6.2.1. Osszehasonlitas I-es tipusu jatékok esetén

Az 5. dbran lathatoak a jatékosszamok és az egyes algoritmusok fliggvényében
a programok futdsi ideje I-es tipusu jatékok esetén. Azt vehetjik észre,
hogy Benedek algoritmusahoz tartozo kod szamit a leghosszabb ideig, azon-
ban ez szemben all [4] eredményeivel, illetve a meglévé C++ kédok sem
ezt tiikkrozik. Arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy az j implementaciot
tovabbi feliilvizsgalatnak kell kitenntink hatékonysag szempontjabdl.

Az egyes algoritmusok futasi ideje 1-es tipusd jdtékok esetén masodpercben
Futdsidd 5 jatékos esetén Futasidd 10 jatékos esetén Futdsidd 15 jatékos esetén Futasidd 20 jatékos eseten
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5. abra. Sziikséges futasi id6 I-es tipusi jatékok esetén jatékonként
(mésodpercben)

A 6. abran lathatoak a jatékosszamok és az egyes algoritmusok fiiggvényében
a programok altal végrehajtott iteraciok szama I-es tipusu jatékok esetén.
A kooperativ jatékok ezen tipusdnal nagy kiilonbséget nem észleliink az
iteraciok szamaban, nagyobb eltérések a I1I-as, illetve [V-es tipusnal tiinhetnek
fel.

6.2.2. Osszehasonlitas Il-es tipusu jatékok esetén

A 7. abran lathatéak a jatékosszamok és az egyes algoritmusok fiiggvényében
a programok futasi ideje Il-es tipusu jatékok esetén. Hasonléan az I-es
tipushoz, ugyanazt a kovetkeztetést vonhatjuk le, miszerint feliilvizsgalandé

az elso algoritmushoz tartozé kod.
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Az egyes algoritmusok iteracioszama 1-es tipusi jatékokban

Iteraciok szama 5 jatékos esetén Iteraciok szama 10 jatékos esetén Iteraciok szama 15 jatékos esetén Iteraciok szama 20 jatékos esetén
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6. abra. Végrehajtott iteracidk szama I-es tipusi jatékok esetén jatékonként

Az egyes algoritmusok futasi ideje 2-es tipusu jatékok esetén masodpercben
Futdsidd 5 jatékos esetén Futdsidd 10 jatékos esetén Futdsidd 15 jatékos esetén Futdsidd 20 jdtékos esetén
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7. abra. Sziikséges futasi id6 Il-es tipusu jatékok esetén jatékonként
(mésodpercben)

A 8. abrén lathatdak a jatékosszamok és az egyes algoritmusok fiiggvényében
a programok altal végrehajtott iteracidok szama Il-es tipusu jatékok esetén.
6.2.3. Osszehasonlitas I1I-as tipusud jatékok esetén

A 9. dbran lathatoak a jatékosszamok és az egyes algoritmusok fliggvényében
a programok futasi ideje [1I-as tipusu jatékok esetén. Ebben az esetben, a

korabbiaktol eltéréen, Benedek algoritmusa teljesit a legjobban, szinte 0-hoz
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Az egyes algoritmusok iteracidoszama 2-es tipusi jatékokban

Iteraciok szama 5 jatékos esetén Iteraciok szama 10 jatékos esetén Iteraciok szama 15 jatékos esetén Iteraciok szama 20 jatékos esetén
35 [ - T 4 - - T - T
TTT7/ .
30
10 30 is
25 30
25 25
E
T 20 25
b 20 20
b 20
ELS 15 15
15
10 10 10
1o
05 05 05 05
oo 0a 00 oo
> & > 5 & > > 5
& FES L & S F o FE S
ﬁ A Qa“é’ik Cl Q‘f C Q#tf‘k C
Algoritmus Algoritmus Algoritmus Algoritmus

8. abra. Végrehajtott iteraciok szama Il-es tipusu jatékok esetén jatékonként

kozeli futasidoben minden vizsgalt jatékosszam esetén. Ez annak tudhato be,
hogy a Ill-as tipusu jatékok a legkedvezobb strukturajuak ezen algoritmus-
nak, mig azt is megfigyelhetjiik, hogy Derks és Kuipers algoritmusa szamara

ez a legkedvezbtlenebb struktura.

Az egyes algoritmusok futasi ideje 3-as tipusi jatékok esetén masodpercben
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9. abra.  Sziikséges futasi ido Ill-as tipusi jatékok esetén jatékonként
(masodpercben)

A 10. abran lathatdak a jatékosszamok és az egyes algoritmusok fiiggvényében

a programok altal végrehajtott iteraciok szama Ill-as tipusi jatékok esetén.
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Ebben az esetben méar az iteraciok szama is jobban elkiiloniil az egyes algo-

ritmusok esetében.

Az egyes algoritmusok iterdciészama 3-as tipusi jatékokban
Iterdciék szama 5 jatékos esetén Iterdciok szdma 10 jatékos esetén Iterdciok szdma 15 jatékos esetén Iterdciék szama 20 jatékos esetén
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10. &bra. Végrehajtott iteraciok szama IIl-as tipusu jatékok esetén
jatékonként

6.2.4. Osszehasonlitas I'V-es tipusi jatékok esetén

A 11. abran lathatdak a jatékosszamok és az egyes algoritmusok fiiggvényében
a programok futasi ideje IV-es tipusu jatékok esetén.
A 12. abran lathatéak a jatékosszamok és az egyes algoritmusok fiiggvényében

a programok altal végrehajtott iterdciok szama IV-es tipusu jatékok esetén.
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Az egyes algoritmusok futasi ideje 4-es tipusi jatékok esetén masodpercben

Futdsidd 5 jatékos esetén Futasidd 10 jatékos esetén Futdsidd 15 jatékos esetén Futasidd 20 jatékos eseten
T T 0200 T 7 T T
0.05 o - 400
0175 - P
» wo] T |
5 300
0125

0100

Futasidd

200

0.02 0.075

0.050 100

0025
0.00 S 0.000 [
P e P oFE S PSP PSP
& & & &
Algoritmus Algoritmus Algoritmus Agoritmus

11. abra.  Sziikséges futdsi id6 IV-es tipusu jatékok esetén jatékonként
(mésodpercben)

Az egyes algoritmusok iterdcioszama 4-es tipusu jatékokban
Iteraciok szama 5 jatékos esetén Iteraciok szdma 10 jatékos esetén Iteraciok szama 15 jatékos esetén Iteraciok szama 20 jatékos esetén

T

_ 5

30 35 35

30 30

1 1

25

25

20

20

Iteracioszam

15 15

10 10

05 05

0a 00

S S & & &

| i}é vkvﬁ? @ Qﬁ 7 s + +
e £ & S

Algoritmus Algoritmus Algoritmus Algoritmus

R
e

12. abra. Végrehajtott iteraciok szama IV-es tipusu jatékok esetén
jatékonként
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7. Tovabbi célok

7.1. Rovidtava célok

A tovabbiakban az els6 feladatunk Benedek algoritmusdhoz tartozé kod feliilvizsgalata
a futdsi id6 csokkenésének érdekében.

Ugyanakkor szeretnénk még nagyobb jatékosszamu jatékokra is alkalmaz-
ni a megirt programokat, igy a futasidé csokkentése az Osszes algoritmushoz
tartozd kodnal kulesfontossagi. Jelenleg tesztelés alatt all a 25 jatékosszamu
jatékokon vald teljesitmény, azonban az eredmények még tovabbi gyorsitasi

kisérletekre adnak okot.

7.2. Hosszutavu célok

Hosszabb tavon a lépéshossz-szamitassal szeretnénk nagyobb mértékben fog-
lalkozni, a meghatarozasara djabb, illetve méas modszereket kiprébalni. Ilyen
modszer lenne példaul, ha elore meghatarozott 1épéshosszt alkalmaznank,
majd pedig ezt csokkentve kozelednénk a nukleoluszhoz. Szeretnénk parhuzamot
vonni a tovabbiakban a tobb teriileten is ismeretes legmeredekebb ereszkedés
modszerével, melyben sok lehetdség rejtézhet a tovabbi fejlesztések szem-

pontjabol.
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8. Kitekintés

A nukleolusz-szamitas nem csak szigorian kutatasi kornyezetben alkalmaz-
hato, ugyanis az elmult években elkezdett betorni a sokak altal kedvelt vi-
dedjatékok vildgaba is.

Az Avian? videdjaték, egy érdekes ismeretterjesztd és oktatési jatékszoftver,
ahol a felhasznalénak egy falu vizellatasat kell megoldania, komoly jatékelméleti

alapokon nyugszik, azon beliil pedig foként nukleolusz-szamitas az alapja.

21d. https://playavian.com/we-are-nucleolus
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