MINIMALISAN 1-SZIVOS GRAFOK
MINIMALIS FOKSZAMAI

TDK dolgozat

Varga Kitti
BME TTK, Matematika MSc, II. évfolyam

Témavezets:

Dr. Katona Gyula Y.

egyetemi docens
BME SZIT

2014



Kivonat

A dolgozatban szivos grafokkal foglalkozunk. Egy G graf t-szivos, ha tet-
sz6leges S elvagd ponthalmaz esetén S-t elhagyva a graf legfeljebb | S|/t részre
esik szét, ahol ¢ pozitiv valos szdm. A definiciobél konnyen lathatéan kovet-
kezik, hogy egy t-szivos graf mindig 2t-szeresen Gsszefiiggs, viszont ez forditva
nem feltétleniil igaz. Lathaté, hogy minél tobb éle van egy grafnak, annél
nagyobb lesz az Osszefiigg@ségi és szivossagi szamuk is, ezért érdemes vizsgal-
ni, mit lehet tudni azon grafokrol, amibél barmely élet elhagyva cstkken az
Osszefiigg@ségi illetve szivossagi szamuk, azaz minimélisan k-Osszefliggbek il-
letve minimalisan t-szivosak. Mader belatta, hogy egy minimalisan k-szorosan
Osszefiiggs grafnak van k-adfoku cstcsa. Ennek analégidjaként Kriesell meg-
fogalmazta a kovetkez§ sejtést: minden minimaélisan 1-szivés graf tartalmaz
méasodfoki pontot.

A dolgozatban elGszor attekintiink néhény szivossaggal kapcsolatos is-
mert tételt, majd konstrualunk tetszdélegesen nagy nemtrivialis minimélisan
1-szivos grafokat. Kriesell sejtésérsl eddig nem ismert semmilyen eredmény,
még olyan sem, amiben valamely gyengébb fels6 korlatot adnanak a minimaélis
fokszamra. Belatjuk, hogy minden minimélisan 1-szivos grafnak van legfeljebb
(n/3+3)-adfoku cstucsa. Végiil néhany érdekes Osszefiiggést vizsgalunk a K7 3-
mentes grafok szivossagarol, és bebizonyitjuk, hogy a minimalisan 1-szivos
K 3-mentes grafok kizarolag a korok, igy Kriesell sejtése ebben az esetben

nyilvanvaléan fennéll.
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1. Bevezetés

1.1. Alapfogalmak

A dolgozatban G = (V| E) egy véges, iranyitatlan egyszeri graf, d(v) a v csucs
fokszamat jeloli, a(G) a fiiggetlen pontok maximalis szamat, w(G) az Osszefliiggs

komponensek szamaét.

1.1. Definicié. Egy G grafot k-szorosan (pont)osszefiiggének neveziink, ha legalabb
k + 1 pontja van, és akdrhogy hagyunk el belgle k-nal kevesebb pontot, a maradék
graf 6sszefiiggd marad.

A legnagyobb olyan k szamot, amelyre még a G graf k-szorosan Osszefiiggs,

k(G)-vel jeldljiik, és G Osszefiiggségi szaméanak nevezziik.

1.2. Definicié. A G grafot minimélisan k-szorosan Osszefiiggének nevezziik, ha
k(G) =k, és barmely e € E(G) él esetén k(G — e) < k teljestl.

Mader 1971-ben belatta a kovetkezst.

1.3. Tétel ([9]). Ha a G grdaf minimdlisan k-szorosan dsszefiiggd, akkor létezik benne

k-adfoki csics.

A szivossag fogalmat Chvatal 3] vezette be annak a mérésére, hogy a graf kii-

16nb6z6 részei milyen szorosan kapcsolédnak egyméshoz.

1.4. Definici6. Legyen t pozitiv valos szam. Azt mondjuk, hogy a G graf t-szivos,
ha tetszéleges S C V(@) elvagd ponthalmaz esetén

151
t

w(G —S) <

A legnagyobb olyan ¢ szamot, amelyre G még t-szivos 7(G)-vel jeloljik, ésn > 1

esetén 7(K,) = oc.

1.5. Definici6. Legyen G egy t-szivos graf. Az S C V(G) elvagd ponthalmazt

szeparald halmaznak nevezziik, ha

__19]
T(G) = SG-9)

A minimalis Osszefiiggséghez hasonléan definialhatd a minimalis szivossag is.

1.6. Definici6. A G grafot minimalisan t-szivosnak nevezziik, ha 7(G) = t, és
barmely e € E(G) él esetén 7(G — e) < t teljesil.



1.2. Szivosag és Hamilton-kérok )

Egy minimalisan t-szivos graf altaldban nem minimalisan 6sszefliggs. Kriesell azt

sejti, hogy Mader tétele minimalisan 1-szivos grafokra is fennall.

1.7. Sejtés (Kriesell [8]). Legyen G egy minimdlisan 1-szivds grdaf. Ekkor G-ben

létezik mdsodfoki csics.

Kriesell sejtésérél még semmilyen részeredmény nem ismert. A dolgozatban be-

latjuk a kovetkezd tételt, aminek a bizonyitasat a 3. fejezetben ismertetjiik.

1.8. Tétel. Ha G minimdlisan 1-szivds grdf, akkor létezik legfeljebb 3 + 3-adfoki

csucsa.
A 4. fejezetben karommentes grafokkal foglalkozunk.

1.9. Definicié. A K, 3 grafot karomnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy G graf

karommentes, ha nem tartalmaz feszitett K s-at.

A karommentes grafok tobbek kozott azért érdekesek, mert minden graf élgraf-
ja karommmentes. Osszefiiggéségi kérdések esetében a karommentes grafokkal azért
egyszert dolgozni, mert egy elvagd ponthalmaz egy cstuicsabol legfeljebb két kompo-
nensbe mehet él, igy ezekrdl grafokrol jo eséllyel lathatunk be erésebb allitasokat a
szivossaggal kapcsolatban. Bebizonyitjuk, hogy a minimélisan 1-szivos karommentes

grafok kizarolag a korok.

1.10. Tétel. Ha G egy n > 3 csicsi minimdlisan 1-szivos karommentes graf, akkor
G=0C,.

1.2. Szivosag és Hamilton-korok

A szivossag szorosan kapcsolodik a Hamilton-korok létezéséhez. Nyilvanvaloan,
ha egy grafban létezik Hamilton-kor, akkor a graf 1-szivés. Forditva ez azonban
nem igaz, ismert ellenpélda erre a Petersen-graf. Késébb megmutatjuk, hogy ha
egy minimélisan 1-szivos graf tartalmaz Hamilton-kort, akkor a graf egy kor. A 2.
fejezetben végtelen sok olyan minimalisan 1-szivos grafot konstrualunk, amelyek nem

tartalmaznak Hamilton-kort.

1. dbra. A Petersen-gréaf.
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Chvatal azt sejtette [3], hogy ha egy G grafra 7(G) > 3/2 teljesiil, akkor G-ben
létezik Hamilton-kor. Az mar kideriilt, hogy ez igy nem igaz, de a sejtés az aldbbi

formajaban még mindig nyitott.

1.11. Sejtés (Chvatal). Létezik olyan ty szam, hogy tetszdleges t > ty esetén minden

t-szivos grdf tartalmaz Hamilton-kort.
Amennyiben a sejtés igaz, akkor to > 9/4 teljesiil [1].

1.12. Tétel ([1]). Minden e > 0 esetén létezik (9/4 —€)-szivds grdaf, amelyben nincs

Hamilton-t.

Nyilvanvalo a szivossag és az Osszefiiggbség kapcesolata: az alabbi allitas egysze-

riien adodik a szivossag definicidjabol.
1.13. Allitas ([3]). Ha G nem teljes grdf, akkor x(G) < 27(G).

A kovetkez6 lemma érdekes Osszefiiggést mutat a szivossag és az Osszefliggdség
kozott [2].

1.14. Allitas ([2]). Ha ta(G) < k(G), akkor a G grdf t-szivds.
Erdsebb allitas is igaz t = 1 esetén.

1.15. Tétel (Chvatal-Erdds-tétel [4]). Legyen G egy grdf legaldbb hdrom csicson,
és legyen a(G) < k(G). Ekkor G-ben létezik Hamilton-kor.

Az 1.15. tétel megforditasa nem igaz, hiszen az n hosszt korben nyilvan létezik

Hamilton-kor, de n > 6 esetén

1.3. Minimalisan 2-szivos grafok

A szakirodalomban egy cikk foglalkozik minimalisan szivos grafokkal. Broersma,
Engbers és Trommel azt vizsgéaltak, hogy egy graf négyzete mikor lehet minimalisan

2-szivos [2].

1.16. Definicié. A G graf négyzetének azt a G? grafot nevezziik, amelyet G-bdl

gy kapunk meg, hogy az 0sszes egymastol 2 tavolsagra 16v6 cstucsot 6sszekotjiik.

1.17. Definici6. Legyen s egy nemnegativ egész szam. Azt mondjuk, hogy a G graf
a H graf s-soros bévitése, ha a G grafot gy kapjuk meg H-bol, hogy minden wv

élet egy uttal helyettesitiink, u és v kozott legalabb s belsd cstccsal.
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A cikk eredményei a kovetkezdk.

1.18. Tétel (|2]). Legyen a H grif eqy 2-szeresen dsszefiiggd 3-requldris graf 4-soros

bovitése, és legyen G = H?. Ekkor G minimdlisan 2-szivds.

1.19. Tétel ([2]). Legyen H egy 2-szeresen dsszefiiggd grdf és G = H? minimd-
lisan 2-szivos graf. Ekkor H minimalisan 2-szeresen 0sszefiiggd és nem tartalmaz

hdromszaget.

1.20. Tétel ([2]). Legyen H egy olyan 2-dsszefiiggd grdf, amelynek valamely
u,v € V(H) szomszédos csicsaira dg(u) + dg(v) > 6 teljesil, és legyen G = H?.

Ekkor G nem minimdlisan 2-szivds.



2. Konstrukciok

Minimalisan 1-szivos (Hamilton-kor mentes) grafokat tigy konstrualhatunk, hogy
vesziink egy Hamilton-kor mentes 1-szivos grafot, és addig hagyunk el éleket, amed-
dig csak tudunk. A 2. 4bran a Petersen-grafbol hagytunk el éleket, mig az minima-

lisan 1-szivos nem lett.

2. abra. A Petersen-grafbol kapott minimélisan 1-szivos graf.

A fejezetben megmutatjuk, hogy tetszSlegesen nagy minimélisan 1-szivos,
Hamilton-kor mentes grafok is konstrualhatoéak az tn. flower snark grafokbol ki-

indulva.

2.1. Flower snarkok

Az alabbi definicioban az indexeket modulo 2n + 1 értjiik.

2.1. Definici6. A Jy, ., flower snark graf csicshalmaza
V(J2n+1) = {ai, bi, Ci, dl | 1= 0, 1, RN ,277,},
élei pedig legyenek

E(Jons1) = {abi, a;ci, aid;, bibivyr, ¢idipr,dicipr |1 =0,1,...,2n}.

3. dbra. A J3, J5, J; flower snarkok.
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A flower snarkok olyan 3-reguléris, 1-szivos grafok, melyek nem tartalmaznak
Hamilton-kort |7], azonban k& > 2 esetén a Jorpi1 graf tetszéleges csicséat elhagy-
va, a maradék grafban mar lesz Hamilton-kor [6], és erre a tulajdonsagukra nézve

minimalis élszamuak.

2.2. Minimalisan 1-szivos grafok

A flower snarkok tehét élek elhagyasaval minimalis 1-szivossa tehetdk. Az igy
kapott grafok (élosszehtizasok utan) a 4. dbran lathatok. Be fogjuk latni, hogy ezek

tényleg minimalisan 1-szivos grafok lesznek.

4. dbra. A J3, J5, J; flower snarkokbol kapott minimalisan 1-szivos grafok.

2.2. Definicié. Legyen az My, graf csiicshalmaza
V(Mapi1) = {ag, by, |t =1,2,...,2n + 1},
az ¢lhalmaza pedig
E(Ms,11) = {aiby, bic; |i=1,2,...,2n+ 1}U

U{ciCit1, a1 | i =1,2,...,2n} U{ai1az,41}.

Cq

Co Con

C1 Con+1

5. dbra. Az Ms,,, graf.
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2.3. Allitas. Minden n > 1 szdm esetén az Mo,y graf 1-szivds.

Bizonyitds. Mivel
H, = ay, b17 (1, Co, 52, ag, ...,Con, bzn, A2n, A2n+1, b2n+17 Con+1,

illetve

Hy = agny1,bant1, Conti, Con, ban, G2, - . ., €2, ba, a2, a1, b1, ¢

két Hamilton-ut, ezért a grafbol tetszéleges k csiicsot elhagyva legfeljebb k + 1
komponens keletkezhet.

Indirekt tegyiik fel, hogy valamely k cstcs elhagyasa utan a graf k+ 1 részre esik
szét. Ekkor ez a k cstics a H; illetve a Hy Hamilton-uton paronként nemszomszédos
bels6 csticsok. Ahhoz, hogy a H; Hamilton-ut két végpontja kiillonb6z6 komponensbe
keriiljon, az ag,11 és a bg,iq csticsok koziil legalabb egyet el kell hagyni. Ha az
G2n+1 csucsot nem hagynank el, akkor az a; és ag,y1 csticsok egy komponensben
maradnanak, vagyis k = 1-nek kellene teljesiilnie, ez azonban nem lehetséges a graf
2-szeres OsszefiiggGsége miatt (6. abra). Tehat az ag, . csucsot el kell hagyni, viszont

igy a Hy Hamilton-ut miatt a graf nem eshet k + 1 részre, hiszen ag, 1 a Hy egy

végpontja. O
ar p, €1 ca p, a2 Con by, G2n 2041 by, g Contl

6. &bra. Ha az as, 1 csicsot nem hagynéank el, akkor £ = 1-nek kellene teljesiilnie.

2.4. Allitas. Mo, 1 graf minimdlisan 1-szivds.
Bizonyitas. Tetszoleges
e € {aibi, bic;, cica, ConConga |1 =1,...,2n+ 1}

esetén a G — e grafnak lesz els6foku csucsa, tehat 7(G —e) < 1.
Legyen e = ajag, 1. Ekkor az S = {as, co} halmazra |S| =2 ésw((G—e)—S) =3
teljesiil, tehat 7(G —e) < 1 (7.a abra).

Legyen i € {1,...,2n} tetszleges és e = a;a,41. Ha i paros, akkor az

S - {a17027a’37c47 LR 7ai—17ci}
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halmazra |S| =7 és w((G —e) — 5) =i+ 1 teljestil, tehat 7(G —e) < 1 (7.b abra).

Ha ¢ paratlan, akkor az

S = {&2k+1, Coky A2k—1, C2k—2, « - -, A4 2, Ci+1}

halmazra |S| =2k +1—iésw((G—e)—S) = 2k+2—i teljesiil, tehat 7(G —e¢) < 1
(7.c dbra).

Legyen i € {2,...,2n — 1} tetsz6leges és e = ¢;c;11. Ha i paros, akkor az
S = {agkt1, Coky A2k—1, Cok—2, - - - Gig1}
halmaz (7.d &bra), ha pedig i paratlan, akkor az
S ={ay,cy,a3,¢4,...,0;}

halmaz mutatja, hogy 7(G —e) < 1 (7.e abra). O



2.2. Minimalisan 1-szivds grafok

. b
A2n 2n Con,

Con+1

(a) Az ajag,+1 €l elhagyasa.

Con

C1

(b) Az a;a;11 €l elhagyasa, ha i paros. (¢) Az a;a;+1 €l elhagyésa, ha ¢ paratlan.

Az abran i = 2. Az abran i = 3.

Cq

Cc1 Con+1

(d) A c¢iciyq €l elhagyasa, ha i paros. (e) A ¢;ciy1 €l elhagyésa, ha i paratlan.

Az abran i = 2. Az abran i = 3.

7. abra. Az My, ., graf minimélisan 1-szivos.
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3. Minimalis fokszamok t = 1 esetben

A minimélisan 1-szivos grafok minimaélis fokszdmara szeretnénk felsé korlatot
adni. Mivel egy 1-szivos graf 2-szeresen Osszefliggs, ezért minden cstcs fokszama leg-
alabb 2. Viszont nem minden minimalisan 1-szivos graf lesz minimalisan 2-szeresen
Osszefiiggs, ezért Mader tétele nem alkalmazhato. Ilyen példaul a 2. abran lathato

graf, mert egy él elhagyasa utdn még 2-szeresen Osszefliggd marad (8. abra).

>

P

8. abra. Az e él elhagydsa utan még 2-szeresen sszefiiggd marad a graf.

A dolgozat Kriesell sejtésével foglalkozik.

1.7. Sejtés (Kriesell). Legyen G egy minimdalisan 1-szivos grdf. Ekkor G-ben létezik

masodfoki csics.
A tovabbiakban hasznalni fogjuk Dirac, illetve Menger klasszikus tételeit.

3.1. Tétel (Dirac). Ha egy n > 3 csicsi grdfban minden csics fokszama legaldbb

n/2, akkor a grafban létezik Hamilton-kor.

3.2. Tétel (Menger). Ha G egy irdnyitatlan grdf, u,v € V(G) két nem szomszédos
pont, akkor az u-bol v-be vezetd paronként pontdiszjunkt iranyitatlan utak maximdlis
szama megegyezik az dsszes uv utat u €s v felhaszndldsa nélkil lefogo pontok mini-

malis szamdval.

Ha egy n cstucsu G graf minimalisan 1-szivos és tartalmaz Hamilton-kort, akkor
G = C,, ellenkez§ esetben a Hamilton-kérbe nem tartozo tetszéleges élet elhagyva
a graf 1-szivos marad. Igy Dirac tételébél egyszertien kovetkezik, hogy ha G egy n

csticstt minimélisan 1-szivos graf, akkor 0(G) < 3.

3.1. Az 1.8. tétel bizonyitasa

Az 1.8. tétel bizonyitasdhoz sziikségilink lesz az alabbi lemmara.

3.3. Lemma. Ha G minimdlisan 1-szivds grdf, akkor tetszéleges e € E(G) él esetén
létezik olyan k = k(e) szam, hogy alkalmas k csicsot elhagyva a G grif k részre, a

G — e grdf pedig k + 1 részre esik szét.
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Bizonyitds. Legyen e € E(G) tetszoleges. Mivel G minimélisan 1-szivos, ezért
7(G —e) < 1, igy létezik olyan S C V(G — e) = V(G) elvagd ponthalmaz, hogy
w((G—e)—S5) >|S|. Masrészt 7(G) = 1 miatt w(G — S) < |S|. Ez csak gy lehet-
séges, ha G — S-ben az e él két komponenst kot Ossze, azaz w((G—e) —S) = |S|+1
s w(G—9)=|5]=k. O

Most bebizonyitjuk a dolgozat {§ eredményét.

1.8. Tétel. Ha G egy n csicsi minimadlisan 1-szivos graf, akkor létezik legfeljebb

% + 3-adfoki csicsa.

Bizonyitds. Legyen e € E(G) tetsz6leges él. Ekkor a 3.3. lemma miatt létezik olyan

k = k(e) szam, hogy a G — e grafban alkalmas k csticsot elhagyva a graf k + 1 részre

esik szét. A keletkez6 komponensek kézott van olyan, amelyik legfeljebb m—jﬂ csucs-
bol all, vagyis ebben a komponensben minden cstcs legfeljebb LZ—;’;J — 1 masikkal

szomszédos, igy a fokszamuk G-ben legfeljebb

n—k n—k n+ k*
-1 1< — = —
{kﬂrlJ TR —k+1+k k+1’
hiszen két kiilonb6z6 komponens kozott az e élen kiviil nem fut él.
Legyen
n + k?
(k) = )
fa(k) k+1

Ez rogzitett n-re, 0 < k < y/n+1 — 1 esetén k-ban monoton csokkend, majd
vn+1—1<k<n—1 esetén k-ban monoton novs fliggvény.

Lemma. Ha minden csics fokszdma legaldbb 5 + 3, akkor k > %.

Bizonyitds. Mivel f, (k) fels6 korlat a minimaélis fokszamra, ezért csak azokat az

eseteket kell tovabb vizsgalnunk, amikor f,(k) > % + 3.

n+1 n+4 n-+9
n(l) = s n(2) = ) n = ’ SO
RO="22 R@=T00 e =T
F n—1 _n2—{—7n+1 F (ﬁ)_n2+9n
"\ 3  3n+6 "\3/ 3n+9°

Mivel n > 16 esetén f,(1) > 7 + 3, ezt az esetet kiilon fogjuk kezelni, de 2 < k < z
esetén f,(k) < % + 3, ugyanis a fiiggvény fent leirt tulajdonsagai miatt elég az

intervallum végpontjaira megvizsgalni a fels korlatot, azaz elég, hogy

2
9
)<n+ L )

33> L. =3

3

n
3
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Most belatjuk, hogy k& = 1 esetén jobb felsé becslés adhaté a minimalis fokszam-
ra: ha létezik olyan e ¢l és v cstcs, hogy a (G — e) — {v} graf pontosan 2 részre esik
szét, akkor G-ben létezik legfeljebb ”TH fokt cstucs.

Indirekt tegyiik fel, hogy minden cstics fokszama legalabb "TJFE’ Tekintsiik a
(G—e)—{v} grafot. Ekkor minden cstics fokszédma legalabb 22 —2 = =L Mivel min-
den cstucsnak csak a sajat komponensén beliil lehetnek a szomszédai, ezért mindkét
komponens mérete legalabb ”T_l +1= ”TJ“Q Masrészt a két komponensben Osszesen
n — 1 csics van, tehat mindkét komponens mérete legfeljebb n — 1 — ”T“ = %

Ekkor Dirac tétele miatt (3.1. tétel) mindkét komponensben van Hamilton-kor
és még legalabb egy-egy él, amelyeket ezek a Hamilton-korok nem tartalmaznak,
legyen az egyik f. Belatjuk, hogy a G — f graf 1-szivos, azaz G nem lehet minimalisan
1-szivos.

Indirekt tegytik fel (a 3.3. lemma alapjan), hogy létezik ¢ darab cstcs, amelyet
elhagyva G — f ¢ + 1 darab komponensre esik szét. Legyen a (G — e) — {v} graf
két komponense K és K, és legyen 1 a K; komponensbdl £ a Ky komponensbél
elhagyott csticsok szama, lasd 9. dbra. A K, illetve K5 komponensek legfeljebb ¢4,

illetve (5 részre esnek szét, hiszen tartalmaznak Hamilton-kort.

N¢

9. 4bra. A k =1 eset.

1. eset: (1 +{y+1 =/, azaz a v csucsot is elhagyjuk G — f-bél. Ekkor a keletkezé

komponensek szama legfeljebb ¢ 4+ /5 < ¢ + 1, ami ellentmondaés.

2. eset: (4, + (5, = {, azaz a v csicsot nem elhagyjuk G — f-bél. 01 + 0o +1 =
¢ + 1 komponens csak tugy keletkezhet, ha a v csics Osszes szomszédja a K és
K5 komponensekben 1évé Hamilton-kérokben nem szomszédosak, és mindegyiket
clhagyjuk. Ekkor ¢ > dg(v) > %2 ¢és ezért a keletkezé ¢ + 1 komponensek kozott
lesz legalabb 7 olyan, amely egyetlen csticsbol all. Ugyanis legaldbb "T’L‘r’ darab csticsot
n+5

3

elhagytunk, a keletkezs legalabb + 1 darab komponens mindegyikébe kell egy-

egy csucs, a maradék legfeljebb n — HT% — (”TJ“E’ + 1) = ”’Tl?’ darab cstucs legfeljebb
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n—13 P . s . . P .
== komponens méretét névelheti egynél nagyobbra. Tehét lesz legalabb

() -(57) -

darab olyan komponens, ami egyetlen csticsbol all. Ezek kozott 1étezik legalabb egy

olyan w # v csucs, amely nem végpontja az e élnek. Feltehetd, hogy w € V(K7).

Ekkor w szomszédai csak a K;-bdl elhagyott

2n—>5
p<Bl T n2
2 2 3

darab cstics lehet, azaz dg(w) < ”T_Q, ami ellentmond annak, hogy minden cstcs
fokszama legalabb ”T%
Vagyis G — f-bdl akarhogyan hagyunk el ¢ darab csticsot nem keletkezik ¢ + 1

darab komponens, tehidt G nem minimalisan 1-szi{vos. O

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan G minimalisan 1-szivos graf, amelyben
minden fokszam legaldbb % + 3. Ekkor a fentiek alapjan minden e € E(G) él esetén
k(e) > 3. Igy a 3.3. lemma alapjan G-bél el tudunk hagyni 2 + z cstcsot ugy, hogy
a graf § +x részre essen szét. Ekkor 3 <z < &, hiszen legaldbb 7 cstics elhagyaséval
nem keletkezhet a maradék csticsok szamanal, azaz legfeljebb 5-nél tobb komponens
az élelhagyas utan. Jeldlje A a megmaradt csticsok, B az elhagyott cstcsok halmazat.
Ekkor [A| =2 —x és |B| = % +x.

Megmutatjuk, hogy létezik olyan b € B cstcs, amelynek van legalabb ”T“ A-beli
szomszédja és ezen szomszédok kozott van olyan a cstcs, ami B elhagyasa utan egy
legfeljebb 2 méretd komponensben (kis komponensekben) van (10. abra). Ez azért
jo, mert a 3.3. lemma szerint az e = {a, b} élet elhagyva létezik k > % csiics, amelyet
elhagyva a graf k+1 komponensre esik szét. Ehhez kell G—e-ben k+1 > £ +1 darab
fiiggetlen cstcs, melyek koziil kettd biztosan a és b. A t&bbi csiics nem lehet sem a,
sem b szomszédja (mert a kis komponensben van). Az ilyen cstcsokbdl legfeljebb

<n+2> n-+1 n 7<n+1+1
"3 3 )T 373°73

van, hiszen az a cstucsnak legalabb 2 + 2 B-beli szomszédja, a b csticsnak pedig

legalabb ”TH A-beli szomszédja van. Vagyis G — e 1-szivos lenne.
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10. abra. Egy e él keresése, amelyre G — e 1-szivos.

Az ilyen a és b cstcsok létezését A és B halmazok kozott mend élek szamanak
becslésével mutatjuk meg gy, hogy ha nem léteznének ilyen cstcsok, akkor ezen
élek szamanak egy als6 becslése nagyobb lenne a fels6 becslésnél. ElGszor adjunk

als6 becslést.

Lemma. Eqgy n csiucsi, k komponensi grafnak legfeljebb ("f“) éle lehet.

Bizonyitds. Ha a grafban k — 1 izolalt cstcs van, akkor a maradék n — (k — 1) cstics
kozott legfeljebb (5% él lehet behtizva.

Tegyiik fel, hogy a grafnak legalabb két komponensében van él. Feltehets, hogy
a komponensek teljesek. Ekkor egy legkisebb komponenshdél egy csticsot attéve egy
tetszdleges mésikba, a kapott grafnak legalabb eggyel tobb éle lesz. O]

Igy az el6z6 lemma alapjan az A-n beliili élek szama legfeljebb

(== fre ) (1-21)

2 2

Mivel minden A-beli csticsnak legaldbb 3 + 3 a fokszédma, a kovetkezd also becslés

adodik az A és B kozott mend élek szamaéara.

B @)+ (73)-
S(30) G- G G2 -

2

)
:%+nx+?n—4x2—x

Egy fels6 becslést is adunk ugyanezen élek szamara.

Lemma. B elhagydsa utdn legaldbb (% + 2x) darab kis (legfeljebb 2 méretd) kom-

ponens keletkezik.
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Bizonyitds. Minden komponensbe kell egy-egy cstics, a maradék

2n (n+>_n2
3 7 37f) T3

no__

3

csucs legfeljebb

2 n
2 6

komponens méretét névelheti legalabb 3-ra, vagyis a kis komponensek szdma leg-

alabb (2 +2) — (2 —x) = (& +2x). O

— X

Indirekt tegyiik fel, hogy a fent leirt (a,b) él nem létezik, azaz hogy B elhagyésa
utan a kis komponensek B-beli szomszédainak (ezekbdl legalabb % darab van) leg-
feljebb 3 A-beli szomszédjuk van. Ekkor B-ben a tobbi, legfeljebb = darab csticsnak

minden A-beli szomszédja legalabb 3 méretd komponensben van, azaz mindegyiknek

legfeljebb
2n n n
(?“’f) ~(Gre) =53

A-beli szomszédja lehet. (Legaldbb & + 2z cstics talalhato egy kis komponensekben. )
Igy adhatunk az A és B kozott mend élek szamara egy felsé becslést is: a B-beli
csticsok koziil legalabb ¢ darabnak van legfeljebb 3 A-beli szomszédja, és legfeljebb

x darabnak van legfeljebb § — 3z A-beli szomszédja.
A
/ \ S
/ / .
7
’ /’ ,
A
// / // ’ ’ \ / /
DO

O

> % csucs < x csucs
<3 fokszamok <7-—3x fokszamok

11. 4bra. Felss becslés az A és B halmazok kozott mend élek szamara.
Ebbél akkor kapunk fels6 becslést, ha 5 — 3z > 2 teljesiil. Ez az aldbbi lemma
kovetkezménye.

Lemma. A B-beli csicsoknak dtlagosan legaldbb 5 + 1 darab A-beli szomszédjuk

van.
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Bizonyitds. Lattuk, hogy az A és B halmazok kozott mend élek szama legalabb

2n n 2 _2x+1 2n n
- _ — —92.(3 > | - — (_ 1>_
(3 x><3+3> ( 2 )—(3 x) 5"
n n n? n
— (= =9 1><__2>:_ — — 42,
<3 T + 3 T 9—|—na:+3—|—w x

Azt kellene belatni, hogy
2

n n n n n
oo gl (1) = (540) (501)
9+m:+3+x = > |B] 3+ 3+x 3+

A kovetkezok ezzel ekvivalensek.

2 2

D onrt ot —d?> bt ot st
9 3 9 3 3 ’
2n
x> 422,
3
Zsu
6 )
ami igaz. N

Ha 5 — 3z > % nem teljesiilne, akkor B minden csiicsdbol legfeljebb % ¢l menne
A-ba, ami ellentmond az elébbi lemmanak.
Vagyis az A és B halmazok kozott legfeljebb

3 3 7P\ T

él megy.

Nyilvan az alsé becslés nem lehet nagyobb, mint a fels§ becslés, azaz

n2+ +5n A Lnony (n 3)

—tnr+ ——4dr*—r< - - —+x(=—3z
9 3 -3 3 2

nx on

0<2 - 2

<z 2+x 3

0 < 62° — (3n — 6)z — 10n.

Ekkor

3n—6— +/(3n — 6)2 + 240n
= B <0

x

és

_ 3n—6++/(3n—6)2 + 240n _n
B 12 2
Vagyis z < 0 vagy x > 7 adodik, ami ellentmondés. O

) —1.
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4. Karommentes grafok szivossaga

A fejezetben t legyen olyan, hogy 2t egész. A kovetkezs tétel szerint a karom-

mentes nem teljes grafok pontosan akkor t-szivosak, ha 2t-szeresen Osszefiiggéek.

4.1. Tétel ([10]). Egy G karommentes nem teljes grifra k(G) = 27(G) teljesil.

Bizonyitds. Legyen S C V(G) olyan elvagd ponthalmaz, amelyre 7(G) = % tel-
jesiil. Legyenek C, Cs, ..., Cy a G — S graf komponensei, valamint legyen x(G) = n.

Mivel G n-szeresen Osszefliggd, ezért tetszéleges i # j indexek és u; € V(C;),
u; € V(C;) csucsok esetén Menger tétele szerint w; és u; kozott vezet legalabb n
pontdiszjunkt ut. Mivel S elvagja ezeket az utakat, ezért minden komponensbél
megy legaldbb n kiilonb6zd S-beli cstucsba él.

Mivel G nem tartalmaz feszitett K s-at, igy minden S-beli csticsbol legfeljebb
két kiilonb6z6 komponensbe mehet él.

A komponenseket egy-egy csticsba hiizzuk 6ssze, és toroljik az S-en beliili éleket.
Az el6bbi meggondolasok alapjan ennek a grafnak legalabb kn és legfeljebb 2|S| éle

van. Vagyis S vélasztédsa miatt ekkor

teljesiil. Igy az 1.13. allitasbol kovetkezik, hogy x(G) = 27(G). O

Az €el6z6 bizonyitas alapjan tobbet is mondhatunk egy karommentes graf struk-

tarajarol.

4.2. Kovetkezmény. Legyen G eqy t-szivos graf, S egy szepardlo halmaz, és
Ci,....,Cy a G =8 grdf komponensei. Ekkor G-ben minden S-beli csicsbol ponto-
san két C; komponensbe meqy €l illetve minden C; komponensbdl pontosan 2t darab

S-beli csiucsba megy él.

Bizonyitds. A 4.1. tétel bizonyitasabol kovetkezik, mivel minden becslésben egyen-

16ség teljesiilt. O]
Ebbél egyszertien kovetkezik az alabbi allitas.

4.3. Kovetkezmény. Ha G eqy karommentes, minimdlisan 2t-szeresen dsszeftiggd,

nem teljes grdaf, akkor minimdlisan t-szivos.

Bizonyitds. Nyilvan a 4.1. tétel értelmében G t-szivos. Mivel tetszéleges e € E(G)
esetén k(G —e) < 2t, ezért az 1.13. allitas miatt 7(G —e) < ¢, vagyis G miniméalisan

t-szivos. O
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Azt sejtjiik, hogy a 4.3. kovetkezmény megforditasa is igaz, de mivel egy él el-
hagyasakor keletkezhet a grafban karom, ezért ez nem kovetkezik azonnal a 4.1.
tételbdl. Viszont konnyen adodna, hogy egy { K 3, K3+ e}-mentes nem teljes graf
pontosan akkor minimalisan 2¢-szeresen Osszefiiggd, ha minimaélisan t-szivos. Azon-

ban ¢ > 1 esetén ez a grafosztaly nem tul gazdag.

4.4. Allitas. Ha G egy n csicsi {Ky3, K13 + e}-mentes grif és k(G) = 2t, ahol
t > 1, akkor G-t eqy Koiyo teljes grafbol kapjuk fiiggetlen élek elhagydsdval.

Bizonyitds. Legyen S egy 2t méretii elvigd ponthalmaz. A 4.1. tétel miatt
w(G — 8) = 2. Mivel G 2t-szeresen Osszefliggd, ezért minden S-beli cstcsbol mind-
két komponensbe megy él, azonban ha valamelyik komponensbe legaldbb két él is
menne, akkor a grafban lenne K, 5 vagy K; 3+e. Mivel a graf 2t-szeresen 0sszefliggd,
ezért minden csucs fokszama legalabb 2t¢, vagyis minden S-beli cstcs legfeljebb egy
S-beli cstcesal nem szomszédos. Viszont ha két S-beli cstics 0ssze van kotve, akkor
ugyanazokkal a csiicsokkal szomszédosak a G — S-beli komponensekben, kiilénben a
grafban lenne K 3 vagy K 3+ e. Mivel S sszefiiggs, a két komponens csak egy-egy
csticsbol all, és ezek a csticsok minden S-beli csticesal szomszédosak. Igy G-nek 2t +2

csiicsa van, és minden csucsa legfeljebb egy csticesal nem szomszédos. O]

A kovetkezd tétel szerint minimélisan 1-szivos grafokra a karommentesség egy

nagyon erds feltétel.

1.10. Tétel. Ha G eqy n > 3 csicsu minimalisan 1-szivos karommentes grdf, akkor
G=0C,.

Bizonyitds. Mivel G egy 1-szivos karommentes graf, ezért a 4.1. tétel szerint
k(G) = 2.

Ha a GG grafnak nincs harmadfoku cstcsa, akkor G = C,,. Indirekt tegyiik fel, hogy
G-ben van legalabb harmadfoku cstcs. Ekkor a karommentesség miatt a grafban van
haromszog. El6szor azt fogjuk megmutatni, hogy minden haromszognek legalabb két
csticsa masodfok.

Vegyiink egy tetszGleges haromszoget, és legyen e ennek a haromszognek egy
tetszGleges éle. A 3.3. lemma alapjan létezik egy olyan S szeparalé halmaz, hogy
w(G=S5)=1S|ésw((G—e)—95) = |S|+1. Mivel S egy szeparalé halmaz, ezért a 4.2.
kovetkezmény szerint G — S minden komponensébdl pontosan két S-beli csticsba
megy él és minden S-beli csiicsbol pontosan két komponensbe megy él. Legyen
vy, vy € E(S) az e élet tartalmazo komponens (S-beli) szomszédsaga. Feltehetd, hogy
a valasztott haromszog harmadik cstcsa vy. Nyilvan {vy, v2} egy elvagd ponthalmaz,

elhagyasuk esetén az 1-szivossag miatt pedig pontosan két komponens keletkezik,
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vagyis ez a 3.3. lemmaban leirtaknak megfelels szeparald halmaz. Legyen az e él két
végpontja u és w. Legyen a (G —e) —{v1, vy} grafban az u csics komponense K7, a w
csicsé Ko, a harmadik komponens pedig legyen K3. Mivel G 2-szeresen Gsszefiliggs,

ezért vy és vq is Ossze van kotve a K3 komponenssel (12. abra).

Ky Ky e

U1 V2

12. abra. Az e élhez tartozd szeparald halmaz.

Indirekt tegyiik fel, hogy a K; és K, komponens mérete is legalabb 2. Ekkor
{v1,v9,u} egy szeparald halmaz, ezért igaz ra a 4.2. kévetkezmény. Nyilvan vy és u
Ossze van kotve a Ky komponenssel, igy vy nincs 6sszekotve Ks-vel, tehat vy Ossze
van kotve Ky — {u}-val (13. &bra).

Kl — {U} K2 Kg

u (%1 (%)

13. abra. Ha | K| > 1 teljesiilne.

Hasonléan adoédik a w csiics elhagyésanak esetében, hogy vy Ossze van kotve
Ky — {w}-vel. Ekkor a grafban van karom, ami ellentmondés. Tehat feltehets, hogy
Ky = {u}.

Ha a K5 komponens mérete legalabb 2, akkor {vy,vs, w} egy szepardl6é halmaz,
ezért a 4.2. kovetkezmény miatt v; nincs Osszekotve u-val, tehat u masodfoki.

Ha K, = {w}, akkor megmutatjuk, hogy w masodfokt. Nyilvin u szomszédai
a {w,vy,v9} halmazbol, w szomszédai pedig az {u, vy, vs} halmazbol keriilnek ki.
Tekintsiik az f = wwv, élet. Ugyantgy, mint az e él esetén, létezik a 3.3. lemmaban
leirtaknak megfelels, 2 méretii szepardldé halmaz. Legyen az igy keletkez6 két kom-

ponens C és Cs, ahol w,v; € C;. Ennek biztosan eleme u. Mivel a graf kétszeresen
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Osszefliged, ezért az u csucsnak szomszédosnak kell lennie mindkét komponenssel,
ami csak ugy lehetséges, ha v, € (5. Ekkor w nem lehet szomszédos vo-vel, tehat w

masodfok.

C 1 02

\_/
N

u

14. abra. Ha Ky = {w}, akkor w méasodfoku.

Tehat u és w koziil legalabb az egyik cstics masodfoku. Igy tetszéleges haromszog
tetszbleges élének van mésodfokt végpontja.

Megmutatjuk, hogy G = C,. Indirekt tegyiik fel, hogy G-ben u egy legalabb
harmadfoku cstics. Legyen vy, v, v3 az u csucs szomszédai. Mivel a graf karom-
mentes, feltehets, hogy vive € F(G). Mivel barmely haromszognek van legalabb két
mésodfoku cstcsa, ezért vi-nek és vo-nek nincs tobb szomszédja. Ekkor az u csicsot

elhagyva szétesik a graf, ami ellentmondas. O



24

5. Osszefoglalas

A dolgozatban elGszor attekintettiink néhany szivossaggal kapcsolatos ismert
eredményt, majd a 2. fejezetben konstrualtunk tetszélegesen nagy nemtrivialis mi-
nimalisan 1-szivos grafokat. A 3. fejezetben belattuk, hogy minden minimalisan
1-szivos grafnak van legfeljebb (n/3+ 3)-adfoku cstcsa. Végiil néhany érdekes ssze-
fliggést vizsgaltunk a karommentes grafok szivossagarol, és bebizonyitottuk, hogy a
minimalisan 1-szivos karommentes grafok kizarolag a korok.

Tovabbi célunk, hogy erésebb felss korlatot adjunk a minimalisan 1-szivos grafok
minimalis fokszaméara. Tovabbéa érdekes lehet ¢ > 1 esetén a minimélisan t-szivos

karommentes grafok vizsgélata.
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