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1. fejezet

Bevezetés

Az utébbi évek elméleti fizikai kutatdsi programjainak egy jelentds része kvantumrend-
szerek nemegyenstilyi dinamikdjanak megértésére tesz erdfeszitéseket. A jelen dolgozat
célja hozz4djarulni az ezen a teriileten zajl6 kutatdsokhoz. A kvantumrendszerek vizsgéla-
tdhoz érdemes el6szor a megfeleld klasszikus rendszerek viselkedését is megérteni, ezért
a dolgozat elso felét ennek szenteljiik, majd ratériink a nemrég elkezdett kvantumos vizs-
galataink bemutatdsara.

A nemegyensulyi id6fejlédésben érdekes viselkedésre vezet, ha a rendszer dinamikdja
megenged hosszu élettartamu gerjesztéseket. Egy fontos osztilyt képeznek az un. integ-
ralhaté modellek, melyek jellemz§je, hogy a rendszer szabadsdgi fokaival megegyezd
szamu megmarado toltéssel rendelkeznek, és ezek a toltések jelentdsen korldtozzak a le-
hetséges 1d6fejldodést, végtelen élettartamu (stabil) kvazirészecske gerjesztésekhez vezet-
nek, amelyek jelentésen befolydsoljdk a rendszer relaxdcidjat. Ezek a modellek az elmé-
leti fizikdban kiemelt jelentéségliek mint in. "toy" modellek, ugyanakkor a kozelmultban
kisérleti relevancidjuk is el6térbe keriilt [ 1-4].

Ha megsértjiik az integralhatésdagot, azt varjuk, hogy a kordbban stabil gerjesztések
élettartama véges lesz, azaz bomlani fognak. Ugyanakkor meglepd médon még erésen
nem integralhaté rendszerekben is megfigyelhetéek anomélisan hosszu élettartamu ger-
jesztések. Ilyenek az Un. oszcillonok, amelyeket elészor klasszikus kolcsonhatéd skalar-
elméletekben azonositottak [5—8]. A dolgozat elsé fele ezek részletes vizsgalatdval fog-
lalkozik, ahol bemutatjuk az oszcillonok dinamikdjdval kapcsolatos kordbbi, az iroda-
lomban fellelhetd eredményeket, kiilonds hangsulyt fektetve bomldsi mechanizmusaikra,
majd részletesen ismertetjiik az ezzel kapcsolatos sajat vizsgalataink eredményeit.

A dolgozat mésodik felében a kvantumelméletben elkezdett vizsgélatainkat targyal-
juk, ahol az oszcillonok kvantumos megfeleldinek bomlési ratdjanak vizsgalataval fog-
lalkozunk. Az ezzel kapcsolatos munkdnk jelenleg is folyamatban van, a dolgozatban az
eddig elért eredményeket foglaljuk 6ssze. Tévlati célunk, hogy az oszcillonok kvantumos
viselkedésének a kvantumtérelméletek nemegyensilyi dinamikdjara vonatkoz6 kovetkez-
ményeit feltarjuk.



A dolgozatom kozvetlen el6zménye egy kordbbi TDK munkdm [9], mely elsGsorban
az oszcillonok 1d6fejlodésének numerikus szimuldcidjara, illetve a modszer ellendrzésé-
re koncentrdlt. A jelen dolgozat részben €pit az ott elért eredményekre, azonban az itt
bemutatott eredmények a kordbbiakat jelent6sen meghaladjak. Az el6z6 dolgozat 6ta be-
fejeztiik klasszikus vizsgalatainkat, és elkezdtiink foglalkozni a kvantumoszcillonok di-
namikdjaval is, melyek az el6z6 dolgozatban egyaltalan nem szerepeltek. Ahol a kordbbi
munkdaban felhasznalt eredményekre épitiink, azt explicit hivatkozdssal jelezziik, egyes

technikai jellegli részeket a fliggelékekben targyalunk.



2. fejezet

Klasszikus térelmélet

A dolgozat elsd részében ismertetjiik a klasszikus modelleken végzett vizsgalataink ered-
ményét. Ehhez a 2.1. fejezetben bemutatjuk a klasszikus térelmélet alapvetd Osszefiig-
géseit, €s az altalunk vizsgdlt modellt, a sine-Gordon modellt, majd ratériink az un. osz-
cillonokra, melyek vizsgélata a dolgozat f6 irdnyvonala. A 2.2. fejezetben bemutatjuk
a vizsgalatokhoz haszndlt numerikus mddszeriinket, a 2.3. fejezetben pedig ismertetjiik
eredményeinket. Az ezekrdl késziilt publikdcionk a Physical Review D folyéiratban ke-
riilt kozlésre [10].

2.1. Elméleti osszefoglalo

A térelmélet végtelen szabadsdgi foku rendszerek vizsgélatdval foglalkozik, ahol a sza-
badséagi fokok egy tin. mez6 értékei a tér pontjaiban. A dolgozatban d = D + 1 dimen-
zi0s skalarmezOk relativisztikus dinamikéjét vizsgaljuk (D a térszerli dimenzidk szdma)
Minkowsi térid6ben, ahol a metrika szignatirdja (+,—, —,...), tovdbbd ac = h = 1
konvenciot kvetjiik.! A mezd dinamikdjat a hatdsfunkcional segitségével definidlhatjuk

5= / dlal 2.1)

ahol £ az elmélet Lagrange-siirlisége. Skalarmezdk esetén ennek szokdsos alakja

1 1 1
L= 50,00"¢ = V(9) = 5(99)" = 5(Ve)" = V(9), (2:2)
ahol ¢(x) jeloli a mezdt a téridé pontjaiban, V' (¢) pedig a mezd kolcsonhatésait leird
potencidlfiiggvény. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a potencidlnak minimuma van

¢ = 0-ban, és a minimum értéke 0, tovabbd bevezetjiik az m?* = V" (0) jelolést, mivel

'Ekkor minden mennyiség dimenzi6jdt energiadimenzidkban adjuk meg. Pl. [t] = [z] = [E] 1.
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— ahogy a 2.1.2. fejezetben latni fogjuk — V”(0) a mez6 elemi gerjesztéseinek tomegével
kapcsolatos. A V' (¢) fuggvény minimumbhelyeit vakuumoknak hivjuk.

A mezd mozgdsegyenletének levezetéséhez sziikségiink lesz a funkciondlis derivaltra,
amely a szokdsos derivalt dltalanositdsa

0 B ) d B
&%%}M%—@«eiaajhyﬂwmm—J@L 23)
tovabba 5 26(1) 07 (x)
Yy s
s T o

amely parcidlis integralds utdn (és feltételezve, hogy a hatarfeliileten, azaz a végtelenben
a fizikai mennyiségek eltlinnek) kovetkezik az el6z6 egyenletbdl. A klasszikus dinamikat
az a feltétel hatdrozza meg, hogy a fizikailag megvalosul6 esetben a hatas extremalis, azaz

5S oL oL

—=——0,————=0. (2.5)
0¢p ¢ "0(0u0)
Ez az un. Euler-Lagrange mozgasegyenlet. Esetiinkben
0,0"¢ = =V'(¢) = /6= V’p=-V'(¢). (2.6)

A dolgozatban csak gombszimmetrikus mez6ékonfigurdcidkat vizsgélunk, ekkor a moz-
gasegyenlet a kovetkez6 alakra egyszerlisddik

2o P¢ D—109
o2 - Or2 - r E =V (Qb) . (2.7)

A fizikdban egy rendszer szimmetridihoz megmaradé mennyiségek tartoznak. Ezt az alli-
tast onti matematikai formédba a Noether-tétel. Azt mondjuk, hogy a

dp = eX(9) (2.8)

transzformdacié a modell folytonos szimmetridja (¢ infinitezimdlis paraméter), ha ez a
Lagrange-stirtiséget legfeljebb egy teljes derivalttal valtoztatja meg

L' =L+6L=LAed, F", (2.9)

ez ugyanis nem valtoztatja meg a hatdst, és ezaltal a dinamikét sem. A ¢ transzformécio
hatdsédra a Lagrange-siiris€ég megvaltozasa:
oL oL

5= 5500+ Wa(m) -

oL oL oL
= — =0, ———14 0 ) .
(&b “a@m)) Pt “(a@m) ¢)

(2.10)
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Az elsd tag a (2.5) egyenlet miatt eltlinik, igy

oL oL
ot = <0, (5 5X10)) = (o) = (555X - (@) =0,
(2.11)
tetszOleges € paraméter esetén, azaz
o L, 0C B
d,j" = 0, ahol gt = 8(8ﬂ¢)X(¢) FH(g) . (2.12)

A j° mennyiség tehdt az X (¢) szimmetriatranszformdciéhoz tartozé megmaradé mennyi-
ség siirisége, j' (i = 1, ..., D) pedig a hozz4 tartozo drams{rliség.

Kiilonosen fontos megmaradasi tétel a térid6beli transzlacids szimmetridhoz tartoz6
energia-impulzus tenzor megmaraddsa. A téridd infinitezimalis transzformdcidja

¥ 2’ —a” (2.13)
ekvivalens a mez6 és a Lagrange-siiriség kovetkez6 transzformacidjaval

¢(x) = ¢'(z) = ¢(z) + a"9,¢(x) ,

2.14
L(z)— L'(z) =L+ a"0,L(x) = L(x) + a"0, (0", L(x)) . (214)
A (2.11) ekkor a kovetkez6 alaki
oL
a9, (2= 9,6—oL) =0, (2.15)
(g0 - 7:2)

tetszOleges infinitezimélis a” esetén. Ezért a kovetkezOképp definidljuk az energia-
impulzus tenzort

oL
9(0u0)
A fentiekbdl kovetkezden T (v = 0,1, ..., D) megmarad6 mennyiségek stirtiségei, 7%, a
hozzdjuk tartozé dramsirtiségek. Ezek koziil a T mennyiség adja meg egy adott mez3-
konfigurici6 energiastiris€gét

T = By — 0" L | (2.16)

TS = S(@06) + 5(Vo) + V(6) 2.17)

Gombszimmetrikus esetben az energiasiiriség, és egy R sugaré gombon belill a mezd-
konfigurdciéban tarolt energia

2 2

£ = % (%) +% (%) +V(e), Eg = %/ORde—lg . (218

Definialjuk tovdbbd egy mezdkonfiguracio effektiv sugarat
Jo~ drrPE

[ drrP=1E

amely az energiaslirliség térbeli eloszlasat karakterizalja.

Rejs = (2.19)
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2.1.1. A klasszikus sine-Gordon modell

A klasszikus sine-Gordon modellt a kovetkezd hatds definidlja

5= [ {5002 + nteostio) - 1} (220

azaz V(¢) = pu(1 — cos(B9)), igy az elemi gerjesztések tomege m = /113. Az is lathato,
hogy a modellnek végtelen sok vdkuuma van a

2m
oM ="n (2.21)
g
helyeken. A modell mozgasegyenlete az tn. sine-Gordon egyenlet
07 ¢ — 020 = —pBsin(Be) , (2.22)

amely tetszGleges ¢(t = 0, x) kezdeti feltétel esetén megoldhaté analitikusan, csak line-
aris egyenleteket megoldva az Un. inverz szords modszer segitségével [11, 12]. A mod-
szer segitségével a hatds a diszkrét mechanikdbdl ismert hatds-szog véaltozokhoz hasonl6
véltozokkal is kifejezhetd [13]. Ennek eldonye, hogy a hatds-szog véltozokban kifejezett
Hamilton-fiiggvénybdl a modell spektruma, azaz részecsketartalma konnyedén leolvasha-
t6. A részecskéket klasszikus esetben térben lokalizdlt mezSkonfigurdcioknak feleltetjiik
meg. A sine-Gordon modell spektrumdt az m tomegi elemi gerjesztés, egy un. szoliton-
antiszoliton pdr, és egy folytonos paraméterrel jellemezhet6 tn. 1élegzk alkotjdk.

A sine-Gordon modell fent emlitett, analitikusan j6l kezelhet6 tulajdonsdgai a modell
integrdlhat6sdgabol szarmaznak. A megmaradé toltések kovetkezménye a spektrumban
talalhato részecskék stabilitasa, szorassal szembeni stabilitdsa (azaz szords utan a kime-
nd részecskék legfeljebb idGbeli eltolodast szenvednek, de alakjuk nem véltozik), és a
részecskék faktorizalt szérdsa (azaz tobbrészecske szords esetén elég csak kétrészecske
szordsokat vizsgalni, és ezekbdl felépiteni a tobbrészecske szordst). Az integrdlhatdsig
ezen aspektusaira a kvantumos esetben a 3.1.1. fejezetben visszatériink.

A szoliton (S) és antiszoliton (S) megoldasok alakja a tomegkozépponti rendszeriik-

ben? A
Ps35(t,z) = :i:E arctan (exp (y/ufx)) , (2.23)
melyek tomege
Mg = % . (2.24)

Mivel a hatds Lorentz-invaridns alakban van felirva, ezért a mozgdé megolddsokat Lorentz-
transzformdaciéval kaphatjuk az 4116 megolddsokbdl. Hasonldan a 1élegz8k esetében is.
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Psoliton Esoliton

L L Lox L L L Lox
-10 -5 5 10 -10 -5 5 10

2.1. abra. A szoliton mezSkonfigurdci6 alakja, és energiastirisége. Az energiasiiriség lokalizalt,
igy jogosan hivhatjuk részecskéknek a szolitonokat.

A 2.1. dbrén lathatd, hogy a szoliton az n = 0 és n = 1 vakuumok kozott interpoldl
(hasonléan felirhat6 az n és n 4+ 1 vakuumok kozott interpoldld szoliton). Ezt a tulajdon-
sdgot ragadja meg az un. topologikus toltés

: B
w_
J 27T6

0
ﬂl’@yqﬁ:} Q:%/dxj():% dxa—i:
(2.25)

= 4 ol =+ 06) = ol —oc)]
2
amelyrdl konnyen lathatd, hogy megmaradé: 0,5* = 0. A szoliton/antiszoliton topolo-
gikus toltése 1, mig a vakuumé 0. A topologikus toltés megmaraddsa ezért megtiltja a
szoliton/antiszoliton bomlasét.

A 1€élegz8k egy folytonos € amplitidoparaméterrel jellemezhetd 2 = mw frekvencia-
val oszcillalé megolddsok

op(t,x) = %arctan (EM) : (2.26)

w cosh(mex)

ahol €2 + w? = 1. A 1élegzdk tomege

Mp(e) = % , (2.27)

azaz, mivel € € (0, 1) folytonos paraméter, a klasszikus elméletben a 1élegz6k folytonos
spektrumot alkotnak. Topologikus toltésiik 0, de a modell integrdlhatdsaga miatt stabilak,
nem bomlanak.

2.1.2. A nemlinearitas szerepe

Az el6z0 fejezetben latott integrdlhaté modell utdn felmeriil a kérdés, hogy mi a helyzet,
mikor a modell nem integralhaté. Ilyenkor megmaradé toltések hidnydban azt varnank,
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hogy egy kezdetben lokalizdlt mezSkonfigurdcié energidjit szétsugarozva delokalizalo-
dik. A kovetkezd fejezetekben [9] segitségével ismertetjiik az oszcillonok dinamik4janak
megértéséhez sziikséges alapokat. Tekintsiik el6szor a kovetkez6 potencialt

V(p) = =m*¢*. (2.28)
Ekkor a mozgasegyenlet az tn. Klein-Gordon egyenlet
(O+m?)¢=0, (2.29)

amely linedris, igy megoldasait kereshetjiik Fourier térben
d ,
o(t,2) = | 2 (x)et . (2.30)
2m
Ezzel az egyes médusokra a kovetkezd egyenlet adddik:

— (V2 + k) ¢(x) = 0, ahol k= w? —m?. (2.31)

Két dolgot latunk. El8szor is a diszperzids reldcié® w? = k? + m? éppen a relativisztikus
diszperzios reldcid, azaz m-et az elemi gerjesztések tomegével azonosithatjuk. A méso-
dik, hogy k2 elgjelétdl fiiggden ¢, térben |k| hulldimszammal oszcilldlé fiiggvény (k2 > 0
elsS- vagy mdsodfaju Bessel fiiggvények), vagy térben lecsengd (k* < 0 mdsodfaji mo-
dositott Bessel-fliiggvények). A térben oszcillal6 médusok a (2.30) id6fiiggéssel térben
haladé hullamot, azaz sugarzast irnak le, mig a térben lecsengé modusok adjak a mez6-
konfiguricié idében oszcilldlé "magrészét". Emiatt m-et tomeg kiiszobértéknek ("mass
threshold") nevezi az irodalom. Linedris esetben, azaz, ha a potencidl nem tartalmaz ¢>-
nél magasabb rend tagokat, a lokalizalt konfigurdciok élettartama t ~ O(1) - m~* [14].

A hosszu élettartamu konfiguracidk 1étrejottéhez a potencidlban magasabbrendii tagok
is sziikségesek, melyek a mozgasegyenletet nemlindrissa teszik. A potencidlban figyelem-
be véve a negyedrendii tagot

1 A
V(o) =gmiet+ ot (232)
a mozgasegyenlet
A
Ismét Fourier térben keresve a megoldast, a megoldandé egyenlet most
d .
/_w (_WQ — V2 + m2) ¢wefzwt _
- (2.34)
A [ dwidwedws i .
- _6/W¢w1($)¢w2(x)¢w3(x)e (w1twa+ 3)t’

3Ez akkor latszik j6l, ha k-térbe is Fourier-traszformalunk.
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majd mindkét oldalt inverz Fourier transzformalva a kovetkez6t kapjuk

(=% = V2 +m?)gq(z) =

A [ dw;dwsd 2.35
6 / %(27?)5 (2 — w1 — w2 — wW3) Puoy () Py (T) Py () - ( )

Azaz most is (2.31) alaku egyenletet kapunk, de az egyenlet mér forrdsos, és a forras fiigg
a tobbi médustol. Azt latjuk, hogy a potencidl magasabb rend(i, nemlinedris tagjai Ossze-
csatoljadk az egyes modusokat. A numerikus tapasztalat azt mutatja, hogy ez az Ossze-
csatolodas hosszu élettartamu lokalizalt konfigurdciét eredményezhet, amely azonban —
mivel a sugdarzasi modusok a csatolds révén energiat szallitanak el a magrész lokalizalt
modusaitdl — sugérzassal folyamatosan energidt veszit.

2.1.3. Oszcillonok

Az ilyen, hosszu élettartamu konfiguraciok oszcillon néven terjedtek el az irodalomban.
Ezek térben lokalizalt, id6ben koherensen oszcilldld, lassan sugdrzé részecskeszerd ob-
jektumok. A hosszi élettartam a vizsgalt modell karakterisztikus id6skdldjahoz, m~'-hez
képest értendd. Mig egy lokalizalt konfigurdci6 oszcilldcidinak periédusideje O(1) - m ™1,
addig a numerikus tapasztalat azt mutatja, hogy az oszcillonok élettartama D = 3 ese-
tén O(10%) - m~! [14], D = 2 esetén O(107) - m~! is lehet [15, 16]. Az élettartam a
dimenziészdm csokkenésével nd [17], igy D = 1 esetén még nagyobb élettartamok is
elképzelhetdk. Megjegyezziik, hogy kvantumos szinten a bomlast dominal6 effektusok a
kvantumfluktuacidk, melyek az élettartamot csokkentik [ 18—20]. Az oszcillonok vizsgdla-
ta azért fontos, mivel modellfiiggetleniil igaz, hogy amennyiben a kezdeti konfigurdciénak
elegendd az energiatartalma, akkor a konfigurécié oszcillonéllapottd alakul az id6fejlodé-
se sordn. Ennek oka, hogy az oszcillonok attraktorok a konfigurdciok terében [14,21-25],
emellett stabilak kicsiny perturbdcidkkal szemben [26]. Ennek megfeleléen oszcillonok
1étrejohetnek szoliton-antiszoliton iitkozésekben [27], vagy fazisatalakuldst leiré model-
lekben szubkritikus buborékok id6fejlédése soran [26]. Altaldban ez utébbi esetet szokds
tekinteni, és kezdeti profilnak valamilyen buborékprofilt vdlasztani (Gauss, tangens hi-
perbolicus, vagy a mar emlitett sine-Gordon 1élegzd). Ilyenkor az id6fejlédés korai sza-
kaszédban a konfiguracié a tobblet energia kisugarzasdval megtaldlja az oszcillon allapo-
tot, amely aztan "csapddba ejti" a rendszert. Ez az dllapot azonban nem stabil konfigu-
racid, a magrész lokalizalt médusai €s a sugdrzast leir6 modusok kozti csatolds miatt a
magrész folyamatosan energiat veszit a sugdrzasi médusokkal valé energiacsere révén.
Bar az oszcillon folyamatosan energiat veszit a skalarmez6 kisugéarzasaval, ez az adott
fizikai rendszerre jellemz6 id6skdldhoz (az oszcillacié periddusidejéhez) képest nagyon
lassan torténik, ezdltal a dinamika jelent8sen lelassul. Az oszcillonok csak kvaziperio-
dikus konfiguriciok: az energia csokkenése miatt az oszcilliciok amplitiddja is folya-
matosan csokken, ami a frekvencia novekedését vonja maga utdn. Ez megmutathat6 az
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un. kisamplitudos sorfejtéssel ("small amplitude expansion") [28,29]. Mivel a frekven-
cia csak lassan véltozik iddben, az oszcillonok jo kozelitéssel Fourier sorba fejthet6k.
GOmbszimmetriat feltételezve:

r=0m

o(t,r) = Z fn(r)cos(nwt) . (2.36) 108 R,
n=0

1

r=>50m"

Ezt a szepardlt probafiiggvényt haszndlva
a magrészre [15,17,25,28], az f,, médus-
amplitidokra csatolt differencidlegyenlet-
rendszert kapunk, melyekbdl kideriil, hogy
az f; alapmédus a tomegkiiszob alatt van, 107! .
a magrész a magasabb harmonikusok ré- ‘ !
vén csatolddik a tomegkiiszob feletti mo- 107
dusokhoz. A fentieket tdmasztja ald a 2.2. _

4bra, ahol egy numerikusan szimul4lt osz- e B e —
cillon magrészének és tavolterének spekt- Q [m)

rumadt latjuk. A magrész alapharmonikusa

egy €éles csics w < m-ben, és megjelenik 2.2. dbra. A magrész (r = 0 m~1) és a tavoltér
néhény éles felharmonikus is, de mdr j6- (r = 50 m~") Fourier-transzforméltjai [25].

val kisebb amplitidéval. A konfigurécié a

tévoltérben pedig 3w frekvencidn sugdroz.* A sugarzas miatti energiacsokkenés D térdi-
menzid esetén kis amplitiddji konfigurdcidkra [28,30,31]:

& Ap (_@> 7 (2.37)

|B()]|

dt eP-1

ahol A és B a vizsgélt modellre jellemz konstansok. Lathat6, hogy az energia csokke-
nésével a kifejezés jobb oldala egyre kisebb, az energia anndl lassabban csokken, minél
kisebb. Ez felel6s az oszcillonok hosszu élettartamaért. A kifejezés nem analitikus, ez
mutatja a perturbativ és analitikus mddszerek alkalmazhatosaganak nehézségét.

Egy lokaliz4lt dllapot alapharmonikusdnak frekvencidja tehat bar lassan, de novekszik
az 1d6fejlédés sordn. A kordbban leirtak alapjan ez a frekvencia nem lehet akdrmekkora,
ha az alapharmonikus frekvencidja eléri az w = m kiiszobértéket, a megoldds termé-
szete kénytelen lokalizaltrél hullamszertire véltozni, ennek kovetkezményeként pedig a
magrész elbomlik. A bomlas részletei azonban nagyban fiiggenek att6l, hogy hany térdi-
menzidban vizsgilodunk. Kétféle bomldsi mechanizmus ismert, a hirtelen bomlds, és a
"staccato" bomlds, melyeket a 2.3. dbra szemléltet.

“4Bel4thaté, hogy ez a potencidl szimmetriatulajdonsigainak kovetkezménye. Szimmetrikus potencidl-
ban a 3w mddus az elsd sugarzé modus, aszimmetrikus potencidl esetén a konfiguraci6 a 2w frekvencidn
sugéroz leger6sebben [25,28].
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(a) Hirtelen bomlas ("sudden collapse")

[28] (b) Staccato bomlés ("staccato decay") [32]

2.3. abra. A bomlasi mechanizmusok, melyek vizsgélataink témajat képezik.

A 2.3a. abrén lathat6 egy oszcillon x =
0-beli burkoldjanak, és az oszcillon frek-
vencidjanak id6fejlodése. Az id6fejlodés
kezdeti szakaszdban az amplitid6 gyorsan
csokken, mig a kezdeti konfigurdcié meg-
taldlja a legkozelebbi oszcillon konfigura-
ciét. Ezutdn az amplitid6 mér csak lassan
valtozik, de az amplitidon lassu oszcilla- 105
cid, un. alakmoédus ("shape-mode" [34])
il, mely abbdl szdrmazik, hogy kezdet-
ben nem az oszcillon konfigurdciébol in-
dultunk. Az id6fejlédés sordn a frekven- 2.4. dbra. Az oszcillon élettartamat befolyédsolé
cia lassan novekszik, mig elér egy kritikus mechanizmusok [33]. A3 — 1,5 — 1,7 —
értéket, ami a tomegkiiszobnél (az dbran 1 gbrbék az n = 3,5,7 felharmonikusok dltal
m = +/2) kisebb érték. A kritikus frek- kisugdrzott energia.
vencia elérése utan a frekvencia a tomeg-
kiiszob értékére ugrik, az amplitidé pedig hirtelen nulldra csokken, az oszcillon kisugé-
rozza a teljes energidjat, azaz elbomlik. A 2.3b. dbrdn egy alacsony frekvencidju oszcillon
origdbeli, és sugdrzasi térbeli amplitidodja, és frekvenciatartalma l4thatd. A staccato bom-
1s sordn, mikor az oszcillaci6 alapharmonikusa eléri az m /n értéket (n egész), akkor egy
felharmonikus eléri a tomegkiiszobot. Ekkor ez a felharmonikus lokalizaltr6l sugarzassze-
rlire valtozik, ez pedig az amplitddo hirtelen csokkenésében, és a sugdrzas robbandsszer(
megugrisaban jelentkezik. Tovabba a frekvencidban is lathatok a "torések", mikor egy-

Generic Oscillon Radiation Features
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egy staccato 1épés torténik. A hirtelen bomlast és a staccato bomlast a 2.3. fejezetben
tovabb vizsgéljuk.

A 2.4. abréan lathat6 az oszcillon dinamika szempontjabol két tovabbi fontos mecha-
nizmus (az "energetic death" a feljebb hirtelen bomldsként bemutatott mechanizmus). A
destruktiv interferencia sordn a sugdrz6é médusok dgy csatolédnak, hogy bizonyos frek-
vencidn egy-egy médus amplitiddja exponencidlisan lecsokken, ezt latjuk az dbran mély
minimumokként. Ekkor a magasabb felharmonikusok sugaroznak, amelyekk kevésbé ef-
fektivek az energia elszéllitdsdban, igy a destruktiv interferencia fellépésekor az oszcillon
élettartama jelentdsen megndhet [25, 33, 35]. A geometriai szétcsatolddds akkor valésul
meg, amikor az oszcillon mérete jéval nagyobb, mint a sugarzas hullimhossza [33]. Belat-
hat6, hogy ez éppen a kis amplitidos hatareset, ahol a sugarzas exponencidlis elnyomasat
mar emlitettiik a (2.37) egyenletnél.

2.1.4. Kvazilélegzok

7 7z

Az el6z6 fejezetben emlitett sugarzas amp-
litdid6ja a magrész oszcillacidinak amp-
litdd6jdhoz képest nagysagrendekkel ki-
sebb. Ezt szemlélteti a 2.5. dbra. A mag-
résztdl tavoli részt, ahol mar csak a sugar-
zas van jelen, farokrésznek ("tail") nevez-
ziik. Az oszcillonok esetén a farokrészt a gachlion; osthr-wit)

magrész (a potencidl szimmetriatulajdon- quasibreather: cos(kr)cos(wt)
sdgaitol fliggben az elsé vagy a mdasodik)

felharmonikusain oszcilldlé kifuté hulla-

mok irjdk le. Azonban, ha a sugdrzds altal 2.5. abra. A magrész és a farokrész [28]
elvitt energiat egy befelé futd, a sugarzas-

sal azonos amplitiddju hullimmal kompenzéljuk, akkor a konfigurcié energidja nem
csokken 1doben. Az ilyen konfigurdciok farokrésze a ki- és befutd hulldimok szuperpozi-
cidjaként el6dlls alldhullam. Ezek az allapotok nem irhatnak le valddi fizikai rendszere-
ket, ugyanis energidjuk a farokrészben tarolt energia miatt végtelen, azonban a farokrész
energiastlirtisége nagysagrendekkel kisebb a magrész energiastirliségénél, igy "kvazi" lo-
kalizaltak, ezért kvdzilélegzonek nevezziik ket. A kvazilélegzok koncepcidja rendkiviil
hasznosnak bizonyult az oszcillonok bomlédsi mechanizmusdnak megértésében, mivel nu-
merikusan és analitikusan is konnyebben kezelhet6k, masrészt kideriilt, hogy a kvazilé-
legz6 profil j6l kozeliti az oszcillon profilt [36]. Az oszcillon magrészének energidja és
frekvencidja valtozik id6ben, mig a kvazilélegz6 magrésze alland6 energidju és frekven-
cidju. Hogy értjiik tehat, hogy egy kvazilélegz6 jol kozelit egy oszcillont? Egyrészt ugy,
hogy tetszdleges w-ra megtaldlhat6 a kvazilélegzd profil, és ennek magrésze jol kozeliti az
adott frekvencidju oszcillon magrészét, a kvazilélegzo farokrészének amplitidéja pedig
éppen kétszerese az oszcillon sugarzasi amplitiddjanak, hiszen a kvazilélegzé farokrészé-
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ben az oszcillon sugdrzasi amplitidéjaval egyezd amplitiddju ki- €s befuté hullamokat
adunk Ossze. Masrészt, ha egy numerikus szimuléciét egy kvazilélegzd konfiguraciobol
inditunk (agy, hogy a farokrészt valahol nulldva tessziik, hogy véges energidju rendszert
kapjunk), az j6l koveti a megfelel§ frekvencidji oszcillon id6fejlédését [17,28,36]. Ugy
is mondhatndnk, hogy az oszcillon adiabatikusan id6fejlédik kvazilélegz6 allapotokon
keresztiil.

2.2. Numerikus modszerek

Az oszcillonok vizsgélatara két numerikus modszert fejlesztettem ki. Az els6t kordbbi
TDK munkédban [9] az oszcillonok id&fejlesztésére alkalmaztuk, és az A fiiggelékben
foglaljuk 6ssze roviden. A masodik a kvazilélegzk konstrukcidjahoz sziikséges, tijonnan
kifejlesztett eljards, amit az alabbiakban mutatok be.

A mddszer célja megtaldlni tetszleges w frekvencidju kvazilélegzd profilt D dimen-
zioban, bemutatdsdhoz [10]-et kovetem. A konkrét szamitdsokat a kovetkezd potencidl
esetére végezziik® ( [32] 4ltal motivélva)

V(p) = (1 —A\)(1 — cos¢) + 8—22 2(¢p —2m)?. (2.38)

Ez a potencidl D = 1 és A = 0 esetén a sine-Gordon modellt adja 1 = 1 = [3 paraméte-
rekkel, azaz m = 1. Ekkor a lélegz{ alakja (lasd a (2.26) egyenletet)

#*C(t, x) = darctan (5 M) , (2.39)

w cosh(ex)

melyet egy stabil (nem sugarz6) oszcillonnak tekinthetiink. A gdmbszimmetria miatt a
mozgésegyenlet

P?¢ 0% D-—10¢ ,
o2 Or? roor Vo) 240)
A kovetkez6kben kihaszndljuk, hogy az egyenlet szempontjabdl D csupan paraméter,
nem sziikségszertien egész szam, hanem tetszbleges valds szam lehet.
A kvézilélegz6 megtaldldsahoz a [37]-ben javasolt mdodszert modositottuk sajat célja-
inknak megfelelden. Mivel a kvazilélegzd egzaktul periodikus konfiguracid, mely a ¢ = 0
vakuum koriil oszcilldl, a megoldast a kovetkez6 alakban keressiik

N

o(t,r) = Z O (1) cos(mwt) , (2.41)

m=1

SEkkor m = 1, tetszbleges ) esetén. Ez a klasszikus elméletben mindig elérhetd a tavolsdg- és idSegység
atskalazasaval.
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ahol V a figyelembevett harmonikusok szama. Ezt a (2.40) egyenletbe helyettesitve

1 T
m= (2.42)

= (Z ¢m(1) cos mwt)) ,

amely Fourier-transzform4ci6 utdn a kovetkezd alakra hozhat6

? D-10
(n2w2+w+ . )Cbn()—

Y / %/w <Z dom(r) cos mwt)) cos(nwt) |,

ahol n = 1,2,..., N. Ez egy csatolt differencidlegyenlet-rendszer, amely megoldhat6 nu-
merikusan, ha specifikdljuk a hatarfeltételeket. A megoldds nemszingularis az = 0-ban,
és térben lokalizalt, ezért a hatarfeltételek a kovetkezdk

N 5 _
Z <m2w2 + % 4 19 ) G (1) cos(mwt) =

(2.43)

d )
Jqﬁn(r) , lim ¢,(r) =0. (2.44)

r=0

Az aszimptotikus tartomdnyban a (2.41) egyenlet médusai kicsik, igy elhanyagolhatjuk
koztiik a magasabb rendekbdl szirmaz6 nemlinedris csatoldst. Ezért az egyes modusok
aszimptotikdja a (2.40) egyenletbdl kovetkez6en

On(r) ~ rz exp( V1-— n2w2) ,  hanw < 1, lokalizalt médusok,

- (2.45)

O (1) ~ rz sin (\/ nw? — 1+ gon> , hanw > 1, sugdrzé médusok .
A megoldds megkonstrudldsdhoz meg kell taldlnunk a megfeleld ¢, (r = 0) "kezdeti fel-
tételeket" az origdban, ugy, hogy a derivaltra kirétt feltétellel egyiitt a megoldas teljesiti
az r — oo aszimptotikit. Azokban esetekben, melyeket vizsgdlni fogunk \ < 1, ezért
D =1 esetén j6 kiinduldpontot adnak a sine-Gordon 1élegzé médusai

w

2w Jw
$n(0) = ¢2¢(0) = —/ dt cos(nwt)p*“(t,0) . (2.46)
0

™
A kovetkezd 1épés, hogy megtaldljuk azt a ¢ (0)-t, amelyre ¢, (r) — amely mindig lecsen-
g0 a vizsgdlt frekvenciatartomédnyban, azaz a tomeg kiiszob alatt — eleget tesz a (2.45)

egyenletnek, mig a tobbi ¢,(0)-t (n > 1) fixen tartjuk. Véletlenszerd ¢;(0)-t valaszt-
va ¢; altaldban egy fix negativ vagy pozitiv értékhez tart az » — oo-ben [37], de az a



2.2 Numerikus modszerek 17

¢1(0), melyre a (2.45) egyenlet teljesiil az intervallumfelezd mddszerrel ("bisection met-
hod") gyorsan megtaldlhatd. A kovetkez6 1€pés megtaldlni ¢, (0)-t, amely azonban ¢;(0)
Ujrahangolésdval is jar. EIméletileg tehat lehetséges egyre tobb modust hasznalni, de a
megfelel6 kezdeti feltételek megtaldlasdhoz sziikséges id6 exponencidlisan né a médusok
szamdval. Ezért a szimuldcidinkban mindig legfeljebb két vagy harom mdédust haszndl-
tunk.

A X\ = 0 esetben a potencidl paros, emiatt a (2.41) egyenletben a paros médusok mind
nulldk [25, 28], igy ezeket nem kell figyelembe venniink, amely nagyban lecsdkkenti a
szamitasi id6t. Tovabbd a A < 1 esetben dltaldban elég csak a paratlan médusokat figye-
lembe venni (mivel a parosak elhanyagolhatdan kis jarulékot adnak), hogy elegend6en
jo kozelitést kapjunk a kvazilélegzdre. [37]-ben megmutattak, hogy a sugarzé médusok
mindig a ¢ = 0 koriil oszcilldlnak a (2.45) egyenletnek megfelelden, de a kvazilélegzd
megoldds kozelitése sok esetben tovabb javithatd, ha a sugarzé médusok ¢,,(0) kezdeti
feltételeit ugy allitjuk be, hogy a médusok amplitidéja minimélis legyen. Ez a mar emli-
tett okok miatt idéigényes feladat.

Ha megtaldltuk az w frekvencidjui kvazilélegzoét D dimenzidban, az ugyanilyen frek-
vencidji kvézilélegz6t egy kicsivel magasabb®, D + 6D dimenziéban is megtalalhatjuk,
ha az alacsonyabb dimenzids kvézilélegz6 kezdeti feltételébdl indulunk

6 °P(0) = 9,(0) , (2.47)
majd ezeket az értékeket a fent részletezett médon bedllitjuk.

Az utolsé aprésag, hogy a kvazilélegzdket valamilyen térbeli koordindtandl csonkol-
nunk is kell, hogy véges energidju, lokalizalt kezdeti konfiguraciét kapjunk az oszcillonok
1d6fejlodésének numerikus vizsgdlatdhoz. A lokalizalt médusok elég gyorsan lecsengnek
ahhoz, hogy ez ne jelentsen problémat, de a sugdrz6 modusokndl exponencialis lecsengést
frunk el az aszimptotikus tartomanyban (a sugédrzas hullimszamdnak megfeleld skald-
val), azaz a kapott kvazilélegz6k sugarz6 médusainak aszimptotikus részét megszorozzuk

a kovetkez6 faktorral
exp(—\/ n2w?—1-(r— 7"0)) : (2.48)

ahol 7y tetsz6legesen vdlaszthaté csonkold koordindta a kvazilélegz6 magrészén kiviil.
A numerikus vizsgdlataink azt mutatjdk, hogy r, valasztdsa nincs észlelhetd hatassal az
adott kvazilélegzobdl elinditott oszcillon dinamikéjéra.

A vizsgalatainkhoz sziikséges volt, hogy szabalyozni tudjuk, hogy az oszcillon milyen
frekvencidval kezdi az id6fejlodést. A fent leirt modszerrel eldéllitott kvazilélegzok jo
mindsége igy az id6fejlédés sordn azzal is igazolhatd, ha az id6fejlédés a kvazilélegzd
megkonstrudldsara kivélasztott frekvencidhoz megfelelden kozeli frekvencidval indul.

A 2.6. dbran lathat egy példa fent részletezett modszerrel eldéllitott kvazilélegzd
profilra.

®1tt haszn4ljuk ki, hogy D folytonosan véltoztathaté paraméter a (2.40) egyenletben
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(a) A kvazilélegz6 médusai (b) A kvazilélegzé modusai kinagyitva

2.6. abra. Kvazilélegz6 w = 0.3, D = 1, A = 0, N = b5 paraméterekkel. Lathaté a (2.48)
egyenletnek megfelel§ exponencidlis elnyomds az 79 = 10/v/1 — w? koordindtdnal. (A pdros
moédusok a paritds miatt mind nullak.)

2.3. Eredmények

Ebben a fejezetben az [10] publikdcionkban k6zolt eredményeinket ismertetjiik. E16szor
a tomeg kiiszobhoz kozeli frekvencidju oszcillonokat, és a hirtelen bomlést, majd az ala-
csony frekvencidju kvézilélegzok segitségével a staccato mechanizmust vizsgaljuk.

2.3.1. A hirtelen bomlas eltiinése alacsony dimenziészam esetén

A hirtelen bomlés vizsgélatdhoz w € [0.9, 1) frekvencidjd kvazilélegzdket dllitottunk els
a sine-Gordon modellben (A = 0), kiilonbozd dimenzidkban, majd kiszamitottuk ezek
E(w) energiagorbéit. A kvazilélegzd energidjanak altalunk haszndlt definicidja megtalal-
hat6 a B fiiggelékben. Az energia gorbét mar vizsgaltak kordbban [17,36], de nem a teljes
D € [1, 3] tartomdnyban. Az energdrbék kiilonb6z dimenzidkra a 2.7. dbran lathatok, a
jobb osszehasonlithatésdg érdékében F(w = 0.9) = 1 szerint skdldzva.

Az oszcillonok hirtelen bomldsdnak oka D = 3 dimenzidban az, hogy az energia-
gorbének valamely w. < m = 1 kritikus frekvenciandl minimuma van. Az oszcillon su-
garzasa révén lassan energidt veszit, aminek a kovetkeztében frekvencidja lassan n6. Az
oszcillonok kvézilélegz6 allapotokon keresztiili idéfejlédésére gondolhatunk gy, hogy
az id6fejlodés sordn az oszcillon az egyes energiagérbéken halad a magasabb frekvencidk
felé (pl. D = 3-bana2.7. abran a kék gorbén). Ez€Ert a lassu sugdrzas éltal az oszcillon leg-
feljebb az w,. frekvenciat érheti el, ezen til ugyanis energidjanak novekednie kellene, ami
kimend sugarzds altal nem lehetséges. Tovabbi energiaveszteség ekkor csak ugy lehetsé-
ges, ha az oszcillon teljesen "6sszeomlik", azaz néhdny oszcillaci6 alatt a teljes energidjat
kisugdrozza, ezéltal a magrészben is csak sugdrzast hagyva maga utdn, ezért a hirtelen
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2.7. abra. A kvazilélegzSk energidja a frekvencia fiiggvényében kiilonboz6 dimenzidkban. D > 2
esetben a gorbéknek hatdrozott minimuma van, mig D < 2 esetben a gdérbék monoton csékkennek.

bomlaskor a frekvencia w.-r0l w = m = 1-re ugrik; ez lathat6 a 2.8. dbra frekvencia gor-
béin. A kritikus frekvencia dimenziéfiiggése a 2.1. tdbldzatban lathatd; a minimumértéket
egy a minimum pont koriil illesztett masodrendd polinombdl szdmitottuk.

D 225 2.50 2.75 3.00
we 09591 0.9429 0.9381 0.9395

2.1. tablazat. A frekvencia kiilonb6z6 dimenzidkban, ahol az energiagdrbének minimuma van.

A 2.7. dbran az is lathat6, hogy D < 2 esetben az energiagérbéknek mar nem lesz mi-
nimuma, az £ (w) gorbe ebben az esetben végig monoton csokken. Ezért D < 2 esetben
az oszcillon tetszbleges frekvenciat elérhet hirtelen bomlds nélkiil. A numerikus tapasz-
talat is valoban ez; D < 2 dimenzidban még nagyon hosszu szimuldcidkban sem sikeriilt
megfigyelni hirtelen bomlast [15, 16]. Az energiagdorbe minimuménak eltinését D < 2
esetben [29]-ben mar korabban vizsgéltdk. Ott a ¢* modell kisamplitidés sorfejtésével
hasonl6 kovetkeztetésre jutottak, mint mi a sine-Gordon modell fent ismertetett numeri-
kus vizsgélataval.

Az energiagdrbét D = 1-ben dsszevetettiik a sine-Gordon 1élegzé energidjaval’

E(w) =16V1 — w2, (2.49)

és megnyugtatd egyezést taldltunk a numerikusan kiszamitott értékekkel.

7(2.27) egyenlet, ;1 = 1 = (3 paraméterekkel.
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2.8. abra. Az w = 0.9, N = 3 paraméter(i kvazilélegz&bdl 1étrejovo oszcillon frekvencidja az
id6fejlédés sordn, kiilonbdzd dimenzidkban. Lithatd, hogy a dinamika felgyorsul, azaz a bomlasig
eltelt id6 csokken a dimenziészam novekedtével. Alacsony dimenzidban a sugarzas olyan Kkicsi,
hogy a frekvencidban nagyon hosszi id6skéldn is csak kis valtoz4st 1atunk.

A 2.8. dbrén l4thatd, hogy az id6fejlddés arrdl a frekvencidrdl indul, amit kivalasztot-
tunk a kvazilélegz6 megoldasnak, €s ezért a korai tranziensek, melyek abbdl szarmaznak,
hogy a kezdeti konfigurdcié megtaldlja a legk6zelebbi oszcillon dllapotot, nincsenek jelen.
A frekvenciagorbén lathatok azonban kis oszcillacidk, amelyek a kvazilélegzé tokéletlen-
s€gébdl szarmaznak. Ezek az oszcillacidk csokkenthetdk tobb mdédus hasznalatival, vagy
a sugarzd modusok amplitidéjanak minimalizaldsdval. Vizsgdlataink azt mutatjak, hogy
ezek a javitdsok a kvazilélegzobdl fejlodd oszcillon élettartamat is megnovelik, de csak
kis mértékben. Az dbran az is lathatd, hogy a hirtelen bomlds valéban akkor kovetkezik
be, amikor az oszcillon eléri a fent kiszamitott kritikus frekvencidt, amennyiben az 1éte-
zik az adott dimenzidban. D < 2 esetben a sugarzdas olyan kicsi, hogy nehéz feladat elég
ideig szimulélni, hogy a frekvenciaban jelentds mértéki véaltozast lassunk. Az id6fejlddés
mar D = 2.25 esetén is olyannyira lelassul, hogy nem tudtunk elég ideig szimuldlni, hogy
a hirtelen bomldst l4ssuk.
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2.9. abra. Kétféle bomldsi médus D = 2.25 és D = 2.50 dimenziéban, w = 0.965 kezdeti
frekvencia és N = 5 esetén.

A 2.9. abran két, a kritikus frekvencidnal nagyobb frekvenciaju kvazilélegzbdl fejls-
dd oszcillon id6fejlodését latjuk. Ilyenkor az oszcillon egy instabil dllapotban van, ahon-
nan kétféle bomlasi modusa van, ezek lathatok az dbrakon. Megjegyezziik, hogy a kezdeti
allapotot lehetséges igy finomhangolni, hogy az abbdl fejléds oszcillon az elore kivalasz-
tott modon bomoljon [28, 34, 36], de ezen vizsgélat elvégzése nem képezi dolgozatunk
témdjat.

Az ezen alfejezetben ismertetett vizsgélatok célja az irodalomban mar ismert eredmé-
nyek reprodukaldsa, és ezdltal mdédszereink validdldsa volt. Eredményeink azt mutatjék,
hogy sikeriilt j6 mindségli kvazilélegzoket elddllitanunk, ami az irodalmi eredmények-
kel val6 egyezés mellett abbdl is lathatd, hogy a frekvencia a megfelel6 értékr6l indul az
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id6fejlédés soran.

2.3.2. A staccato bomlas eltiinése magasabb dimenzi6szam esetén

Ebben az alfejezetben ismertetjilk az alacsony frekvencids, azaz w < m/2 frekvencidji
kvazilélegzokkel kapott eredményeinket. Célunk a nemrégiben D = 1 dimenzidban fel-
fedezett staccato bomldas [32] vizsgalata magasabb dimenzidkban. A magasabb dimenzids
staccato bomlds lehetdségét mar [9]-ben is vizsgaltuk, de az az6ta implementélt kvazilé-
legz6 médszeriinkkel sokkal pontosabb analizist tudtunk elvégezni.

A staccato bomlés egyes "lépései” akkor torténnek, amikor az oszcillon w(t) frek-
vencidja eléri az 1/n (n egész) értéket, ekkor ugyanis az n-edik harmonikus lokalizaltrdl
sugdrzova valik. Ez a sugdrzdsi amplitudé robbandsszerl novekedését, a magrész hirtelen
energiacsokkenése miatt a frekvencia ugrdsszerd valtozasat és a kisugérzott energiastir(-
ség miatt a (2.19) effektiv sugér ideiglenes novekedését vonja maga utdn. Ezek lathatok
a2.10. dbran, a A # 0 esetben. Ekkor az oszcillon paros és paratlan felharmonikusokat is
tartalmaz, igy az Osszes staccato 1épést latjuk.

(a) Effektiv sugar (b) Frekvencia (¢) Sugarzasi amplitddo

35 07 0.15

25

R eff
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t t t

2.10. abra. Az w = 0.22, A = 0.0025, D = 1 paraméterekkel rendelkezd kvazilélegz6 id6fejls-
dése. Az (a) abran az atlatsz6 gorbe az effektiv sugar teljes id6fejlédése, a narancssarga ennek az
egy (id6ben véltozd) periddusra vett dtlagértéke. A (b) dbran lathatdk a frekvencia felugrdsai 1/n
értékeknél (melyeket piros vonalakkal jeloltiink az dbrdn, tovdbba fekete vonal jeloli azt a frekven-
cia paramétert, amelyhez tartoz6 kvazilélegz6bol az id6fejlédést inditottuk. A (c) dbran lathatok a
sugarzasi amplitido robbandsszert felugrasai, melyek az egyes staccato 1épésekhez tartoznak.

Mivel a staccato bomldshoz csak annyi sziikséges, hogy az id6fejlédés w < m/2
frekvenciardl induljon, arra szdmithatndnk, hogy ez a bomldsi mechanizmus magasabb
dimenzidkban is jelen van. Hogy ennek lehetdségét megvizsgaljuk, megkonstrudltuk a
kvazilélegz6 profilokat w = 0.3, 0.27, 0.22 frekvencidkra, kiilonb6z6 M-k esetén, a
D € [1,1.20] tartomdnyban. Szimuldcidink azt mutatjdk, hogy a staccato 1épések valGban
lathatok D # 1 esetben is, azonban csak elegendGen alacsony dimenzi6 esetén. A 2.11.
abran lathat6 egy tipikus gorbesorozat A = (0.0025 esetben. Habar A # 0, a kvaziléleg-
z0 megkonstrudldsakor csak paratlan harmonikusokat hasznéltunk a (2.41) egyenletben,
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hogy a sziikséges mennyiségd kvazilélegz6 profilt €szszerd id6 alatt el6 tudjuk allitani.
Emiatt azonban az abrén is lathatdan a frekvencia a kivélasztott értéknél valamivel maga-
sabb értékrdl indul az 1d6fejlodés sordan. Az dbrdk alapjdn lathatod, hogy D novelésével a
dinamika felgyorsul, a staccato 1épések egyre kordbbi idGpillanatokra tolédnak, mig elég
magas dimenziéban mar elvesznek az id6fejlédés korai, tranziens szakaszaban, amikor a
kezdeti profil megtaldlja a legkdzelebbi oszcillon profilt. Végiil meghataroztuk az id6fej-
16dés elinditasatol az egyes staccato 1épésekig eltelt id6t a dimenzidszadm fiiggvényében,
a harom kiilonboz6 frekvencidji kvazilélegzo és kiilonbozd M-k esetén. Eredményeink a
2.12. dbran lathatok. Azt latjuk, hogy az egyes 1épésekig eltelt id6k gyorsan csokkennek
D novelésével, €s viszonylag hamar elérik a kvazilélegzok kezdeti periddusidejét. Ek-
kor mar nincs értelme az adott staccato 1épésrdl beszélni, hiszen a frekvencia valtozasa
nem definidlhat6 az oszcillon periddusidejénél rovidebb iddskaldkon. A staccato 1épések
megkiilonboztethetetlenné vilnak az oszcillon id6fejlédésének korai tranzienseitdl.

Megjegyezziik, hogy az oszcillon dinamik4janak felgyorsuldsa a dimenziészdm no-
vekedtével konzisztens a magas frekvencids tartomanyban megfigyelt viselkedéssel (14sd
2.8. abra).

2.4. Konklazio

Klasszikus vizsgalataink soran az oszcillonok bomldsi mechanizmusainak dimenziészam-
fliggését vizsgiltuk. Egy kordbbi médszer médositdsdval kvazilélegzd profilokat konstru-
altunk a (D + 1) dimenzids deformalt sine-Gordon modellben ((2.38) egyenlet), melyeket
az idofejlesztés kezdeti konfiguracidinak hasznéltunk. A médszer kiilondsen j6l miikodott
a magas frekvencids tartomédnyban, ahol energia-frekvencia gorbék szdmitasaval a hirte-
len bomldas kritikus frekvencidjat kerestiik. Demonstraltuk, hogy az ezzel a mdédszerrel
megtalalt kritikus frekvencidndl az oszcillonok valéban hirtelen bomlanak az id6fejlédés
sordn, mig az energia-frekvencia gorbék minimuma, €s a hirtelen bomlés eltlinik D < 2
esetben. Eredményeink 0sszhangban vannak az irodalomban fellelheté eredményekkel.

A fejezet méasodik részében alacsony frekvencids kvazilélegzok id6fejlodését vizsgal-
tuk a ¢* taggal deformalt sine-Gordon modellben. Kérdésiink az volt, hogy a [32]-ben
megfigyelt staccato bomlas létezik-e D > 1 dimenzidban is. D = 1 dimenzidban ugyanis
a staccato bomlas egy robusztus és éltalanosan el6fordulé mechanizmus: [32]-ben akkor
is sikeriilt megfigyelni, mikor az id6fejlesztést nem egy finomhangolt, oszcillonhoz koze-
li konfiguraciébdl inditottdk, hanem példaul alacsonyenergids kink-antikink titk6zésekkel
hoztak 1étre oszcillont. A mi eredményeink azt mutatjdk, hogy a staccato 1épések fel-
gyorsulnak a dimenziészdm novelésével; D = 1.2-ben mar minden 1€pés olyan gyorsan
torténik, hogy a staccato karakterisztikdk mir nem megkiilonboztethetdk a korai dina-
mika tranzienseit6l. Emiatt a staccato bomlds nem figyelhet6 meg magasabb, fizikailag
relevans (egész) dimenzidkban, legalabbis az 4ltalunk vizsgédlt modellben.

Magasabb dimenzids staccato bomlds megfigyeléséhez egy lehetGség lenne olyan fi-
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2.11. abra. Az w = 0.22, A = 0.0025 paraméterti kvazilélegzd idfejlodése kiilonbozé D di-
menzidszdmok esetén. Lathat6 az id6 skala csokkenése a dimenzidszdm novekedtével. D = 1.02
esetén a staccato 1épések még tisztin lathatok, D = 1.08 és D = 1.13 esetén még felismerhetdk,
de D = 1.13 esetén az n = 4-hez tartozd staccato 1€pés mar eltlinni latszik. D = 1.2 esetén a
staccato bomlds karakterisztikus jelei mar alig felismerhetok, de tovdbbra is lathaté a sugarzasi
amplitidé hirtelen felugrdsa, amikor a frekvencia m /2 folé ér.
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2.12. abra. Az egyes staccato 1épésekig eltelt idG.

nomhangolt potencidlok vizsgdlata, ahol az oszcillon bomlas elegendGen lassi ahhoz,
hogy a staccato 1€pések kozott eltelt idd hosszabb legyen az oszcillon periddusidejénél.
Val6ban lehetséges nagyon hosszu élettartami oszcillonokat 1étrehozni a potencidl finom-
hangoldsédval [33], azonban minden ismert esetben w > m /2.

Tovabba a kovetkezd intuitiv érvelés miatt azt gondoljuk, hogy egy ilyen finom-
hangolds rendkiviil nehéz, hacsak nem lehetetlen. Az oszcillonok sugarzasit az elmé-
let nem-integralhatosaga okozza. Integralhaté elméletekben, mint amilyen a sine-Gordon
modell D = 1 esetén, a lokalizélt gerjesztések — a 1élegz6k — stabilak. Ezért kell egy
integralhat6sag-sértd A paramétert adni a sine-Gordon potencidlhoz, hogy D = 1 dimen-
zi6s elméletben is 1athat6 legyen a staccato bomlds. A dimenzidészdm novelése szintén
megsérti az integralhatésagot, még A = 0 esetben is. Numerikus eredményeink azt mu-
tatjak, hogy D novelésével a staccato 1€pések felgyorsulnak, €s hamarosan eltlinnek még
a A = 0 esetben is, ahol D = 1 esetén a modell integralhatd. A megfeleld kvazilélegzd
kezdeti konfiguracidként valé hasznalata segit a kezdeti tranziensek lecsokkentésében, de
a staccato bomlds ebben az esetben is megkiilonboztethetetlenné valik a tranziensektdl,
még jéval a D = 2 érték elétt. Osszefoglalva, a staccato bomlds valészintileg csak az egy
dimenziés modellekben figyelhet6 meg, ugyanakkor eredményeink alapjdn nem zéarhaté
ki olyan finomhangolds, amivel speciélis esetekben magasabb dimenzidban is megmarad.

Az oszcillonok klasszikus dinamikdjat 6sszefoglal6 sematikus "fazisdiagram" az w —
D sikon a 2.13. dbrén l4thaté.
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2.13. abra. Az oszcillon dinamika fazisdiagramja (m = 1). Az id6fejl6dés soran a frekvencia
novekszik, igy a frekvencia tengely megfeleltethetd az id6 tengelynek. D > 2 és w > 1/2 esetén
a dinamika egyszerd: a frekvencia konnyen szimuldlhat6 id6skalan novekszik, mig eléri a kritikus
frekvencidt, ahol az oszcillon hirtelen dsszeomlik. A kritikus frekvencia felett instabil dllapotok
vannak, melyek rovid id6 alatt a kétféle bomldsi médus koziil az egyikkel elbomlanak. D < 2 eset-
ben az oszcillon a tomegkiiszobhoz tetszélegesen kozel keriilhet, mivel nincs kritikus frekvencia.
A tomegkiiszob kozelében a sugarzas exponencidlisan el van nyomva, igy ebben a tartomanyban
az oszcillonok élettartama rendkiviil hosszi. Az w < 0.5 tartomdny magasabb dimenziékban a
dinamika felgyorsuldsa miatt nem figyelhetd meg, a tranziensek rovid id6 alatt w > 0.5 f6lé viszik
a frekvenciat. A staccato bomlds az w < 0.5 frekvenciatartomdnyban, csak alacsony dimenziok-
ban figyelhet6 meg, és joval D = 2 elérése el6tt eltlinik. Ez a bomldsi mechanizmus azonban
D = 1-ben robusztus, konnyen megfigyelhetd, ezért ezt a tartomanyt az dbran vastag vonallal
jeloltiik.



3. fejezet

Kvantumtérelmélet

A dolgozat mésodik felében az oszcillonok kvantumos dinamikajat vizsgéljuk, kiilonos
hangsulyt fektetve az 1 + 1 dimenzids elméletekre, ahol kdlcsonhato integralhaté model-
lek is 1éteznek. Bemutatjuk az ezek megoldasara fejlesztett megkozelitéseket, és a klasszi-
kusan mar vizsgélt sine-Gordon modell kvantumos tulajdonségait, tovabba a klasszikus
és kvantumos vildgot dsszekotd szemiklasszikus modszereket. Végiil ismertetjiik a sine-
Gordon modellben eredetileg stabil 1€legz&k perturbécié hatdsara valé bomlasaval kap-
csolatos eredményeinket.

3.1. Elméleti osszefoglalo

A kvantumtérelméletben a szabadsagi fokokat leiré mezdk operator értékd disztribiciok.
Val6s skalarmezdk kvantumdinamikdjanak perturbativ vizsgélata sordn a kiindulépont a
Klein-Gordon (vagy szabad) elmélet, melynek Hamilton operétora

2 2
e [y (@) 5 () ) e

A mez6t Fourier térben

D
o(x) = /d_p; (apeimc + aLefip”’) (3.2)

2P 2y

alakban irhatjuk, ahol wf, = p? + m?, aL a p momentumdu sajtdllapotok keltd operatora,

a, pedig tetszGleges p esetén eltiinteni a |0) vakuumot, mely a legalacsonyabb energid-
ju sajatallapot. A 1éptetd operatorok segitségével az elmélet spektruma, tovabba a mezd
1dofejlddése is felirhatd. A késébbiekben sziikségiink lesz az tin. Feynman propagétorra
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ahol T az id6rendezé€s operatora: az utdna kovetkezd operatorokat balrdl jobbra id6ben
csokkend sorrendbe kell rendezni. A Feynman-propagdtor un. 2-pont fiiggvény, vagy 2-
pont korreldtor, mivel két mez& operétor vakuum vérhaté értékeként 4ll els. Altaldban n-
pont fiiggvénynek hivjuk az n darab mezd operator beszirasaval kapott vdkuum vérhat6
értékeket.

A legtobb esetben az elméletet azonban nem szabad, hanem kolcsonhatd, ilyenkor a
Hamilton operétor gyakran a kovetkez alakban irhat6

ahol a kolcsonhat6 tag a A csatoldsi dllandotdl fiigg. Ha A << 1, akkor az n-pont fiiggvé-
nyeket \-ban sorbafejtve szamithatjuk, ez a Feynman-féle perturbaciészamitds. Az erre
vonatkoz6é Feynman-szabdlyok a szakirodalomban megtaldlhatok, 14sd pl. [38].

Kisérletileg ellendrizhet6 joslatokat a szérdsi folyamatok vizsgalataval tehetiink. Ha
egy szordsi folyamatba beérkezs részecskék impulzusait {p; }-vel, a kimend impulzusokat
pedig {p; }-vel jeloljiik, akkor az erre a szérdsra vett tin. S-métrix elem

fdpstpid), = ot SHpid) (3.5)

ahol a [); a végtelen tdvoli miltban vett, a [)  a végtelen tévoli jovSben vett, a ) pedig Hei-
senberg képbeli szabad részecske allapotokat jelol. Az S-matrix trividlis, és a kinematika-
tol fliggd részét kiilon szokds valasztani a kdlcsonhatastol fiiggd résztdl, €s a kovetkezd
alakban felirni

Ut S pih) = 1+ 0% (Y pi =S p) MUt = s} . GO

ahol M az 1n. invaridns matrixelem, mely Feynman-diagramokkal szamithat6, és amely
a mérhet6 mennyiségek (pl. szordsi hatdskeresztmetszet) szamitdsanal hasznos.

A dolgozat tovabbi részében 1 + 1 dimenzids elméletekkel foglalkozunk. Ekkor az
egyes részecskék impulzusai paraméterezhetdk az tn. € rapiditasvéltozokkal

pi = (m; cosh6;, m; sinh §;) , (3.7)

ekkor az E? — p? = m? relativisztikus diszperzis reldcié automatikusan teljesiil. Egy
térdimenzidban a részecskék egy egyenesen mozognak, ezért egy tobbrészecskeallapotot
egyértelmiien meghatdroz a részecskék sorrendje, és impulzusaik, ezért egy ilyen allapo-
tot a kovetkezd alakban szokds felirni

‘Aal (91>A(12 (92)14(171, (97’1/)> Y (3'8)

ahol az a; index kiilonboz6 részecsketipusokat jelolhet. A beérkezd allapotok esetén, mi-
kor még egyetlen sz6rédds sem tortént 6, > 0y > ... > 0, mig kimend allapotok esetén,
mikor mar az dsszes szorddds megtortént 6 < Oy < ... < 6,,.
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3.1.1. S-matrix elmélet

Gyakran lehetséges az elmélet spektrumara vonatkozé kovetkeztéteseket levonni anél-
kiil, hogy az azt definidl6 hatdst6l indulndnk. Ehelyett axiomaként kimondjuk az elmélet
S-matrixaval szemben timasztott elvarasainkat, és ezekbdl onkonzisztens moédon hataroz-
zuk meg az S-madtrixot, amelybdl pedig az elmélet spektrumadra is kovetkeztethetiink. Ez
az ugynevezett "bootstrap" megkozelités. Az elméletnek csak néhény, a tovdbbiak bemu-
tatdsdhoz sziikséges pontjat ismertetjiik a [39, 40] forrdsok segitségével. A tovabbiakban
integralhaté modelleket vizsgdlunk. Megmutathatd, hogy az integrdlhat6sag er6s megszo-
ritasokat jelent az S-matrix tulajdonséagaira. Ezek a kovetkezok:

* A szoérasi folyamatok elasztikusak, a bemend és kimend allapotok ugyanannyi ré-
szecskét tartalmaznak, ugyanazokkal a tomegekkel és kvantumszdmokkal.

* A kimend impulzusok halmaza megegyezik a bemend impulzusokkal.

* A tobbrészecske szordsok kétrészecske folyamatok szorzataként értelmezhetdk, az-
az az S-métrix faktorizalodik.

Az S-matrix elemeket a kovetkezd egyenlet definidlja.
| Ak(2) Ai(61)) = S5 (612) [ Ai(61)A;(62)) (3.9)

ahol 0,5 = 0, —0,. Bér fizikailag 0, » € R, az S-madtrix fontos informdaciét tartalmaz 6-ban
a teljes komplex sikon, igy S-et 6 komplex fiiggvényének tekintjitk. A kifejezést a 3.1a.
abra szemlélteti. Az integrdlhat6sag tovabbi kovetkezménye, hogy a szérdsi folyamatok
sorrendje a 3.1b. dbra szerint felcserélhetd, a megmaradé toltések ugyanis olyan transzfor-
maciok generdtorai, melyek a részecskék helyét kiillonbozé mértékben valtoztatjdk meg.
Ennek matematikai kovetkezménye a Yang-Baxter egyenlet

T (01,02, 03) = Sh(023)Spp (013) S (612) = Sy (612)Sie(013) S5ie(fa3) . (3.10)

ijk

mely a sine-Gordon modell spektrumédnak meghatarozasandl kiemelten fontos [41]. Egy
olyan szérasi folyamatban, ahol egy virtudlis kozbeesd dllapot teljesiti a relativisztikus
diszperziés relaciot, az S-matrixnak polusa van. Integrdlhaté esetben a pdélusok csak
0 = iuf, alakdak lehetnek, ahol u, € [0, 7], az S-matrix aszimptotikus alakja a p6lus
kozelében pedig

WYVl

s n )

ahol v az A;, Aj és A, részecskék kozotti csatolds. llyenkor az A, részecske tekinthetd
az A; és az A; részecskék kotott dllapotdnak. A fentieket a 3.1c. dbra szemlélteti.

Si~ (3.11)



3.1 Elméleti osszefoglald 30

Ax(82) A(84) I m n I'm n m n A A
c : f
= a = a Ap
*’ °
Ai61)  AiB2) i ki koo ik A A
(a) S-matrix elemek (b) Yang-Baxter egyenlet (c) Kotott allapotok
3.1. abra

A kotott dllapot tomege az s Mandelstam-invaridns segitségével szamithat6 legegy-
szeriibben:
s = (p1+p2)° =mj =mi+ m? + 2m;m; cosh § , (3.12)

azaz
2

m, = m? + m? + 2m;m; cos UZ . (3.13)

Ez egy koszinusz-tétel, melyben a haromszog oldali m,,, m; és m;, és az m,, oldallal
szemben 1€v0 Kiilso szog w;;. Ezt szemlélteti az Gn. tdmeg haromszog a 3.2a. dbran. A
kifejezés szimmetridjabol az is leolvashato, hogy A; is tekinhetd A; és A,,, A; pedig A;
és A, kotott allapotanak ("nukledris demokracia" [42]).

Tovabbi fontos Osszefiiggés olvashatd le a 3.2b. dbrardl a kotott allapotok S-matrix
elemeire vonatkozéan, melyek az aldbbi médon fejezhetdk ki az allapotot felépitd ré-

szecskék matrixelemeivel

Sin(0) = Si; (0 +iut,) S (0 — i) . (3.14)

(a) Tomeg haromszog (b) Kotott dllapotok S-matrix elemei

3.2. abra

3.1.2. Form faktorok

Egy O(x) operdtor tn. form faktorait (alaktényezdit) a kovetkez6 médon definidljuk

2%

J15J25+++50n

(61,03, .. 6) = (0] O(0) | Ay, () A (62).-. A5, (6)) . (3.15)
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Ezeket a fiiggvényeket szintén a valtozoik komplex fiiggvényének tekintjiik. Az S-madtrix
hatdsdnak részecskék felcseréléseként vald interpretaci6jabol adédéan a form faktorok
eleget tesznek bizonyos axidomaknak. Ezek a kovetkez8k

FO (017"'9ia9i+17“'79n) :S

@
JlseesJisJit1se-sdn JirJit1 (9% - 9i+1)Fj17...,ji+1,ji Jn (017 -~-0i+1, 91, en)

-----

ResFi0, 5, (0 +im,0,01,..0,) = i (1 - H S (0 — ei)> FO . (01,...,6,)

) 1 c—7 - O
E{ZGOSF;JJL-"JTL(Q ity — 6,0 — iy, + 6,01, ..., 0,) = ivSFe L (6,61,...,0,) .
(3.16)
Az elsd axioma a 3.3. dbra segitségével motivalhat6: két részecske felcseréléséhez egy

S-matrix faktort is be kell illeszteniink.

81 6 B 6y

3.3. abra. Az els6 form faktor axiéma szemléltetése
A tovéabbi form faktor axiomék szemléltetése megtaldlhat6 a [39, 43] hivatkozdsok-
ban. A fenti axiomék és az elmélet S-matrixdnak ismerete altaldban elegendd informacio

bizonyos operdtorok form faktorainak kiszdmitdsdhoz. A munkdnk sordn az axiémdkat a
numerikusan implementalt form faktorok' ellendrzésére hasznaltuk.

3.1.3. A kvantumos sine-Gordon modell

A kvantum sine-Gordon modellt a klasszikus (2.20) esettel megegyezd hatds definidlja

1
S = /d2:17 {5(&;5)2 + p(cos(Bp) — 1)} : (3.17)
A modell ismertetéséhez bevezetjiik az in. renormalt csatoldsi dllandét
52
52871_—_52,1'13.5< V8m . (318)

L4sd 3.3. fejezet, és C fiiggelék.
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A modell spektruma kvantumosan is tartalmazza a klasszikus modellben megismert
szoliton-antiszoliton pért, melyek M tomege a p csatoldssal a kovetkezd kapcsolatban

all [44].
Y 2 <§%> (\/7?1'*
al’ (ﬁ)

A teljes spektrum meghatdrozdsahoz elGszor a szoliton-antiszoliton S-maétrixot kell meg-
vizsgalni. Ez teljesen meghatdrozhat6 a "bootstrap" megkozelitéssel, ha felhasznaljuk a
modell O(2) szimmetridjat is, mely a topologikus toltéssel kapcsolatos, tovabba a (3.10)
Yang-Baxter egyenletet. Az igy kapott szoliton-antiszoliton S-matrixnak polusai lesznek,
ezen polusok vizsgélatdval kaphatok meg a klasszikus 1élegz6knek megfeleld kvantumos
1élegz6 dllapotok tomegei a 3.1.1. fejezetben ismertetett médon, azaz a 1élegz6k tekint-
hetdk szoliton-antiszoliton kotott dllapotnak. A fenti médszert kovetve a 1€élegzé spekt-
rum [39,41,45]

(3.19)

mn:2MsinnT7T€, n=1,..,[1/¢. (3.20)
A kvantumos modellben a 1élegz6 spektrum a klasszikussal ellentétben mar diszkrét, a
1élegz8k szdma n,,., = [1/£]. Meglepd, hogy elegenden nagy csatolds esetén a modell
spektrumabdl eltlinik az 6sszes 1€legzd dllapot. A kés6bbiekben sziikségiink lesz a By By,
(B az elsd, By, a k-adik 1€legzd) szords S-matrixdra [39,46]

sinh(6) + i sin W(k;rl)g sinh(6) + i sin %

. (3.21)
sinh(f) — i sin W(kgl)g sinh(f) — i sin W(k;)g

S1k(0) =

A By 1élegzd tekinthetd a By és a By, 1élegzdk kotott dllapotanak, az ezen harom alla-
pothoz tartozé harom-pont csatoldst az S-matrix megfelel helyen vett reziduuma adja

2tan % tan %
) (3.22)

Wl=—i [ Res Si(0) =
Tk Z\/eiﬂ(k+l>§ lk( ) tan7r7E
2

3.1.4. Form faktor perturbaciészamitas (FFPT)

A magasan fekv0 energiasajatallapotok bomlédsa alacsonyabb energidju allapotokra bér
kinematikailag megengedett lenne, a megmarad¢ toltések miatt ezen dllapotok is stabilak.
Azonban ha a hatdshoz hozzdadunk egy perturbaciét, amivel megsértjiik az integralhat6-
sagot

S = Sipm — A / d*z¥(z) , (3.23)

akkor az eredeti modellben stabil részecskék mar bomlanak. A szokdsos Feynman-féle
perturbaciészamitds sordn azt hasznéljuk ki, hogy a nem kolcsonhaté Hamilton-operator
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sajatbazisa ismert, és ebben a bazisban a kdlcsonhatdsi operator matrixelemei kiszamolha-
tok. Mivel a kvantum sine-Gordon modellben ismerjiik az integralhaté Hamilton-operator
sajatdllapotait, és ebben a bazisban métrixelemek is szdmolhatok (ezek a form faktorok),
a szokdsos Feynman-féle perturbaciészamitashoz hasonlé perturbdcidészamitds végezhe-
t6, de most az integralhaté modell koriil [39,47]. A részecskék bomldsi ratdja a Fermi-féle
aranyszabdly segitségével szdmithat6. A W operdtor hatdsara egy allo, c tipusu részecske
a és b tipusura valé bomlési ratdjara a kovetkezd kifejezés adodik [48,49]

2
FC\gb (Z.7T, et(lcab)7 eécab)> ’

sinh gL

Loty = N221 00 (3.24)

2
mams

A 2'7% faktor oka, hogy azonos részecskék esetén a kétféle végallapot megkiilonboz-
tethetetlen, igy nem kell kétszer szdmolnunk. A bomlasi rita kifejezésében megjelend
rapiditdsok az energia €s impulzus megmaradasbol szamithaték

mg sinh Héc“b) + my sinh 01()0”“6) =0,

(3.25)
m, cosh Hc(f‘“’) -+ m,, cosh ngcab) =m,.
A késobbiek soran a kovetkezd form faktorokat fogjuk vizsgélni
Fe s (01, 00,0,) = (0] €79V | By (61) B, (65)... By, (6)) - (3.26)

Ezen form faktorok kiszdmit4si médjat a C fiiggelékben mutatjuk be.

A dolgozatban kétféle bomlést vizsgalunk majd, a B3 — B1B; ésa By — B1B;
bomldsokat. Kénnyen ldthatd, hogy amikor 1étezik a B3 vagy B, 1élegzd, akkor annak
bomldsa kinematikailag engedélyezett (mg > 2m, és my > 2mq, ha B3 vagy B, létezik
az adott csatolds esetén), mig a By 1élegzd tdl konnyd, hogy 2 B; 1élegzére bomoljon.
A 1élegz6k bomlasat paritdsi tulajdonsiagok is befolydsolhatjdk, a 1élegzk C-paritdsabol
kovetkezben a By — BB, bomldsa z-ben paros perturbal6 operatorok hatasara példaul
tiltott.

A B3 — B B; bomlés vizsgalatahoz a kdvetkezd perturbal6 operatort tekintjiik

1 _
Uy(z) = sm<§¢(m)) = Faqill =9 <F311/12 - F31i/2> : (3.27)

Kiskél4dzva a form faktor energiadimenziéjat, a B3 — B B; bomlasi ritara a kovetkez6
kifejezés adodik

A s2
F3—>11 = M ( 4+3§) 3 ) (3'28)

M 2+2¢ ms\2 m m 2
() 3/ () -1
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ahol .
EL(em, 6., —0,
S311 = [Find $ ) : (3.29)
M2+
amely csak ¢ fliggvénye. Tovabba (3.25)-bdl
371'5
S —_—
2coshf, = 3 — B0 ﬂg . (3.30)
my sin &=

A B, — B;B; bomlés esetén a kovetkezd perturbald operatort vizsgaljuk

1 _
Uy (x) = cos (ggb(x)) _— Ffﬁ =3 <F411/12 + F4ﬁ/2> , (3.31)
in 2
2coshf, = M4 _ 50 f , (3.32)
my sin =

és s411 hasonldan definidljuk, mint s3;;-et.

Mivel s311(§) és s411(€) hatdrozzdk meg a bomldsi rata nemtrividlis részét, ezek meg-
feleléen pontos meghatarozasa elengedhetetlen a vizsgalatainkhoz. Az altalunk numeri-
kusan meghatérozott fliggvények megtalalhatok a 3.3. fejezetben.

3.2. Szemiklasszikus kozelités

A klasszikus és kvantumos elméletek kozotti tmeneti leirdsokat szemiklasszikus kozeli-
téseknek nevezziik. Ezen mddszerek gyakran segitenek megérteni a kapcsolatot a klasszi-
kus és a kvantumos modell spektruma kozott, és ezzel a klasszikus spektrum ismerete
altal kozelebb keriilhetiink a kvantumos modell megoldasdhoz. A szokdsos, un. WKB
modszer leirdsa megtaldlhaté a D fiiggelékben. Az aldbbiakban bemutatom Hertzberg
szemiklasszikus médszerét [ 18], amely a klasszikus oszcillonmegoldds /-ban vezet6 ren-
dl kvantumkorrekciéit targyalja.

A modszer bemutatdsa el6tt elvégziink egy rovid dimenzidanalizist, hogy az FFPT
modszertdl eltérd konvencidk ellenére a két modszert 6ssze tudjuk hasonlitani. A médszer
sordn végig nyomon kovetjiik az elemi gerjesztések m tomegét, és a h Planck-allandot.
Ekkor

(2] = [1]- [E]" =1[1] . (3.33)

Tekintsiik a kovetkezd hatast

s— [ {(%)—5n¢—wwﬁ. (3.3

A kolcsonhatdsi potencidlban az egyiitthatékbdl kiskaldzzuk az energiadimenzi6t

Z —T men g™ . (3.35)

=3
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Ez a kovetkezOképp torténik. A (3.34) egyenlet két oldaldn a dimenziék megegyeznek,
ezért a derivalt tagbdl

(A =[R2 (BP0 [0 = [d] = [E]= - [1]F . (3.36)
Ezutdn meghatdrozhat6é az m paraméter dimenzidja
(A = (A [ [m)? - (B2 (AP = [m] = [E] - [W] 7" (3.37)

A = [ [ B [ (B = 6= 25 nd, (39)

mivel a csatoldsok dimenzi6jabdl az energiat kiskalaztuk. Tovabba

d

] = [A)dten= 50 = )L (3.39)

w3

azaz
] = [7]712, (] = [R]71, 5] = 7] 722, Dol = [1]72. (3.40)
A szemiklasszikus esetben a d = 2 eset vizsgélatdra sztikitkeziink, igy a kolcsonhatas
alakja’
1 A A A A
Vi(9) = gm®¢* + Srm?e’ + JrmPel + Srme” 4+ SomPef (3.41)

A mddszer 1ényege, hogy a klasszikus oszcillont hdttérmezdnek tekintjiik, és ezen a hat-
téren végezziik el a kvantdlast, ezért a mez6t a kovetkezd alakban irjuk fel

O(t, 1) = Gose(t, ) + O(t, 2) | (3.42)

~

ahol ¢, a klasszikus oszcillon hattér, ¢ pedig ennek a kvantumkorrekcidja. A perturba-
ciészamitds elsd rendjében ¢ mozgdsegyenlete a Heisenberg képben

020 + 02 + MG + D(Pose) = 0, (3.43)

ahol ®(¢,s.) = V/ (¢osc). A magasabb rendi tagok elhanyagolasa azt jelenti, hogy fi-ban
els6rendd, azaz szemiklasszikus vizsgalatot végziink. A kovetkezd 1épés, hogy a térbeli
koordinétdrol 4ttériink Fourier-térbe

. . dk’ - o
b+ utn+ [ Goblk— K)o =0, (3.44)

2A potencidl sorfejtését hatodik rendig végezziik, mivel — mint l4tni fogjuk — az ennél magasabb rendii
tagokbdl h-ban magasabb jarulékok szarmaznak.
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ahol w? = k? + m?. Nemkolcsonhato esetben az utolsé tag nincs jelen, ilyenkor a megol-
das trividlis, a ggk operator csak a k£ impulzusu keltd és eltiintetd operdtorokat tartalmazza.
A kolcsonhatds azonban "0sszekeveri" a médusokat, és a megoldést a kovetkezd alakban
kereshetjiik

=Vh / —a,vg(t) + hec. (3.45)
ahol az a, operatorok eltiintetik az oszcillon hattérmez6hoz tartoz6 kvantum allapotot
aq,|¥) =0, (3.46)

és teljesitik a kanonikus csere relaciot

[aq, H (2m)d(q—¢') . (3.47)
A vy, egyiitthatok mdér klasszikus véltozok, melyek a kovetkezo egyenletet elégitik ki

dk’ -
Q?vqk + wi? Ugk + / 2—(I>(k Evge =0. (3.48)

A kezdeti feltételeket ugy vélasztjuk, hogy ngS a t = 0 id6pillanatban a nemkdolcsonhatd
allapotban legyen:

1
0k(0) = —7—=(2m)3(q — k). (3.49)

8tvqk(0) = —iwkvqk(()) .

Az oszcillon 4ltal kisugarzott energia éppen a $ kvantummezg8ben tarolt energia, amit A
rendig a nemkolcsonhaté Hamilton-operator segitségével szdmithatunk.

1 N2 o1 N2 1 gy
H=o (06) +5 (0:0) +m??. (3.50)
2 2 2
A hattérmez6hoz tartozé dllapotban ennek varhat6 értékét véve, és tér szerint kiintegralva

kapjuk az oszcillon éltal kisugarzott energidt

hofdgdk
E(t):/dx<\lf|’H,|\If):§/2q2 [|atvqk| +wllogl?| - (3.51)

A moddszer neheze a (3.48) egyenlet megolddsa. Hertzberg a csatoldsi dllandékban per-
turbativ megoldast ad az ¢ — 0 hataresetben, az oszcillonok kisamplitidos sorfejtését is
felhaszndlva, ahol az oszcillont a kovetkez6 alakban irjuk fel

Posc(t, ) = ¢e(x) cos(wt) . (3.52)
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A ¢.(x) fuggvény tetszSleges modellben felirhatd, a késdbbiekben csak a sine-Gordon
modellbeli alakjdra lesz sziikségiink.® Az oszcillon bomlési ritdjara ad6dé kifejezés a

3 — 11 esetben
IM(3¢ = 20)°h 1 [ dag?

'3 = (3|>227 2kroq Eose 7

ahol k,.4 egy rezonanciafeltételbdl adéddan kielégiti a

\/kfad+m2—m7w—37m = (3.54)

feltételt. Emiatt az ¢ — 0 limeszben

MBd—20)7  h [ dagf
m (3')227\/5 Eosc ’

(3.53)

(3.55)

F3%11 -

ahol M (3¢ — 2¢) a 3¢ — 2¢ szdrés szorasi amplitiddja, mely Feynman-diagrammok
segitségével kiszdmithatok. Ezt a 3.3.2. fejezetben végezziik el. A 4 — 11 boml4si rata

h 1 [dag?
(4')229 2krad Eosc 7

4
k2, +m? = % —omV1—é, (3.57)

azaz az ¢ — 0 limeszben

Ly = [M(4¢ — 20)|? (3.56)

ahol k,,4 most

Mo = 20) k[ dzge

3.58
m (4‘)2210\/§ Eosc ( )

F4—>11 -

A szérasi amplitidé most is Feynman-diagrammok segitségével szamolhat6.

3.3. Eredmények

Ebben a fejezetben a kétfrekvencids sine-Gordon modellt vizsgéljuk, melyet a
2, 1 2 2 2 B
S=[d x§(8¢) +p | d*zcos(Bo) + A [ dx cos §¢ + 9 ) +const.  (3.59)

hatés definidl.* \-t kis értéken tartva a modell tekinthetd a sine-Gordon modell perturb4-
ci6janak. A # 0 esetben a modell mar nem integralhatd, igy a sine-Gordon modellben

3Lasd a 3.3.2. fejezetet
4A konstanst tigy szokds megvilasztani, hogy a vakuum energidja nulla legyen. Ez szabadon megtehetd,
hiszen fizikai jelentése csak az energiakiilonbségeknek van.



3.3 Eredmények 38

az integralhatésag miatt stabil 1élegz6 éallapotok a kétfrekvencids modellben méar nem
stabilak, hanem bomlanak. A bomlasi rata kiszamitasara 1étezd kétféle mdodszert a 3.1.
fejezetben bemutattuk: az FFPT tetsz6leges & csatolds esetén hasznalhatd, mig Hertzberg
modszere szemiklasszikus, azaz csak a ¢ — 0 esetben ad megbizhatd eredményt. Ezért
ebben a hatdresetben vizsgdljuk a két médszert, és azok konzisztencidjat. Megjegyezziik,
hogy ¢ — 0 limesz ekvivalens a § — 0 limesszel.

A renormalt csatolds £ — 0 esetben

B P ’
== O (3.60)

a szolitontdmeg a csatoldssal kifejezve a (3.19) egyenletbdl

v E Gsm) (m (555)\ 77 _svi L0, (s
V7l (SW 52> 2 <§> ’

amely kis csatolds esetén megegyezik a szoliton (2.24) klasszikus tomegével. A kvantu-
mos lélegz8k tomegét dsszevetve a klasszikus tomeggel

= 2Mg sin ( Wg) 16%%5—2 =nf/p — Mp(e) = o \/_ ,  (3.62)

amelybdl az n-edik 1élegz6hoz tartozo klasszikus amplitidéparaméter

2
€+ 16ﬁ (3.63)

3.3.1. Az FFPT bomlasi rata szemiklasszikus limesze

A C fiiggelék alapjan
Ff 101, ,62) = Ga(B) H eg L QU (" d) (364

Az egyes tényezOk definicidja megtaldlhat6 a C fiiggelékben. A bomlési ratdhoz a form
faktor fliggvényt meghatarozott rapiditasértékeknél kell kiszamitani, igy az egyes ténye-
z6k mdr csak ¢ fiiggvényei. A szemiklasszikus bomldsi rdta kiszdmitdsdhoz a £-ben els6-
rendi tagokat kell venni, melyek kiszdmitdsa hosszadalmas, és helyigényes, ezért csak az
s(&) figgvényeket és a bomlasi ratara kapott végeredményt kozoljik majd. Az egyetlen
nemtrividlis feladat az

. b (£4) sinh (£51¢) sinh (&
fg(@)z(%Xp(/o %4(;0511{(1—@) ]Smh(?t) sinh (*577) Smh(z)) (3.65)

7 sinh?t




3.3 Eredmények 39

fliggvény & szerinti sorbafejtése. Altaldban a sorbafejtés és az integrélds sorrendje nem
felcserélhetd, mivel azonban az integral nem végezhetd el analitikusan, ezért el6szor sor-

bafejtettiink
N % i0 ] sinh?(%)

Ekkor az integral mér elvégezhetd, az eredmény

fe(6) ~ exp (%g) . (3.67)

Az integrélas és a sorfejtés felcserélését eredményeink konzisztencidja validélja.
Megjegyezziik, hogy a numerikus szdmitdsokhoz hasznalt form faktorokra ellendriz-
tiikk a (3.16) form faktor axiémék teljesiilését.

A 3 — 11 bomlas

Ebben az esetben 6 = —m/2 a (3.59) egyenletben, azaz (3.27)-et vizsgéljuk. A teljes
s311(§) fiiggvény a relevéns csatoldsi tartomanyban, és a fiiggvény £ — 0 sorfejtett alakja
a 3.4. abran lathato.

121

O Numerikus ®
*x  Sorfejtés
-6 L lllesztés

®

S311(9)
1S

o = 3.4969 + 0.028%
B =230.7705 + 1.5%

I I | .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 10° 10
€ 3

5 3

10° 10”

(a) Az s311(&) fiiggvény (b) Az s311(€) fiiggvény £ — 0 esetben

3.4. abra

A numerikusan szamitott pontokra
In s311 = B+ aln§ — 8311 = era (3.68)

alaku fliggvényt illesztettiink. Az illesztési paraméterek a 3.4b. dbran lathatok, és majd-
nem tokéletesen megegyeznek a sorfejtésbdl szamitott

s311(€) =~ 237.972- €72 ' ha¢é — 0 (3.69)
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fiiggvény paramétereivel. Ennek felhaszndldsdval, és a (3.28) egyenletben a tobbi fak-
tor sorfejtését is Osszegyljtve, a bomldsi rata £-ben (és (5-ban) vezetd rendd alakjira a
kovetkezo kifejezést kapjuk

FFF ~ )\2 '5\/57'{'11/2. 11/2:A—Z'ﬁ'ﬁ11%889'10_7'A—2‘611 (370)
3—11 M3/2 \/5 . 96 ,LL3/2 222 .3 ’ MS/Q : .

A4 — 11 eset

Ebben az esetben 6 = 0 a (3.59) egyenletben, azaz (3.31)-et vizsgdljuk. A teljes s411(§)
fliggvény a relevans csatoldsi tartomdnyban, és a fliggvény ¢ — 0 sorfejtett alakja a 3.5.
abrén lathato.

03

O Numerikus
/\ \ 5 x  Sorfejtés &
0.25 - \\‘ 107 ¢ lllesztés

o
©,
®

/

0.2

41100

0.15 F / |
/ \ 10

|
01f ‘ i
| 107 |
0.05 - ‘ 1018 F & a = 4.4943 + 0.067%
B =734.799 + 2.9%
I

_——

$412(9)

®

0 SV ‘ : | 107
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 10° 10 107 107
3 ¢
(a) Az s411(&) fiiggvény (b) Az 5411 () fiiggvény £ — 0 esetben
3.5. abra

A numerikusan szdmitott pontokra
Insqyy =B+ aln§ — S311 = era (3.71)

alaku fliggvényt illesztettiink. Az illesztési paraméterek a 3.5b. dbran lathatdk, és majd-
nem tokéletesen megegyeznek a sorfejtésbdl szamitott

s411(€) ~ 776.939 - Y2 ha&é — 0 (3.72)

fliggvény paramétereivel. Ennek felhaszndldsdval a bomlési rita £-ben (és [5-ban) vezetd
rendd alakjara a kovetkezd kifejezést kapjuk

FFF _ )\2 8]_7'('15/2

482 519 /10

15/2 /\2 34 15 -9 >\2 15
3 :W‘Qw\/g.ﬁ ~ 8.43-10 Wﬁ . (3.73)
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3.3.2. Hertzberg modszere a kétfrekvencias sine-Gordon modellben

A sine-Gordon lélegzd (2.26) kifejezése € — 0, azaz a kisamplitiddéju kozelitésben, a
(3.52) egyenlettel 0sszehasonlitva

4 e cos(mwt) 4e 1

= ¢ (z) = (3.74)

¢B(t, I)

B w cosh(mez) B w cosh(mez) -

Ennek hatvanyait kell majd kiintegrdlnunk ((3.55) és (3.58) egyenletek), amely megtehetd
analitikusan.

A 3 — 11 bomlas

Ebben az esetben a kdvetkezd potencialt vizsgaljuk

V(o) = u(1 - cos(@o+ o)) + asin(Glo+am ) +C 39

ahol ¢y és C' szerepe, hogy a potencidl minimuma nulla legyen, a ¢ = 0 helyen. Rovid
szamoldssal megmutathatd, hogy

2 ) A A2
by = E arc&n(—@) , C= a : (3.76)

A potencidlt a (3.41) egyenletnek megfelel6en sorbafejtve

2
F\8 W

1 ' TA2B 1 [ 15, AN .
( uBt + M)(b 5 | 58 1—(@) ¢+ ...
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azaz
2232 A\ 2
2 2 2
= — — 1— (2
m” =" — ¢ uﬁ[ (4u> ;
2
3 3 A
L ECN
3 — 2 g_ )
i 2
1= ()] - (2)
2
24 7 A
W T 21—z<@ (3.78)
M= - A

1 2 1 2 1

(a) (b) (0

1 2 3 1 2 3
()] (e)

3.6. abra. A 3 — 11 bomlés lefrasdhoz sziikséges Feynman diagramok

Az els§ diagramon a harom bemend 1d8b momentuma (m, 0), igy a két kimend labé
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<%m, i%m). Az A csucsbdl a C' csicsba mend propagator pac = (—%, —?m) mo-
mentumot, a C' csticsbdl a B csicsba mend pog = <%, —‘/75m> momentumot szallit, igy
a diagram értéke’
, 1 ) —iA3m?
(—iAgm?)*— ; =3 (3.79)
Pac — M pep — m? 4

Ha a kimend l4dbakat rogzitjiik, a bemend ldbakat hatféleképpen permutélhatjuk, igy ez
a diagram hatszoros sullyal szerepel a szordsi amplitidoban. A mésodik diagramon a

bemend és kimend momentumok ugyanazok, igy az A csicsbél a C' csticsba mend pro-

pagdtor momentuma most is pac = | —%, —ém) , de a C csuicsbol a B csicsba mend

propagdtor momentuma pcp = (—2m, 0), igy a diagram értéke
i i iAm?

(—i)\3m2)3 =
pic —m? pQCB —m? 6

(3.80)

Az A csicsba befuté 1dbat haromféleképp, az A csicsbdl kifutd 1dbat kétféleképp va-
laszthatjuk ki, igy a diagram hatszoros stllyal szamit a sz6rasi amplitidéban. A harmadik
diagramon a propagétor pg4 = (2m,(0) momentumot visz a B csicsbdl az A-ba, igy a
diagram értéke

1 —i>\3)\4m2

(—idgm?)(—iXsm?) (3.81)

p2BA—m2_ 3

Itt az A csticsba befuté labat haromféleképp vélaszthatjuk ki, igy a diagram haromszo-
ros sullyal szdmit a szordsi amplitidoban. A negyedik diagramon a propagator pap =

<—%, —\/75m> momentumot visz A-bél B-be, igy a diagram értéke
1 o z'/\3/\4m2

pi‘B—mQ_ 2

(—idgm?)(—idgm?) (3.82)
Az A cstcsba befut6 labat haromféleképpen véalaszthatjuk ki, az A cstcsbodl kifutét két-
féleképpen, igy ez a diagram hatszoros sullyal szdmit. Az utols6 diagram értéke trividlis:
—i\sm?. Igy a teljes szérdsi amplitidé

M(3p = 2¢) = iXim? (—; + 1) + idgAym? (=1 4 3) —iAym? =
A3 (3.83)
=1 <—?3 + )\3)\4 - )\5> m2 .

A szdmoldsokban megjelend négyzetre emelések a Feynman-szabalyoknak megfeleléen Minkowski-
négyzetek. Igy pl. a (3.79) egyenletben p% , = —m?.
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Felhaszndlva a (3.78) egyenleteket

98%(32A1> —5A%)2 9
256(1642 — A2)3 1025

IM(3¢ — 20> = NBY0 oY . (3.84)

A bomlési ratdhoz sziikséges integral

6
o I 1 _ 65536€
/d:pgbe (x) = /dx (ﬁ —= Cosh(\/ﬁﬁex)> = 5571 = EEN (3.85)

Az € — 0 limeszben, felhasznélva a (3.63) egyenletet is (n=3),

3
/ drgg(z) = 2(1] 5_ (3.86)

A boml6 1élegz6 tomege a (3.62) egyenletbdl pedig E,,. = m3 = 33,/p. A faktorokat
Osszegyljtve a (3.55) egyenlet szemiklasszikus limesze

r 1025 o\ 8" h 2(1) xﬁf _
311 —
VB (322E3BVE (3.87)

N 3°h 11 D T
:M3/2'213.\/§.53.41.ﬁ = h-288-10 Wﬁ

Lathat6, hogy a h = 1 konvencidval felirt (3.70) egyenlethez képest ez a médszer kb. har-
mad akkora konstanst ad, de a csatoldsok hatvdnyaira a két médszerrel azonos eredményt
kapunk.

Magasabb rendii Feynman-diagramokbdl A-ban is magasabb rendii korrekcidkat kap-
ndnk, hiszen a magasabb rendd csatoldsi dllanddk [A]-dimenzidja egyre cskken a (3.40)
egyenlet alapjan, igy ezek a bomldsi ratdban /# magasabb hatvdnyaival egyiitt jelennek
meg, igy a (3.87) egyenlet a i-ban legalacsonybb rendii eredmény.

A 4 — 11 bomlas

Ebben az esetben a kovetkezd potencidlt vizsgéljuk

V(g) = u(l - cos(ﬁqs)) + )\(1 - cos(§q§)> : (3.88)

ahol most a potencidl minimuma A-tdl fiiggetleniil nulla, a ¢ = 0-ban. Sorbafejtve

2 6
V() = <6+“5)¢+ ( ug' - 5)¢+ (BGAﬂ)&
(3.89)
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azaz

m2=u52(1+i) :

Ap
4 1)
PO A - Sk
132 (Hﬁ) L+ 4 (3.90)
6 1 A
e POl e
A
pp (1+2) L

Vizsgéljuk most meg a 4¢ — 2¢ diagramokat!

1 o 1 2 1 o

(a) (b) (0

s L 2

3.7. abra. A 4 — 11 bomlas lefrdsahoz sziikséges Feynman diagramok

Az els6 diagramon a négy bemend 1ab momentuma (m, 0), igy a két kimend 14b mo-
mentuma (2m, +v/3m). A propagator emiatt A-bél B-be ps5 = (0, —\/3m) momentu-
mot visz, ezért a diagram értéke

i iAIm?

—idam2)2 = 391
(i) = (391)
Ha rogzitjiikk az A cstcsot annak a pontnak, amelybe az 1 14ab fut, akkor a mésik befuté
14b lehet a 2, 3 és 4, mig a kifut6 1ab lehet az 1’ és a 2'. Ezért az dbran lathaté diagram
hatszoros sullyal szerepel a szérasi amplitidéban. A mdsodik diagramon a bemend és
a kimend labak momentuma ugyanaz, mint az el6z6n, ezért a propagitor B-bdl A-ba
ppa = (3m,0) momentumot visz, ezért a diagram értéke
_ 1 —iA2m?
(—iAim?)? = 1

e ap——— S (3.92)
A diagram négyszeres stllyal szerepel a szérasi amplitidoban, ugyanis az A csticsba be-
futd labat négyféleképpen valaszthatjuk ki. A harmadik diagram értéke trividlis: —igm?.
Igy a teljes szérasi amplitidé

3 1

M(4¢ — 2¢) = iAjm? (5 - 5) —idem?® = i(A\] — \g)m? . (3.93)
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Felhasznélva a (3.90) egyenleteket

8L N, sl

2 P _
M= 201" = TG ~ 2096

NB2 4+ O\ . (3.94)

A bomlasi ratdhoz sziikséges integral

8
4 € 1 2097152¢”
dzg®(z) = / dz | = = . (395
/ 70(7) ! (ﬁ V1—¢€? Cosh(\/ﬁﬁe:p)> 358°(1 — e2)4 /i (3:95)
Az € — 0 limeszben, felhasznélva a (3.63) egyenletet is (n = 4),
128 /3°
8 e R —
[ et = = (3.96)

A boml6 1€legz6 tomege a (3.62) egyenletbdl pedig Eo,. = my = 43,/p. A faktorokat
Osszegytjtve a (3.58) egyenlet szemiklasszikus limesze

8L \2312 B 128 8%
Ty — 2096 35 VR _
VAB (4122103 46/ (3.97)
A2 3V3h A2

. . 15 g . . _8 o« —_— 15

57 957 o] h-1.77-10 T g

Lathat6, hogy a h = 1 konvencidval felirt (3.73) egyenlethez képest ez a mddszer kb.
kétszer nagyobb konstanst ad, de a csatoldsok hatvanyaira a két mddszerrel azonos ered-
ményt kapunk.
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3.4. Konkluzio

Kvantumos vizsgalataink sordn a sine-Gordon modell lélegz&inek bomlési ratdit vizsgal-
tuk egy integralhatdsag-sért6 perturbacio hatasara. Kétféle moédszer konzisztencidjat vizs-
géltuk a £ — 0, azaz a gyenge csatoldsu szemiklasszikus hatdresetben. Eredményeink azt
mutatjak, hogy a kétféle mdédszerben a lélegzok bomlasi ratdja a csatolds azonos hatva-
nyatol filigg, ebbdl a szempontbdl a mdodszerek tehdt konzisztensek. Meglepd azonban,
hogy a numerikus ardnyossdgi tényez6k nem egyeznek meg, st mig a 3 — 11 bomlds
esetén az FFPT moédszer haromszor akkora konstanst ad, mint a Hertzberg médszer, addig
a4 — 11 bomlasnal fele akkorat.

Azt gondoljuk, hogy az FFPT mddszerbdl kapott eredmény az, amelyik minden bi-
zonnyal megbizhatd, ugyanis a form faktorok az irodalomban rengeteg helyen el6fordul-
nak, és az FFPT eredményét fliggetlen numerikus szamitdsokkal is ellendrizték, mig a
Hertzberg mddszer tudomdsunk szerint nem lett ellendrizve fiiggetlen szadmitdsokkal. A
Hertzberg-mddszer ellenérzésére hasznilhaté numerikus szdmitdsok példaul a csonkolt
Hamiltoni médszerek (THA) [50], melyek segitségével az el6z6 két modszertdl fiigget-
leniil meghatdrozhatjuk a 1élegzdk bomlési ratdit. A numerikus médszer implementalasa,
és a bomlési rata kiszamitdsa a jov6beni terveink kozott szerepel.

A Hertzberg-féle modszer mas uton is ellendrizhetd numerikusan, Hertzberg mun-
kajaban [18] ugyanis roviden bemutatja médszerének numerikus megvaldsitdsat. Ennek
implementéldsat €s eredményeinkkel val6 0sszevetését a kozeljovdben tervezziik.

A kétféle numerikus médszer segitségével remélhetdleg megérthetjiik majd a dolgo-
zatban bemutatott eredményeink kozotti kiillonbség eredetét. Mivel az FFPT mddszer j6s-
latait megbizhat6 numerikus szdmitdsokkal ellendrizték [49], ezért arra szdmitunk, hogy a
numerikus tesztekbdl kideriil, ha a Hertzberg mddszert az alkalmazhatésagi tartomanyan
kiviil prébdlnank alkalmazni (pl. a B3 és B, 1élegz6k nem elég "szemiklasszikusak", hogy
a mddszer alkalmazhat6 legyen), vagy esetleg més hibat vétettiink.



4. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatomban kolcsonhaté skaldrelméletek hosszu élettartamu gerjesztéseinek nem-
egyensulyi dinamikdjat vizsgaltam. A dolgozat elsé felében klasszikus fizikai megfonto-
lasainkat ismertettiik. A klasszikus mezéelméletben a hosszu élettartamu gerjesztésekre
az oszcillon elnevezés terjedt el az irodalomban. Bemutattuk az oszcillonok vizsgala-
tdhoz sziikséges elméleti hatteret, és ismertettiilk az irodalom fontosabb eredményeit, a
hangsilyt a bomlasi mechanizmusokra, a hirtelen 6sszeomlésra, €s a staccato bomldsra
fektetve, majd ismertettiik az oszcillonok, és kvézilélegz6k bomldsi mechanizmusainak
dimenzidfiiggésének vizsgalatira implementalt sajat numerikus modszereinket. A hirte-
len bomldassal kapcsolatos vizsgélataink azt mutattak, hogy D < 2-ben a hirtelen bomlas
eltlinik, mig D > 2 esetben a kvazilélegz6 energia-gorbe megfeleld pontossaggal josolja
meg a hirtelen bomlast okoz6 kritikus frekvencia nagysagat. A staccato bomlassal kapcso-
latban amellett érveltiink, hogy ez a bomladsi mechanizmus a D = 1 dimenziés modellek
sajatos, robusztus tulajdonsaga, eredményeink azt mutatjak, hogy fizikailag relevans, ma-
gasabb dimenziokban mdr nem megfigyelhetd. A klasszikus vizsgalataink eredményérdl
sz016 publikécionk a Physical Review D folyoéiratban keriilt kozlésre [10].

A dolgozat mésodik részében a kvantumelméletben el6fordulé hosszu élettartamu ger-
jesztésekkel foglalkoztunk, és a sine-Gordon modell 1élegzd dllapotainak integralhatésag-
sértd perturbacié hatdsara valé bomldsét vizsgéltuk két fiiggetlen mddszerrel a szemik-
lasszikus tartomédnyban. A kétféle modszer bemutatdsa utdn a szdmitdsok elvégzését is
prezentaltuk, és lattuk, hogy az altalunk vizsgdlt két bomldsi rita az egyes csatoldsi pa-
raméterektSl azonos médon fiigg a kétféle modszerben. Azonban az ardnyossagi ténye-
z0kre kiilonb6z6 eredményt kaptunk, ennek okainak megértéséhez tovabbi vizsgalatokat
terveziink, ugyanis a Hertzberg modszer még nincs dsszevetve a teljes térelméleti dinami-
kat szimuldl6é numerikdval. Kovetkezd feladatunk a Hertzberg-mdédszer numerikus imp-
lementaldsa, majd a THA mddszer megtanuldsaval és alkalmazdsaval tervezziik folytatni
vizsgélatainkat. Reményeink szerint a numerikus médszerek segitenek majd megérteni a
két mddszerrel kapott eredmények kozti kiilonbségek hétterében all6 okokat.

48



A. fiiggelék

Idofejlesztés

Ebben a fiiggelékben bemutatjuk az oszcillonok id6fejlesztésére hasznalt numerikus mod-
szerlinket, aminek részletes leirdsa megtaldlhaté korabbi TDK munkdmban [9]. A nume-
rikus kédunkat a [28, 36] forrdsokban ismertetett modszer alapjan irtam. A bemutatds-
hoz [10]-et kdvetjiik. Mivel csak gdmbszimmetrikus konfigurdcidkat vizsgalunk, igy csak
azr = |z| € [0, 00) térvaltozot hasznéljuk, amit az R € [0, 1) tartomdnyra transzforma-

lunk
2R

R=———
k(l—R?)’
amely a végtelenben vett hatarfeltételek numerikus kezelését konnyiti meg. A x paraméter
megvalasztasaval az oszcillon magrészében 1€v6 racspontok szamét véltoztathatjuk, az 4l-

talunk hasznalt értéke x = 0.05. Mivel a megoldand6 mozgasegyenlet (2.40) masodrendt
differencidlegyenlet, bevezetjiik a kovetkezd valtozokat

_% _ 9
ot - OR’
Ekkor az 4j valtozékban a kovetkezd, mér elsérendd csatolt differencidlegyenlet-rendszert
kell megoldanunk

96
E_gbtu

d¢, k21— R [ (1— R?) 0¢n R(3+R2)¢ D1
A, - R

(A.1)

o

Pr (A.2)

or| —V'(¢), (A3)

ot 2(1+R?) |2(1+R?) OR  (1+ R2)? 2R
Do _ 9t
ot OR’

Ez a kezdeti feltétel ¢(0, R) specifikdldsa utdn mar megoldhaté numerikusan tetszéleges
t ideig, azaz meghatdrozhat6 ¢(t, R), amelybdl ¢(t,r) is. Az id6fejlesztéshez At = AR
osztopontokat és negyedrendli Runge-Kutta médszert hasznédltunk a "method of lines"
modszerrel kombindlva.
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A numerikus stabilitds eléréséhez a rovid hullimhosszu instabilitdsok elnyomdséra
volt sziikségiink. Ezt ugy értiik el, hogy a kdvetkezd alaku

D = K(8%®)(AR)® (A.4)

disszipativ tagot [51] adtunk hozza (A.3) minden egyenletéhez. Ez csak 6todrendd nume-
rikus hibat okoz, ami egy renddel magasabb, mint az 1d6fejlesztéshez hasznalt negyed-
rendi Runge-Kutta médszeré.

A (2.44) hatarfeltételek kielégitéséhez, és a megoldds tovabbi stabilizdldsdhoz az
(A.3) egyenletet az R € [—1 — ¢, 1 + €] tartoméanyon oldjuk meg, és a hdrom véltoz6t
(¢, &1, ¢r) nulldra éllitjuk az |R| > 1 tartomdnyon, a véltozdkat pedig minden id61épés
utdn szimmetrizaljuk

¢(R) + ¢(—R)

¢(R) —
th(R) + gbt(_R) (A.S)

¢r(R) — ¢r(—R)
5 .

¢R(R) —

Az oszcillon frekvencidjat azon ¢! idSpillanatokbdl szdmitottuk, ahol az oszcillon ori-
gobeli értéke nulla, (R = 0,1?) = 0; a frekvencia w; értékét a t? idSpillanatban a két
szomszédos id6pillanat kozott eltelt id6bol szamitjuk

P
= — (A.6)

0 0
tiJrl o tz’fl

A t¥ id8pillanatok azokbdl a ¢’ pontokbdl hatdrozhatok meg, ahol az origébeli mez&érték
elgjelet valt. Ha

akkor t9-t a t’, ¢’ | pontokra illesztett egyenes zérushelye adja.



B. fiiggelék

Kvazilélegzo energia

A kvazilélegzd energidjanak kiszdmitdsahoz a (2.41) kvazilélegz6 prébafiiggvényt a
(2.18) egyenletbe kell beirnunk, amihez a kovetkez6 mennyiségekre van sziikségiink

0 .
8—? = mz:l Om (1) (—mw) sin(wt) ,

06 _ N~ 0n0(r) oY
(7
o = mEZ:l B cos(wt) .

A véges N-nél val6 trunkdlds miatt a kvazilélegzé nem egzakt megolddsa a mozgéasegyen-
letnek, ezért ha az energiafunkciondlt kiértékeljiik egy kvazilélegzore, akkor az oszcillél-
ni fog. Ezt egy periddusra val6 atlagolassal kiiszoboljiik ki, igy definidljuk a kovetkez6

mennyiségeket
) 27 Jw o 2
2 w ¢
= — dt | —
@7 2 Jo (875) ’

2m Jw o 2
2 w ¢
= — dt | — B.2
27 [w
w
T Jo
Ezek segitségével a kvazilélegzd energidjat a kovetkezdképp definidljuk
9 D/2 R 1 . 1
Eon=(B) = gy | 4 5@+ 306+ @
L'() Jo 2 2

ahol az R koordinatat ugy kell megvalasztani, hogy a magrészen kiviilre essen. A pon-
tos értéke a kvizilélegz6 energiat csak elhanyagolhaté mértékben befolyésolja, mivel a
kvazilélegzd farokrészében az energiasiirliség exponencidlisan kicsi.
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C. fiiggelék

A sine-Gordon lélegzo form faktorok

A sine-Gordon lélegzd form faktorok numerikus implementéldsahoz a [46,49] forrdsokat
kovetjiikk. Az n darab B; 1€legz6t tartalmazd exponencidlis form faktorok

F& (01,...,6,) = (0] P20 | B (6))...By(6,)) =

Seeve TT 76005 = 03) iy (0 \ C.1
= G.(8)]ale(iN(E)) g i@_; = QM (e, ..., e") (C.I)
ahol
(n) b =2 C.2
Qa ($17 "In) B det <[a +1— j]foé?zj('rlv "'7‘7;71)>i7j1 ..... 1l , N> 2 ) ( . )
_ sin7éa

9le = e (€3)

o ¢ [ w¢ At ¢
M) = 2C087 QSlngexp(—/O %E) , (C.4)

cr,(cn) pedig a k rendd, n valtozos elemi szimmetrikus polinom. Tovabba

252

a”p”
MyaT () \
or (245

so12 (aB?
% qt sinh (Ft> a3 .
X exp — - - i
o 1 251nh('§—ﬂt> cosh((l — g—ﬂ) t) sinh ¢ T

X

Ga(B) = (e7?) =
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az exponencializdlt mez$ operdtor egzakt vakuum vérhat6 értéke [52]. Az Gn. minimaélis
form faktor

o0 inh ($¢) sinh (2¢) sinh (£
fe(0) = exp (/0 %4cosh {(1 — @> } 51nh(2t) > h( ; t)s h(2)> (C.6)

T sinh? ¢

reprezentdcidja csak a —2m < Imf < 0 sdvon érvényes. Az f, fliggvény az ezen a sdvon
kiviili rapiditasértékeknél a

Je(0)fe(0 + im) = —Snf (C.7)

sinh 6 — ¢ sin &

Osszefiiggés segitségével szamithatd. Magasabb energidjui 1€legz6k exponencidlis form
faktorait annak segitségével szdmithatjuk, hogy a B,, 1élegz6 tekinthetd n darab B 1éleg-
z0 kotott dllapotanak. Ennek megfelel6en

o 1(91,.. 0,,0,6,,....0)) =
(01" | By, (61)... By, (6,) Ba(0) By, (9’)---Bz (9’)>=vi’vf’2---ﬁnflx

1— 3—n
X Fy a1t 0. (917---70r7‘9+ 5 5 g, .. 9+ 5 iﬂﬁ,@i,...,&é) )
=

n

(C.8)

A 3 — 11 esetben a kiszamitandé form faktor

F311/12(Z7T 0., —0.) = 711712F111/1211('7T —iné,im,im +in€, 0., —0.) , (C.9
ahol
ms sin 37¢
6. = acosh (—) = acosh 2 , (C.10)
2my 2sin ”—5

mig 4 — 11 esetben a kiszamitand6 form faktor

Fylt(im, 6., —6.) =

ngviﬁ_ %aiﬂ-_{_ gviﬂ-_‘_ ZTﬂ-éaeca_ec) )

in 2
0, = acosh (&) — acosh [ 22 ¢ . (C.12)
2my 2sin =

711’712713F11/1111 (zﬁr -

ahol

2



D. fiiggelék
A WKB modszer

A szemiklasszikus WKB modszert egy egy dimenzids rendszeren mutatjuk be, a [45]
forras segitségével. A Feynman-féle palyaintegral megadja azt a matrixelemet, hogy a
részecske a g, pontbdl 7' 1d6 alatt a g, pontba idofejlodik.

(o exp (=T 1) 02) = [ Dol 0 (511 .1
Definidljuk a G(T') fiiggvényt
G(T) = Tr(exp(—iHT/h)) , (D.2)

majd a trace-t szdmitsuk ki energia- €s koordindtabazisban is
G(T) = Tr(exp(—iHT/h)) = > _exp(—iE,T/h) =
" . (D.3)
= /dQO (qo| exp(—iHT'/h) |qo) = /Dq(t) exp(i—iS[q]) :

Ebbdl az lathatd, hogy a pdlyaintegrdl informdciot tartalmaz a részecske energiaszint-
jeirdl. Szemiklasszikus kozelitésben a hatast sorbafejtjiik a részecske klasszikus pélydja
koriil'

Sla(®) = Slaa(t)] + 5 [ OO + O, D.4)
ahol
N 0%5[q] I 1 /0q\> B
O = 5a00u(®) )~ Fa0a) (/ dt{é (%) _V(q)}> e

(D.5)

' Az elsérendii tag nulla, hiszen a hatds extrémuma definilja a klasszikus palyit.
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A staciondrius fazis kozelités sordn a palyaintegralt a klasszikus palya hatdsa domindlja,
az O-bol eredd korrekcidk pedig

l

[ Pattess(g5lato)) ~ cons. - exp(1Taa(0]) er0) . 09

amely az NV dimenzids Gauss-integrdllal val6é analégiabdl lathat6
1
/Dy(t) exp (_ﬁ /dty(t)O(t)y(t)) = const. - [det(0)]V? <=
?

) (D.7)
— /deexp <_§inA,~jxj) = (27T)N/2 [det(A)]fm .
2¥)

Az (D.6) egyenletbdl latszik, hogy a klasszikus palya hatdsa, és O stabilitismatrixa tar-
talmazza az energiaszintekre vonatkoz6 informdciot. A stabilitdsmatrix determindnsa leg-
egyszerilibben a sajitértékei szorzataként szamithatd. Az energiaszintek megtaldldsahoz
definidljuk a kovetkezd fiiggvényt

1 A
G(E) =Tt ( — H) - % /O ATG(T) exp(i ET/F) . (D.8)
A kotott allapotok energiaértékeinél ennek a fiiggvénynek nyilvanvaldéan pélusai vannak.
A staciondrius fazis kozelités tobbszori alkalmazasdval beldthatd, hogy stabil kotott alla-
potok megfeleleltethetSk periodikus klasszikus palyakkal, és a G(F) fiiggvény a kovetke-

z0 alakban irhat6 ,
—it(E) exp(:W(E))

G(F) = : , D.9
(E) h 1+ exp(%W(E)) D9
amelynek polusai a
Wy = (2m + 1)7h (D.10)
értékeknél talalhatok, és
W(E)=S(r(FE))+ ET(E) , (D.11)

ahol 7(F) az E energidji klasszikus pdlya periddusideje. Tehét a kvantumelmélet kotott
allapotainak energidit a szemiklasszikus kozelitésben a W (FE) = W,, egyenlet megol-
dasai hatdrozzdk meg, melynek megolddsdhoz a klasszikus periodikus palydk ismerete
sziikséges.

Dashen, Hasslacher és Neveu a fent ismertetett egy szabadsdgi foku rendszerekre
alkalmazhaté mddszert altaldnositotta a végtelen szabadsagi foku térelméletekre [53],
és meghatdroztdk a sine-Gordon modell szemiklasszikus spektrumaét is [54]. Az egzakt
spektrumot késébb a Zamolodchikov testvérek hatdroztdk meg [41]. Mddszeriik helyes-
ségének igazoldsaban fontos szerepet jatszott a szemiklasszikus spektrum ismerete, és az
egzakt eredmények sorfejtésével mutatott konzisztencidja.
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