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TARTALOMJEGYZEK )

Bevezetés

A hiperbolikus sik egybevagdsagait minden elérheté irodalom a félsikmodel-
len targyalja, annak linearis tortfiiggvényei alapjan. A hiperbolikus tér izo-
metridit aszerint kategorizaljak, hogy hany végtelen tavoli fixpontjuk van a
féltérmodellben ([1]). Erre vonatkozodlag taldlunk mozgas leirdsokat az elébb
emlitett modellben a komplex Mobius transzforméciokkal, ahol a modellt
hatarolé sikrol beterjesztik a féltérbe a tortlinearis transzforméciokat. Ez
motivalja vizsgalatunkat a hiperbolikus tér egybevagdsagainak a szintetikus,
analitikus eszkozt nem igénylé modellmentes leirasat. Megjegyezziik, hogy
sem a magyar nyelvii, sem az angol nyelvii irodalomban ilyen osztalyozas

nem hozzaférhet6, amint azt ellendrizhetjiik az aldbbi kényvekben: [2], [3],
[4], 5], [6], [7].
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1. Egybevagoésagok szintetikus osztalyozasa

Az osztalyozas lehetdsége azon az abszolut tételen alapul, hogy tetszoleges
egybevagosaga az n-dimenziés abszolut térnek, eléall legfeljebb n + 1 darab
hipersikra titkrozés szorzataként. Igy ha ezeket a véges szorzatokat tobbféle-
képpen reprezentalhatjuk hipersikok szorzataként, akkor a reprezentalasnak
esetleg véges szamu konkrét modja lehet, melyek a tipusokat meghatarozzak.
Atreprezentdldsnak fogjuk nevezni azokat az eljardsokat, amikor valamely
elore adott sikéallasokat tigy valtoztatunk, hogy kézben a generalt transzfor-
mécié valtozatlan marad. A [5] konyv 3.fejezetében szerepld eljardst ter-
jesztjilk ki a hiperbolikus tér esetére ezért haszndljuk azokat az allitdsokat,
melyek valtoztatas nélkiil alkalmazhatok a jelen kortilmények kozott is. Ilyen
példaul a 3.3.1 Lemma a metsz6 illetve ultraparallel siksor esetére vonatkoz-
tatva, de a parhuzamos siksorok esetén tjabb vizsgalatok is sziikségesek. A

kovetkezokben idézziik a konyvben szerepld osztdlyozasi eredményeket.

1.1. Az Euklideszi esetek

Az Euklideszi sik egybevigdsagai a kovetkez tipusokba sorolhatok ([5, p. 154]

identitas: Minden pont képe sajat maga.

o tiikrozés: Egy egyenesre vonatkozé tiikkrozés.
o eltolas: Parhuzamos egyenesparra vonatkozo tiikrozések szorzata.
o forgatas: Metsz6 egyenesparra vonatkozé tiikkrozések szorzata.

o csusztatva tiikrozés: Eltolas szorzata a kozos merdleges egyenesére

vonatkozd tikrozéssel.

Az Euklideszi tér egybevigisigai a kovetkezd tipusokba sorolhatdk ([5,
p. 158)):
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1.2.

identitas: Minden pont képe 6nmaga.

tiikrozés: Egy sikra valo tiikrozés.

eltolas: Két parhuzamos sikra valé titkrozés szorzata.
forgatas: Két metszo sikra valo tiikrozések szorzata.

csusztatva tiikrozés: Eltolas szorzata egy olyan tiikrozéssel, mely

sikja az eltolas iranyaval parhuzamos.

forgatva tiikrozés: Forgatas szorzata egy olyan tiikrozéssel, mely

sikja merdleges a forgatas tengelyére.

csavarmozgas: Forgatas szorzata tengelyével parhuzamos irdanyu el-

tolassal.

A hiperbolikus sik esete

1.1. Tétel. A hiperbolikus sik eqybevagosdgai a kovetkezo tipusokba sorolha-
tok ([5, p. 156]):

identitas: Minden pont képe sajdt maga.
tiikrozés: Fgy egyenesre vonatkozo tikrozés.

parhuzamos athelyezés: Pdrhuzamos egyenespdrra vonatkozo tikro-

zések szorzata.
eltolas: Ultraparallel eqgyenespdarra vonatkozo tikrozések szorzata.
forgatas: Metszd egyenespdrra vonatkozo tikrozések szorzata.

csusztatva tiikrozés: FEltolds szorzata a kézds merdleges eqyenesére

vonatkozo tiukrozéssel.
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2. A hiperbolikus tér egybevagdsagai

Az Euklideszi mintat kdvetve ebben a fejezetben osztalyozzuk a hiperbolikus

tér egybevagosagait. Vizsgalatunk eredményét a dolgozat alabbi {6 tétele

tartalmazza:

2.1. Tétel (A hiperbolikus tér egybevagdsagai). A hiperbolikus tér eqybevd-

gosdga identitds, siktikrozés, eltolds, parhuzamos dthelyezés, forgatds, csusz-

tatva tikrozés, forgatva tikrézés,csavarmozgds, ahol

eltolas: Két ultraparallel sikra vonatkozo tikrozés szorzata.

parhuzamos athelyezés: Pdrhuzamos sikpdrra vonatkozo tikrézések

szorzata.
forgatas: Metszo sikpdrra vonatkozo tikrézések szorzata.

csusztatva tiikkrozés: FEltolds szorzata olyan tikrozéssel, mely sikja

tartalmazza a két sik kozos merdlegesének egyenesét.

forgatva tiikrozés: Forgatas szorzata olyan tikrozéssel, mely sikja a

forgatas tengelyére merdleges.

parhuzamosan athelyezve tiikrozés: Pdarhuzamos dthelyezés szor-
zata olyan tikrozéssel, mely sikja a parhuzamos dthelyezést reprezentalo

stkokra meroleges.

csavarmozgas: Forgatds szorzata olyan eltoldssal, ahol a forgatds ten-

gelye merdleges az eltoldst reprezentalo két sik mindegyikére.

A bizonyitashoz sziikséglink lesz az eszkoztar kibovitésére.
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2.1. Parhuzamos sikok altal meghatarozott transzfor-
macio atreprezentalasa

A Cayley-Klein modellben «, 8 parhuzamos sikokhoz tartozo siksort egyér-
telmiien meghatarozza egy olyan 0 sik, mely merdleges a-ra és -ra, valamint
tartalmazza azt a végtelen tavoli pontot, ahol « és 5 metszik egymast. Le-
gyen ez a pont x.

Ekkor v sik eleme «,  parhuzamos sikok siksoranak akkor és csak akkor, ha
0 merdleges y-ra és x € § N~y

A cél, hogy modell mentesen is talaljunk egy ilyen o sikot, mely merdleges

a-ra és [-ra, valamint parhuzamos egyenesekben metszi Oket.

2.1. Definicié. A hiperbolikus térben o és B sikok pdrhuzamosak, ha nem

metszok és Iy sik, melyre o N~y és BNy egyenesek parhuzamosak.

1. abra.

2.2. Tétel. V parhuzamos sikparhoz a hiperbolikus térben taldlhato egy olyan
0 sik, mely meréleges mindkettore és parhuzamos egyenespdrban metszi oket.

Ekkor ez a 0 sik és az adott végtelen tavoli pont mdr meghatdirozza o és [3



2. A HIPERBOLIKUS TER EGYBEVACGOSAGAI 7

siksordat, amelyen beliil atreprezentdlhato az dltaluk meghatdrozott transzfor-

macio.

Bizonyitdis. Legyen « és [ sik parhuzamos, v az a sik, mely parhuzamos
egyenesparban metszi 6ket. Tegyiik fel, hogy v nem meréleges a-ra és [-ra
(killonben kész lennénk).

e:=anNvy, h:= N7, e merdleges vetiilete S-n legyen k. Tudjuk, hogy e és
k nem metszo.

Tegyiik fel, hogy ultraparallelek. Legyen § := (e, k) sik.

Ekkor df € § egyenes, amely meréleges e-re és k-re. Legyen y olyan sik, mely
tartalmazza f-et, és merdleges o-ra. Ekkor y merdleges [-ra, és e-re, tehat
merdleges y-ra is.

Legyen ¢ := y N+, ¢« merdleges e-re és h-ra, ez viszont ellentmondas, mivel e
és h parhuzamos egyenesek.

Ebbdl kovetkezik, hogy e és k is parhuzamosak (2. dbra).

Most lassuk be, hogy k£ ugyanabban a végtelen tavoli pontban metszi e — t,
mint h.

Tegytik fel, hogy nem igaz. Viszont tudjuk, hogy k és h egysiktiak, ha k nem
ugyanabban a végtelen tavoli pontban metszi e — t, mint h, akkor k, h, e is

egysikuak, ami ellentmondés.
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f

Bolyai: Appendix 9.&-anak tétele szerint:

"Két parhuzamos egyenes egyikén az egyenesek sikjara allitott meroleges
sik és a méasik egyenesre allitott olyan sik, mely az egyenesek kozos sikjaval
(a meréleges irdnyabdl nézve) derékszognél kisebb szoget zar be mindig met-

sz0.

Tudjuk, hogy § merdleges (-ra, és parhuzamos egyenesparban metszi a-t
és [-t, melyek nem metszo sikok, tehat Bolyai tétele miatt ekkor o merdleges
a-ra is.

]

A tétel bizonyitasa elott két lemmaéat vizsgalunk meg a hiperbolikus tér-

ben, melyek megkonnyitik a diszkussziot.

2.2. Definicid. Két kitéré egyenes merdlegesek egymdsra a hiperbolikus tér-

ben, ha az eqyik merdleges a masik és a normdltranszverzdlis dltal kifeszitett
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sikra.

2.3. Definicié. FEgyenesre valo tikrozés olyan forgatds, melyben a forgatds
reprezentdlo két sik merdleges eqymdsra és az adott egyenesben metszik eqy-

mast.
2.3. Lemma. Két kitéro egyenesre valo tikrézés szorzata csavarmozgds.

Bizonyitds. A bizonyitas teljesen analég az euklideszi esettel ([5, p. 159)),
mégpedig:

Abszolut tétel, hogy a harom dimenzids térben minden kitérd egyenesparnak
létezik normaltranszverzalisa. Legyen a két kitéro egyenesiink e és f, illetve a
normaltranszverzélisuk n. Legyen o = (e, n), 8 = (f,n), v olyan, hogy e € v
és v merdleges n-re, és legyen § olyan, hogy f €  és 0 meréleges n-re. Ekkor
anpf =n, aés § merdlegesek vy-ra és do-ra., valamint v és § ultraparellek.
Ekkor a transzformécié: foe=0ofoyoa =0dovyo [oa. Amiigy egy

csavarmozgast definial. m
2.4. Lemma. Két meroleges, kitéro tengelyi forgatds szorzata csavarmozgds.

Bizonyitds. A bizonyitds teljesen analég az euklideszi esettel ([5, p. 160]),
mivel csak a normaltranszverzalis 1étezését hasznaljuk ki, illetve, hogy kitérd
egyenesekre vonatkozo tiikkrozések szorzata csavarmozgas, amit az el6bb bi-

zonyitottunk.
]

2.2. A tétel bizonyitasa

Abszolut tétel, hogy a térben minden egybevagdsag eloall legfeljebb 4 sikra
tikrozés szorzataként ([5, p. 152]), tehat a hiperbolikus térben is igaz. A
kovetkezo részekben ezt hasznéljuk ki, hogy az 0sszes egybevagosdgot meg-
hatarozzuk. Az egybevagosagok vizsgalatat a reprezentdld tiikrozések szama

alapjan végezzik.
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A diszkussziénkat az adott egybevagdsagot megado siktiikrozések szama
alapjan végezziik. Mivel a legfeljebb két tiikkrozés szorzatai kiilon nevesitve
vannak a tétel kimondésaban, bizonyitani valonk itt nincs, azonban hasznél-

juk a kovetkez6 elnevezéseket:

identitas: Nulla sikra tukrozés

o tiikrozés: Egy sikra tiikkrozés
« eltolas: Két ultraparallel sikra vonatkozo tiikrozés szorzata.

o parhuzamos athelyezés: Parhuzamos sikparra vonatkozo tiikkrozések

szorzata.

o forgatas: Metsz6 sikparra vonatkozo tiikkrozések szorzata.

2.3. 3 sikra tiikrozés szorzata

Legyen a harom sik «, 3 és v, azaz a leképezésiink (v o o ar) alakil Osszetett

leképezés, ahol « jeloli az o sikra vonatkozé tiikkrozést is.

2.3.1. Van a 3 siknak ko6zo6s meroleges sikja:

Legyen ez §. Ekkor tetsz6leges pont (P) képe ugy kaphat6 meg, hogy vessziik
a meréleges vetiiletét d-n (P,,). 0 sikban végrehajtjuk rajta a coboa egybe-
vagosagot, ahol a = dNa, b=3dNpF, c =0 N~ . Ekkor kapjuk P/ pontot.
Majd megkeressiik P’-t gy, hogy d-ra nézve azonos féltérben legyen, mint
P és ugyanolyan tavolsagra 6-tol, valamint a meréleges vetiilete éppen P/
legyen (3. dbra). A sikbeli eseteknek megfelel6en ez a transzformaci6é vagy

elfajul tiikkrozéssé, vagy csusztatva tiikkrozés.
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P
P’
v P
I m O~
3. dbra.

2.3.2. A kiindulasi tiikorsikok kolcsonos helyzete alapjan a kovet-

kez6 esetek adédnak:

Tegytik fel el6szor, hogy az els6 két sik « és [ metszik egyméast egy m egye-

nesben. Ekkor a kovetkezd esetek adddnak

e m := aNpf és v ultraparallel : N S = m, ha v olyan, hogy m
ultraparallel v-ra vett merdleges vetiiletével, akkor m-re meréleges sik
meroleges vy-ra is, tehat van «, 3, v-nak kozos merdleges sikja. El6zo

eset.

e m:=aNf és vy parhuzamos: a N B =: m, m" m merdleges vetiilete
~v-n, m és m’ parhuzamosak. Ekkor reprezentaljuk at g o a-t ugy,
hogy B = (m,m’) sik.Legyen m” m’ meréleges vetiilete o/-re, majd
reprezentdljuk at v o 5'-t gy, hogy 7' = (m”, m’). Ekkor 5" N+ =m/
és o’ N~' =m”, valamint m’ és m” parhuzamosak. Azt kapjuk, hogy +/
merdleges 7-re és o'-ra, valamint parhuzamos egyenesparban metszi
Oket. Ez a transzforméacié egy parhuzamos athelyezés, és a parhuzamos
athelyezést reprezentdlo sikokra egyszerre merdleges sikre valo tiikrozés

szorzata.(Hivjuk ezt mostantdl parhuzamosan athelyezve titkkrozésnek.)

e m:=an BNy = {0}: Reprezentdljuk at § o a-t gy, hogy 3’ me-
réleges legyen ~-ra, majd v o -t gy, hogy 7' merdleges legyen o/-re.
Ekkor v o/-t és B”-t vagy parhuzamos, vagy ultraparallel egyenesben
metszi, tehat a transzformacié csusztatva tiikkrozés, vagy parhuzamosan

athelyezve tiikrozés lehet.
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Ha « és 8 nem metszik egymast, de van a harom sik kozott metszo sikpar

akkor szintén a fenti esetek lehetségesek. Legyen példaul:

e SN~y = m, m és merbleges vetiilete a-n parhuzamos: Ekkor
alkalmazhatjuk a 2. eset gondolatmenetét: v o 3o« atreprezentalhato
ugy, hogy ' o~ oo’ parhuzamosan athelyezve tiikkrozés, és o’ merdleges
['-re és y'-re, tehdt f' oy o/ = foad’ oy = a' o or. Ekkor a

transzforméacié parhuzamosan athelyezve tiikkrozés.

Hasonléképpen adddnak a tovabbi esetek, tehat ezek a transzformaciok
vagy csusztatva tiikrozések, vagy parhuzamosan athelyezve tiikrozések, vagy
tikkrozések. Vizsgaljuk most azokat az eseteket, amikor a sikok k6zott nin-

csenek metszok.

e «, 3,7 egy parhuzamos siksorhoz tartoznak: Reprezentaljuk at So
a-t tgy, hogy ' = 7, ekkor a transzformaci6 egy sikra (o/-re vonatkozo)

tukrozés.

e «, (3,7 paronként parhuzamosak és 3 kiilonb6z6 végtelen tavo-
li pontban metszik egymast: Reprezentdljuk at 3 o a-t gy, hogy
B meréleges legyen v-ra. Legyen m := (' N+, valamint m merdleges
vetiilete o’-re m/. Ekkor m és m’ parhuzamosak. Reprezentaljuk at
v o B'-t agy, hogy v = (m,m’). Ekkor 4" mer6leges 5”-re és o/-re, va-
lamint parhuzamos egyenesparban metszi ¢ket, tehat a transzformacio

parhuzamosan athelyezve tiikkrozés.

e «, 8 parhuzamos, v, a parhuzamos, v, § ultraparallel: Reprezen-
taljuk &t v o S-t gy, hogy /' messe a-t, legyen m := ' N «, valamint
m’ m meréleges vetiilete v-n. Ekkor m és m/ ultraparallel, tehat van

a 3 sikra egyszerre meroleges sik, ezt az esetet mar targyaltuk.

o «, 8 parhuzamos, ~, « ultraparallel, v, 8 parhuzamos: Reprezentaljuk
at yo -t gy, hogy ' messe a-t. Legyen m := 5'Na, és m' m merdleges

vetiilete v-n. Ekkor m és m’ parhuzamos, 2. eset.
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e «, 8 parhuzamos, v, a ultraparallel, ~, 5 ultraparallel: Reprezen-
taljuk at v o 5-t gy, hogy £’ messe a-t. Legyen m := ' Na, és m’ m

mer6leges vetiilete v-n. Ekkor m és m’ ultraparallel, 1. eset.

e «, (8 ultraparallel, v, « parhuzamos, v, 5 parhuzamos: Reprezen-
taljuk at v o G-t igy, hogy ' messe a-t. Legyen m := ' Na, és m' m

meroleges vetiilete v-n. Ekkor m és m’ parhuzamosak, 2.eset.

e «,( ultraparallel, v,a parhuzamos, 7, ultraparallel:: Repre-
zentaljuk at v o B-t Agy, hogy ' messe a-t. Legyen m := ' Na, és m’

m meréleges vettilete y-n. Ekkor m és m’ ultraparallelek, 1.eset.

e «, [ ultraparallel, v, a ultraparallel, v, 5 parhuzamos: Reprezen-
taljuk at v o G-t ugy, hogy ' messe a-t. Legyen m := ' Na, és m' m

mer6leges vetiilete v-n. Ekkor m és m’ parhuzamosak, 2.eset.

e «, (8 ultraparallel, v, o ultraparallel, v, § ultraparallel: Reprezen-
taljuk at v o -t ugy, hogy ' = «, ekkor o f’ o' = 7/ tehat egy sikra

tukrozés.

Osszefoglalva lathatjuk, hogy legfeljebb 3 siktiikrozés szorzataként az 4l-

talunk az 2.1 Tételben leirt els6 hat eset valdsul meg.

2.4. A 4 sikra tiikrozés szorzatanak az esete

A tovabbiakban feltessziik, hogy a 4 siktiikrozés els6 harom leképezésének a
szorzata nem egyszeriisodik tiikrozéssé, azaz harom nagy esetet kell vizsgal-
nunk, a kiindulasi v o o a egybevagosag parhuzamosan athelyezve tiikrozés,

csusztatva tiikkrozés vagy forgatva titkrozés.
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-

7 J

4. 4bra. 5. abra.

2.4.1. Tegyiik fel el6szor, hogy v o f o a parhuzamosan athelyezve

tiikkrozés

o Ha ~ és § metszdk, reprezentaljuk 4t [ o a-t gy, hogy [’ messe
0 N ~v-t. Ekkor, ha ' tartalmazza § N y-t a transzforméacié két sikra
titkkrozésre redukalodik, ezért most azzal az esettel foglalkozunk, mikor
nem tartalmazza. A masodik lépésben reprezentaljuk &t v o -t m :=
~vyN g koril tgy, hogy 8” merdleges legyen d-ra. Ekkor 5" merdleges 7'~
re is, tehat n := dN~y/-reis (4.-5. dbra). Innen két esetet kiilonboztetiink

meg:

— o és (" metszOk:Legyen t := o/ N B”. Ekkor t és n meréleges
egyenesek (mivel ¢ € 5”) és transzformaci6 felbomlik ¢ és n korili

forgatasok szorzatara, tehat a transzformacié csavarmozgas.

— o és (" nem metszék: Mivel o/ és m parhuzamosak, ezért
a és 3" csak [ = (" esetben nem metszOk. A transzformacio
0 o f'ya’ alakban irhaté fel, ahol § o 3’ valamint v o o’ egyenesre
vald tiikkrozést reprezentalnak, ahol a két egyenes kitérd, tehat a

transzformacié csavarmozgas.



2. A HIPERBOLIKUS TER EGYBEVACGOSAGAI 15

e v és J ultraparallelek: Legyen e := an~, f:=pFN~, g:= BNJ.
A § oo foa transzformacié atirhatd d o 5oy o o alakba, mivel 5 és
~v meroleges egymasra. Tudjuk, hogy § merdleges d-ra, valamint hogy
a merdleges y-ra. Ekkor a transzformacié atirhato a kovetkezd alakba:
goe, ahol g jelenti az g egyenesre val6 tiikrozést, e az e-re valot. Immar
csak e és g viszonyat kell meghatarozni. Mivel e és f parhuzamosak,
és [ és g ultraparallelek, illetve ez a hiarom egyenes nem egy sikba
esik, ezért e és g csak kitéroek lehetnek. Ebbol kovetkezik, hogy a

transzformacié csavarmozgas.

o v és § parhuzamosak: ElGszor reprezentaljuk at 5 o a-t ugy, hogy (5
meroleges legyen d-ra. Legyen e := anN-~, f:=NJ, g:= N~y A
0 oy o [ o« transzformacié atirhaté o o 5 oy o o alakba, mivel 5 és v
meroleges egymasra. Tudjuk, hogy 5 meréleges d-ra, valamint hogy «

merdleges y-ra. Innen két esetet kiilonboztetiink meg:

— g és f ugyanabban a végtelen tavoli pontban metszik egy-
mast, mint e és g. Ekkor e és f is parhuzamos. Reprezentaljuk
at yoa-t ugy, hogy f € 7. Majd reprezentaljuk at do -t tigy, hogy
B =~". A transzformécionk igy redukalédik ¢’ o o’-ra. Amik jelen
esetben parhuzamos sikok, hiszen az 6 sugarsorukat meghatarozo

sik pont +'. Tehat a transzformdcié parhuzamos eltolds.

— g és f nem ugyanabban a végtelen tavoli pontban met-
szik egymast, mint e és g. Ekkor e és f nem lehetnek sem
parhuzamosak, sem ultraparallelek, mivel akkor egysiktiak lenné-
nek. Tehat kiéro egyenesek igy az el6zéek szerint a transzformacio

csavarmozgas.
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2.4.2. Ha v o o« csusztatva tiikkrozés, akkor megint harom nagy

esetet kell vizsgalnunk:

o Ha v és § metszdk, akkor §-t d-ra merdleges helyzetbe allitva, majd
B'-t v/-val megcserélve a d o 3’ 0oy’ oav szorzathoz jutunk. Vagy v’ metszi
a-t egy egyenesben, amikor is merdleges tengelyt forgatasok szorzata a
teljes leképezés, vagy nem ekkor a 3 sik esetén vizsgdlt szituacidhoz ju-
tunk, azaz ezen szorzat atreprezentalhatd egy parhuzamosan athelyezve

tiikrozéssé igy az el6z6 pontban mar vizsgalt esethez jutunk.

e v és 0 ultraparallelek: [ és v merdlegessége miatt a transzformécio
irhaté a 0 o 5 oy o a alakban. Reprezentaljuk at v o a-t tgy , hogy
dN B €, majd § o 5-t gy, hogy ' = +'. A transzformacié igy két

sikra tiikkrozés, nevezetesen ¢ o o alakra redukalodik.

e v és 0 parhuzamosak: Ennél s résznél lehet a metszé esetben leirt

eljarast hasznalni ami ugyanarra a végeredményre vezet.

2.4.3. vo o« forgatva titkrozés

o v és ) metszok: Legyen m := fNa, n:=dN~y. A transzformacio egy
m és egy n koriili forgatéds szorzata, ahol m és n merdlegesek egymésra,

igy a végeredmény csavarmozgas.

e 7 és ) ultraparallelek: A transzformacié definici6 szerint csavarmoz-

gas.

o 7 és 0 parhuzamosak: Reprezentdljuk at S o a-t tgy, hogy [’ me-
rOleges legyen d-ra. Mivel S és v merdOleges egymasra, ezért a transz-
formacié a kovetkez$ modon irhaté: § o f/ oy o /. Legyen tovabba
e:=~vNd, g:=3dNpJ. Ekkor a transzforméci6 eléall e és g egyene-
sekre torténo tiikkrozések szorzataként, ahol a két egyenes kitérd, tehat

a transzformacioé csavarmozgas.
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3. Osszefoglalas

A sikok parhuzamossaganak definidlasdval, majd az esetek diszkusszidjaval
eljutottunk a hiperbolikus tér izometridinak modellmentes osztalyozasahoz.
Osszehasonlitva a kapott egybevdgdésidgokat az euklideszi esettel lathatjuk,
hogy a parhuzamossagi axioma tagadasa a haromdimenzios térben két 1j
egybevagosagi osztalyt eredményez az euklideszivel analdég osztalyok mellett.
Tovabbi cél ezen egybevagdsagi osztalyok analitikus leirasa, matrixszal vald
reprezentalasa, ahol felderithetok az egy-egy egybevagosagi osztalyra jellem-

70 specidlis Osszefiiggoségek az adott matrix elemi kozott.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, G. Horvath Akosnak a rengeteg
segitséget, korrekciot, melyekkel irdny mutatott szamomra, és vezette kuta-
tasomat. Nélkiile ez a dolgozat nem johetett volna létre. Remélem, hogy a
kozosen megkapott eredmények elosegitik a hiperbolikus geometria oktaté-
sat, valamint konnyebben értelmezhetové teszik a hiperbolikus tér izometri-

ait.
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