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1. Bevezetés

A hévezetés folyamata makroszkopikus koriilmények kozott mindenki altal jol is-
mert folyamat, de amint csokkenteni kezdjiik a minta méretét, a vezetési tulajdonsa-
gok megvaltoznak. Makroszkopikus tartomanyban a Fourier-torvénybol levezetheto
egyenletekkel definialt transzportfolyamatok megfelelnek a valosdgnak. Mikroszkopi-
kus mérettartomanyba érve azonban a hévezetésért felelés fononok kolesonhatasok-
ban mutatott viselkedése modosul és az eddig alkalmazott Osszefiiggések érvénytiket
vesztik. Ezért fontos egy olyan egyenlet bevezetése, amivel hasonlé pontossaggal ir-
hatok le ezek a folyamatok nano-rendszerekben is. Erre a Boltzmann-egyenlet megfe-
lel6, de az abban szerepld eloszlasfiiggvényekkel nehéz volna szamolni, ezért kozelitd
modellek bevezetésére van sziikség. Ezen modellek vizsgalatat és 6sszehasonlitasat
végzem szamitogépes szimulaciok segitségével. A téma alapos koriiljarasa kdzben
fontos volt a hévezetési tényezo részletes elemzése is. A makroszkopikus és mik-
roszkopikus tartomany kozotti atmenetet egy mérettdl és szabad tthossztol fiiggo
koefficiens bevezetése adja, melyre egy Uj formula bevezetését tudtam javasolni az

elvégzett vizsgalatok alapjan.

2. Hobvezetés makroszkopikus tartomanyban

A makroszkopikus koériilmények kozott érvényes Fourier-torvény linearis kapceso-
latot hataroz meg a homérsékleti gradiens és a hofluxus kozott, ahol az aranyossagi

tényezét a hévezetési egytitthatd (N) képezi:
q=—-A\VT. (1)

Az energiamegmaraddassal Osszevetve és egy hoforrasok nélkili rendszert véve a
transzportfolyamatot leird, igynevezett parabolikus egyenletet kapjuk:

pcvaaf = V(A\VT), (2)
ahol p a stirliséget, ¢, pedig a fajhdt jeloli. Ezzel az egyenlettel a hétkéznapi hoveze-
téssel kapcsolatos probléméak mind megoldhatok, de ha méretben elkezdjiik csokken-
teni a rendszert, hamar elérjiik azt a hatart, ahonnan kezdve az egyenlet fizikailag
valdtlan megoldasokat produkal. Ennek oka, hogy a diffazio jellegii terjedési mecha-
nizmus helyett a ballisztikus viselkedés jelenik meg. Ez magaban foglalja egyfeldl a
fononok akadalytalan "repiilését', masrészt a fononok hatarolé feliileteken vald ref-

lexiéjat. A Fourier-torvény alapjan egy megjelené hohatas az egész rendszeren beliil



azonnali valtozasokhoz vezet, amihez a hohatasnak végtelen sebességgel kéne tudnia
terjedni. Azonban a természetben ez nincs igy, a h6hatas véges sebességgel terjed és

a rendszer tavolabbi részein csak bizonyos relaxacios ido eltelte utan érezheto.

3. Hovezetés mikroszkopikus tartomanyban

A hatart, ahonnan kezdve a parabolikus egyenletet érdemes médositani, a Knudsen-
szammal tudjuk jellemezni, ami a fononok atlagos szabad uthossza (1) és a rendszer
méretét jellemz6 paraméter (L) hanyadosaként definidlhaté: Kn =1[/L [1, 2]. Durva
szabalyként megfogalmazhatd, hogy amig a Knudsen-szam egynél kisebb értéket
vesz fel, addig a makroszkopikus tartomanyban vagyunk, melyben az titkozések a
jellemz6 folyamatok. Amikor ez az érték egy folé né a ballisztikus tartoméanyba
ériink, ahol a fononok dominans kélcsonhatasa a fallal valo titkozés, hiszen a rend-
szeren az atomokkal valé titkozés nélkiil is athaladhatnak. A ballisztikus tartomanyt
is leiré modell vezethet$ be a Boltzmann-egyenlet relaxécios id6 kozelitésével [3, 4]

of F=fo 5
ot T(w) ’

ahol f az eloszlasfiiggvény, fy az egyensilyi eloszlds, v a fononok csoportsebessége,

+v-V,f=—

7 pedig egy frekvenciatol fiiggo relaxacios ido.
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1. dbra. Kialakult hémérsékletprofilok a kiillonb6z6 modellek alapjan. [3]

Az 1. abran lathaté, hogy a kiillonb6z6 modellek alapjan szamolt hémérsékleti
profilok hogyan viszonyulnak egymaéshoz. Legpontosabb eredményt a Boltzmann-
egyenlettel kaphatjuk, de mivel az egy eloszlasokat tartalmazo Osszefiiggés, ezért
sziikséges olyan kozelitések bevezetése, melyekkel mar szamitogépes szimulaciokra

alkalmas differencial-egyenleteket tartalmaznak.



3.1. Cattaneo-egyenlet

Torténetileg az elsd, véges hatassebességet is magaba foglalé modell megalko-
tasa, Cattaneo nevéhez flizodik, aki a konstitutiv egyenletben a hofluxus és a ho-
mérsékletgradiens kozotti Osszefliggésbe egy relaxaciés id6ét (7) tartalmazé tagot is

feltételezett: [1, 2]
9q
T— = —
ot
Ezt Osszevetve az energiamegmaradassal, egy hullamegyenletet kapunk, melyet a

(q+ AVT). (4)

hovezetés hiperbolikus vagy masnéven telegraf egyenletének neveznek:

o?T oT
—— 4+ — —xVT =0 5
Tam T g X : ()
ahol y = 2. Az egyenletbdl észrevehetd, hogy kis relaxaciés id6k esetén, tehét, ami-

pey

kor a masodik idoderivaltat tartalmazd tag fizikai okok miatt elhanyagolhatéva valik,
akkor a parabolikus egyenletet kapjuk vissza. A Cattaneo-egyenlet mar hullamszeri-
nek tételezi fel a ho terjedését, de a klasszikus irreverzibilis termodinamikaval nincs
teljes 0sszhangban, ugyanis vannak olyan paramétertartomanyok, melyek esetén a
masodik fotétel sériil. Az entropia mindenkori névekedését nem tudja biztositani ez

a modell.

3.2. Kettos faziskésés egyenlete

A kettos faziskésés egyenletében a Fourier-torvény az alabbi 6sszefiiggéssel lett
helyettesitve [5, 6]
q(x,t+71,) = —kVO(x,t + 19), (6)

ahol k pozitiv szdm, 7, a héfluxus, 7y pedig a homérsékletgradiens faziskésése. A
gradiens faziskésését a fononok szordédasa és kolesonhatasa okozza. A hofluxus fazis-
késése pedig a hiperbolikus egyenletbol mar ismert relaxaciés id6, ami a homérsékleti
tehetetlenséget veszi figyelembe. Ha 79 > 7,, a térfogatban létrejott hémérsékletgra-
diens a héterjedés kovetkezménye, ellenkez6 esetben pedig a héterjedés jon 1étre az
elézetesen kialakult hémérsékleti gradiens hatasara [7]. Tehét a relaxdciés id6k vi-
szonya hatérozza meg, hogy a folyamatban mi a kivalté ok illetve a létrejott hatas.

A (6) egyenlet elsérendii kozelitése vezet minket az aldbbi formulédhoz:

ar,t) + 7, aqé? D__y (VT(r, D+l (VI t))) . (7)

ot

A szakirodalomban erre az egyenletre szokas gy hivatkozni, mint a kettOs faziskésés

egyenletére.



4. Szamitégépes modell

A szimulacidk sordn egy végeselem modszeren alapuld szoftvert, a Comsol Mul-
tiphysics programcsomagot hasznaltam. A mddszer 1ényege, hogy a kivant sikbeli
vagy térbeli geometriat véges darabszamu kisebb elemekre bontjuk, igy a parcialis
differencialegyenletek kozelité megoldasa numerikusan elvégezhet6. A szoftver nagy
elénye, hogy rengeteg fizikai hattér és az ezeket leir6 differencidlegyenletek mar eleve
beépiiltek, igy ha a felhasznal6 ezen egyszeriibb egyenleteket tartalmazé probléméat
szeretne szimulalni, akkor csak a beépitett modulok kozil kell kivalasztani a megfe-
lelot és a modell mogotti fizika automatikusan felépiil. Nano-rétegekben a hévezetés
egyenletei bonyolédnak, mar nem irhatok le olyan egyszertien, ahogyan a Comsol
beépitett hévezetése megkivanna. A felhasznalonak ebben az esetben lehetsége van
matematikai modulok koziil valogatni, melyek teljesen altaldnos differencidlegyenle-
teket tartalmaznak és a paraméterek megfelelé megvalasztasaval ezen egyenleteket a
sajat problémanknak megfelelové alakithatjuk at. Ezeknek a hovezetési egyenletek-
nek az altalanos parcidlis differencidlegyenlet modult valasztottam (Mathematics -
PDE Interfaces - Coefficient Form PDE):

0%u ou
Cagrm +daa +V(=cVu —au+v) + Vu+au = f. (8)
Mindharom szimulalt egyenlet esetén az «, 3,y és a paraméterek zérus értéket vesz-
nek fel, a tobbi koefficiens eltér a kiillonb6z6 esetekben, pontos értékiiket a megfelel6
egyenleteknél fogom ismertetni.

A futési geometrianak egy egyszerii négyzet alapu hasabot valasztottam, mely
100 nmx 10 nmx 10nm méretii. A hosszabbik oldal mentén vizsgaltam a hoter-
jedést olyan mddon, hogy az x=0 sikban 1év6 lapjat flitottem, az ezzel szemkozti
oldal hémérsékletét pedig szobahémérsékleten tartottam (293.15 K). Az egész geo-
metria kezdetben szobahémérsékletii. Az els6 oldalra a fiitést fokozatosan kellett
rakapcsolni, ellenkez6 esetben a nagy hémérsékleti kiilonbségek miatt a szoftver a
transzportfolyamat elsé pillanatdban numerikus hibat vét [8]. Ezen probléménak a

részletes elemzése a szakdolgozatomban méar bemutatasra keriilt, itt csak felirnam

a homérsékleti felfutast, mellyel a kezdeti numerikus hiba kikiiszo6bolhet6:
T = TO : (1 - €_Et), (9)

ahol a Ty = 50 fokos hémérséklet kiilonbségnek felel meg, € értéke pedig 21012 1/s.
A modell anyaganak sziliciumot valasztottam, melynek jellemz6 paramétereit a

1. tablazat foglalja Ossze.



Paraméter Jelolés | Erték | Mértékegység
Hovezetési tényezo A 120 anV_K
Stirfiség p 2329 kg
Fajhé C, 700 R

1. tablazat. A sziliciumra jellemz6 paraméterek értékei és mértékegységei

A geometria behalozasahoz hexaéderes metodust valasztottam, ahol a véges ele-
mek négyszog alapt hasabok, az elemek szama tizezres nagysagrendbe esik. A be-

halézott geometria 2. abran lathato, melyen kékkel jeloltem a filitott oldalt.

2. abra. A behalozott geometria. Kékkel jelolve a flitott oldalt

A szimuldcidkban a hévezetés elsé 5 - 1071% mésodpercét modelleztem 1 - 10711
méasodperces 1épéskozzel, mert ilyen kis geometria esetén ez az id6 mar elég, ahhoz

hogy bealljon a termikus egyensiily.

4.1. Parabolikus egyenlet szimulacidja

A szamitogépes szimulaciokat a parabolikus egyenlettel leirt hovezetési folyamat

modellezésével kezdtem, igy tanulmanyozhaté az egyenletek evolicidja illetve a koz-

6



tiik 1év6 eltérések is nagyobb hangsulyt fognak kapni. Bar erre az egyenletre 1étezik
beépitett hovezetési modul, mégis a matematikai modult alkalmaztam, hogy a pa-
raméterek értékei jobban Osszehasonlithatéak legyenek a kiilonbozé egyenleteknél.
Ebben az esetben e, =0, d, = 1, ¢ = \/(pC,), amivel a (8) egyenlet a parabolikus
egyenletté egyszeriisodik. Az eredményt a 3. abran, az x tengely mentén kialakuld
homérsékleti eloszlast a szimuldcié minden egyes idopillanatara pedig a 4. abran

mutatom be.

Time=5e-10 Volume: Dependent variable T (K)

A 34315

¥ 28315

3. abra. A parabolikus egyenlet alapjan kialakulé hémérsékleti eloszlés.

A futési eredmények megfelelnek a Fourier-torvényrol tanultaknak, szépen lat-
szodik, ahogyan pillanatrél pillanatra kiegyenlitodik a homérséklet, mig végiil el nem

éri az egyensulyi allapotnak megfelel6 linearis egyenest.

4.2. Hiperbolikus egyenlet szimulacidja

A hiperbolikus egyenletben a parabolikushoz képest megjelent egy ido szerinti
méasodik derivéltat tartalmazo tag is, emiatt a (8) egyenletben szereplé e, paraméter
mar zérustol kiulonbozni fog. Ez a koefficiens lesz a relaxaciés id6. A relaxacios

ido fliggvényében a szimulacids eredmények eltérnek egymastol, ezeket a kiillonb6zo

7



Line Graph: Dependent variable T (K)

Dependent variable T (K]
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4. abra. A parabolikus egyenlet alapjan kialakult hémérsékleti profil a kiillonbozo
idopillanatokban.

viselkedési sémakat fogom megmutatni az alabbiakban néhany jellemzé relaxacios

id6n keresztul.

Ha a relaxacios id6 nagyon kicsi, a hiperbolikus egyenletben a masodik derivaltas
tag elhanyagolhatéva valik és visszakapjuk a parabolikus egyenletet. A hatar ahon-
nan a két egyenlet egymdstél megkiilonboztethetévé valik 7, = 1 - 10712 s-nal van.
Ebben az esetben a két hémérsékleti profil csak a szimulacié elsé idépillanataban
(1-10711s) kiilonbozik egyméastdl és ekkor is csak alig. A legnagyobb eltérés a két
gorbe kozott 0.63 K. A 2 - 107! s-os id6pillanattol kezdve pedig a két gorbesereg
teljesen ekvivalens egymassal. Ezeket az eredményeket mutatja be a 5. abra. Ter-
mészetesen, ha tovabb csokkentem a relaxacios ido értékét, akkor mar hamarabbi

idopillanatokban is teljes egyezést mutat a két homérsékleti profil.

Ha a relaxacios ido6 értékét novelni kezdem, akkor lathaté igazan a {6 kiillonbség a
két egyenlet altal leirt transzportfolyamatban, ekkor ugyanis a hiperbolikus egyen-
letnél, az elméleti varakozasoknak megfeleléen, hullamszeriien hatol a hémérséklet
a geometriaba. A hohatds ilyenkor véges sebességgel indul meg és definialhatéd egy

behatoldsi mélység is. A hullamfront mogotti homérséklet joval magasabb, mint azt
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5. abra. A parabolikus és hiperbolikus egyenlet 0sszehasonlitasa kis relaxaciés idék

esetén.

a parabolikus egyenletbdl varnank, hiszen ugyanaz a homennyiség jelen esetben ki-
sebb térfogatban oszlik meg. Az 1-107%s értékfi relaxicids idénél szimulalt hévezetés
a 6. dbran lathatd. Az eddig leirtakon kiviil, az abrardl leolvashatd, hogy hosszabb
ido eltelte utan a ’kiptiposodas’ megsziinik és a stacionarius allapot felé kezdenek a
gbrbék visszalaposodni. A behatolasi mélység illetve a hullamviselkedés jobb szem-
léltetése érdekében egyetlen idépillanat hémérsékleti eloszlasat is abrazoltam (7.

abra).

A relaxaciés id6 értékét tovabb noévelve elérjiik a hiperbolikus egyenlet érvényes-
ségi korét, ekkor ugyanis a hémérséklet a fiitési homérséklet folé novekedik, ami
nyilvanvaléan ellentmond a fizikai képiinknek és ezzel egytitt a termodinamika 2.
fotételének is. Ennek problematikajat és okat az elméleti bevezetoben emlitettem,
illetve a szakdolgozatomban bovebben is kifejtettem. Nagyobb relaxacios idok ese-
tén, a ho lassabban is terjed, kisebb a behatolasa az anyagba, ami numerikus hibak-
hoz vezet, ezért ezeknél a szimulacioknal, a hibék elkertilésére sokkal finomabb halot
kellett épitenem (kisebb elemekbdl épiilt fel, ezért sokszorosdra nétt az elemszam).
Ezzel a numerikus hibakat ki tudtam kiiszobdlni, a tulftitést azonban nem, hiszen

az az egyenlet hianyossdgabodl fakad. Ezen hidnyossag kikiiszobolésére kezdtem el a



Line Graph: Dependent variable T (K)

Dependent variable T (K]

50
w-coordinate (nm)

6. abra. A hiperbolikus egyenlet szimulacidja kis relaxacios idék esetén.
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7. 4bra. A hulldmfront szemléltetése
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kettds faziskésés egyenletével foglalkozni.

4.3. Kettos faziskésés egyenletének szimulacidja

A kettos faziskésés egyenlete, a hiperbolikushoz képest egy olyan taggal tobb,
amiben vegyesen szerepel id6 és hely szerinti derivalt is, rdadasul utobbi masodik
rendben ((7) egyenlet). Ilyen tagot azonban a (8) kifejezés nem tartalmaz, ezért sokat
kellett tanulmanyoznom a Comsol-t, illetve annak a kiilonb6z6 féorumait, hogyan
lehetne mégis egy ilyen fajta egyenletet szimulalni. Végiil arra a dontésre jutottam,
hogy a vegyes tagot, mint forrast fogom figyelembe venni, mellyel az egyenletben

szereplé paraméterek az alabbiak szerint alakulnak:

A
c= s
€a = Tg,
de =1,
T
pC, Ot 0x?

Ha az 1j relaxacios idot kicsinek valasztjuk, akkor a forrastag elhanyagolhatova valik
és visszakapjuk a hiperbolikus egyenletet. A 7, = 10712 s-0s értéket bedllitva a két
egyenlet futasi eredményei kozott csak nagyon kis kiilonbségek vannak, és azok is
csak a futdas vége felé jelentkeznek. Kezdetben a két gorbe azonos, amint az a 8.
abran latszodik is.

A legfontosabb kérdés a kettds faziskésés egyenlete kapcsan, hogy ki tudja-e
kiiszobolni azt a hianyossagot, ami a hiperbolikus egyenletnél felmertilt, azaz a ma-
sodik faziskéséses tag elegenddé-e ahhoz, hogy a tulflitést megakadalyozza. Ehhez
olyan 7, értéket valasztottam, aminél a hiperbolikus egyenlet mar fizikailag valotlan
megoldédst ad (7, = 1077s). Varakozdsom az volt, hogy kis 7; értékek esetén a for-
rastag, annyira kicsi, hogy érdemben nem tud hozzajarulni a hiperbolikus egyenlet
javitasdhoz, viszont nagyobb értékek esetén elvarom a javuldst. Ezért eloszor két kii-
16nbo6z6 értéki relaxdcios id6t vettem, egy kisebbet (1; = 1071%5s) és egy nagyobbat
(1, = 107 75s). Vegyiik elészor a kisebb értékkel vald szimuldciot, melynek futédsi ered-
ménye a 9. 4bran lathaté. Eszrevehetd, hogy a tulfiités jelensége nem tiint el, hiszen
a maximalis hémérséklet joval a flitési érték felett van. Ez megfelel a varakozasink-
nak, hiszen a forrdstag el6tt all6 koefficiensek igy 10717 nagysagrendbe esnek, mely

elhanyagolhatonak tekinthetd. A masik szembetiinG jelenség pedig az, hogy ebben

11
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8. abra. A hiperbolikus egyenlet és a kettos faziskésés egyenletének 6sszehasonlitasa

kis relaxécios id6k esetén.

az esetben a szimulacios id6 nem elég ahhoz, hogy a stacionarius allapot bealljon.
Ennek oka, hogy ilyen kis relaxacios idoknél a ho terjedésének sebessége nagyon le-
csokken. A nagyobb relaxédciés idovel szamolva, elvarasaimnak megfelelve, a tulflités
jelensége eltlint, a 10. dbrdn lathaté mddon, tehat ez az egyenlet valéban jobban
miikddik nano-rétegek hévezetésére vonatkozoan, mint az eddig megismertek.

Ezek utan kerestem azt a 7y értéket, ami hatarvonalként szolgal a két viselkedési
forma kozott, tehat annonnan kezdve a forrastag mar nem hanyagolhato el és a
futdsi eredmények a ketds faziskését reprezentaljsk. Ezt 7, = 107® s-ndl taldltam
meg, ahol a tulflités mértéke szemmel mar észre sem vehetd. Az adatok kiértékelése
utan valt nyilvanvalévd, hogy ekkor a flitési hémérséklet (343.15 K) helyett, ennél
0.82 K-nel tobbet kapunk maximalis értéknek. Elmondhaté tehat, hogy ezen érték

folott a hovezetés eddigi hibai kikiiszobolhetoek az 0j egyenlet hasznalataval.

5. Hobvezetési tényezo

Az eddigi szimulacidkban a hovezetési tényezo6 értékét dlland6 anyagi paraméter-

ként kezeltem, a valdésagban azonban fiiggvénye a homérsékletnek, szabad tthossz-
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Line Graph: Dependent variable T (K)
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9. abra. A kettos faziskésés egyenletének szimulaciés eredménye alacsony 7; érték

esetén

nak és a geometrianak is. Ballisztikus és makroszkopikus tartomanyban a héfluxus
kiillonbozoféleképpen irhatdé fel, elsé esetben: ¢ = AAT, ahol ahol a A a hovezetéssel
osszefiiggd koefficiens. Diffuziv transzport esetén pedig: ¢ = MAT/L, ahol A a héve-
zetési egyttthato, L pedig a rendszer mérete. A \ hovezetési egytitthaté aranyos a
szabad tuthosszal, mig A fliggetlen attol. A fenti két egyenlet dsszevetésébdl megalla-
pithato, hogy a héfluxus ballisztikus esetben csak a homérséklet-kiilonbségtdl fiigg,
diffaziv esetben azonban a rendszer mérete is befolyasold tényezo. A két tartomany
kozotti atmenetet egy homérséklettdl, szabad tuthossztol és a rendszer méretétol

fiiggd hévezetési tényezd adja meg [1]:

=\ (T, é) ALT. (10)

Ebben az egyenletben szereplé hévezetési tényez6 I/L — 0 hatarértékben A\(T')-t
adja meg, [/L — oo esetben pedig AL-t.

Megmutathato, hogy stacionarius allapotban, ahol a korfrekvencia zérus, lehe-

t6vé valik egy hulldimszamfiiggé hovezetési tényezé bevezetése (k = 2w /L). Ekkor
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Line Graph: Dependent variable T (K)
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10. abra. A kettOs faziskésés egyenletének szimuldcids eredménye magas 7, érték

esetén

megkaphat6 a hévezetési tényezé mérettdl valo fiiggése [9]:

[\ NT)L? AW
A(T,L>_ S 1+4<L> —1]. (11)

A minta méretének fiiggvényében a (11) Osszefiiggés szerinti hévezetési egyiitthato,

a kisérleti eredményekkel jol 6sszevethetéen, a 11. dbran lathato.

A grafikonon jol latszik, hogy a hdvezetési tényezd értéke telitésbe megy, igy
amikor a rendszer mérete sokkal nagyobb a szabad uthossznal, a hévezetési tényez6
tObbé mar nem fiigg a mérettdl, hanem a klasszikusan definialt értékhez tart. Amikor
a méret csokkentésével elérjiik a szabad tthossz kozeli tartomanyt, illetve az ala
megylnk, a hévezetési tényez6 csokkenni kezd, és 0 rétegvastagsagndl 0-hoz tart.

Azonban a gyokos formula is csak egy kozelités, a hovezetési tényezé pontos
fliggése lanctortes alakban adhaté meg:

A(T)
k212 ’
w2

kZlg
1tiwrg+ 1+iwTg+...

Mw, k) =

(12)
14+ wm +

1+iwTe+
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11. dbra. A szilicium hévezetési egyiitthatéja a rétegvastagsag figgvényében [9]

ahol w a korfrekvencia, k£ a hullamszam, 7 értékei a relaxaciés idékre vonatkoznak,
-k pedig szabad uthosszakat jeldlnek. Ebbol a gyokos formulat megkaphatjuk, ha
stacionarius allapotot tételeziink fel, azaz w = 0 és a szabad uthossz mindegyik

rendjét azonosan [/2-vel teszem egyenl6évé.

Az alkalmazott kozelitések meglehetésen valtozatosak, a kiilonbozé cikkekben
kilonboz6 értékeket adnak meg példaul a szabad uthossz kiilonb6z6 rendjeinek
[10, 11]. Mivel a paraméter-seregre egyeldre nincs egyértelmii fizikai kritérium meg-
fogalamazva, igy ez egyben azt is lehetové teszi, hogy azokat szabadon moédosithas-
suk a jobb egyezést elérendd. Ezekbdl a kulonbozéségekbol adddik, hogy a (11) for-
mula érvényét veszti, és mas képletekkel szamolhat6 a hévezetési egyttthatdo méret-
fiiggése. Az irodalomban t6bb lehetséges formula is felvet6dott, de —meglep6 médon—
egyik esetben sem tortént tovabbi vizsgalodas. Néhany ezekbdl a heurisztikus otle-

tekbél, Osszehasonlité abraval egyiitt (12. abra):

M= (19
AT, 2) _ \(T)tanh (b?) , (14)

)\(T,é) = 3A<£)L2 ( L ] - 1) : (15)
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12. dbra. A hévezetési egyiitthaté méretfiiggése a kiillonbozé otletek alapjan. (A
tombi hévezetési tényez6 120 W/mK, a szabad tthossz 40 nm, a = m, b= 1/7)

5.1. Uj formula kialakitasanak alapgondolata

Tekintsiink egymas mellé helyezett rétegeket, és vizsgaljuk, hogy a rétegek sajat
hovezetési tényezoje milyen kapcsolatban all a rétegekbdl felépitett rendszer héveze-
tési tényezdjével. Az nyilvanvald, hogy a nagy rendszer a kis rétegekbdl felépitheto,

igy a hovezetési tényezore is kell 1éteznie valamiféle additivitasi szabalynak:

A(AeB)aC = Aa(Bac)-

Trivialis, hogy az egyszeriu 6sszegzés nem megfelel6 megoldas, mert nincs felso kor-
14tja, mikozben a tombi anyag hévezetési tényezéje egy véges érték. Igy egy olyan
fiiggvényt kell talalnunk, aminek van additivitasi szabalya, és aminek a végtelenben
véges értéke van. A tovabbi vizsgalédasaim oka, hogy a (11) egyenlet szerint le-
irt hévezetési egytitthatora semmiféle additivitasi szabaly nem érvényes. A kitizott
cél tehat egy olyan matematikai Osszefiiggés felirdsa, mely a lanctortes fiiggvény

menetét jol visszaadja, és ugyanakkor rendelkezik additivitasi szaballyal.
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Ezt a gondolatmenetet figyelembe véve a heurisztikus o6tletek kozil a (14) ki-

emelkedik, amelynek tobb oka is van:

e A tanh fiiggvény telitésbe megy, tehat az alakja megfelel a tamasztott elva-
rasoknak. Nullaban nullahoz tart, végtelenben pedig a megfelel6 véges értéket

vesz fel.

o Létezik additivitasi szabalya:

tanh(z) + tanh(y)
tanh(w +y) = 1 + tanh(x)tanh(y) (16)

e Eldallithato exponencialisokbdl, melyet szamitégéppel gyorsabban tudunk sza-

molni, mint egy gyokos formulat, ezzel a miiveletigény csokkentheto.

o Létezik lanctortes alakja, igy a (12)-es, kozelitéseket még nem tartalmazé for-

muléval 6sszevethet6. A tanh fiiggvény lanctortes alakja [12]:

tanh(x) = 1+m””2 (17)
et

A felsorolt elényos tulajdonsagok késztettek arra, hogy a hévezetési tényezé (12)
formuldjat ugy alakitsam és olyan kozelitéseket alkalmazzak, ami a tanh(z) fuge-
vényhez a lehetd legkozelebb visz. Igy a megalmodott hévezetési tényezé az alabbi

alakban irhaté fel: l .
AT, 7) = No(T)tan: (m) | (18)

A tovabbiakban szobahOmérsékletet tételezek fel, igy a hémérséklettol valo fiiggés
elhanyagolhatd. A tombi h6vezetési egytitthato értéke 120 W/mIK, a szabad uthossz

pedig 40 nm (szilicium).

5.2. Lehetséges kozelitések vizsgalata

A vizsgalddast annak sszehasonlitasaval kezdtem, hogy az elérni kivant kifejezés
mennyiben tér el a gyokos formulatol, illetve egyszertibb szimulacidkat lefuttatva,
mekkora kiilonbségek adédnak a hémérsékletprofilban. Ezzel képet kaphattam ar-
r6l, hogy mennyire voltak jogosak a hasznalt egyszeriisito feltételezések. A lanctortet
egyre magasabb rendekig szamoltam, és azt tapasztaltam, hogy a paros szamu ren-
dek nem adnak megfelel6 fiiggvénymenetet, hiszen zérusban véges hévezetési egyiitt-
hatéhoz vezetnek, mely a fizikai képiinkkel ellentmond. Igy a tovdbbiakban a parat-

lan rendeket veszem csak szamitasba. A lanctortet mar 6todik rendben szamolva,
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a gyokos formuldhoz nagyon kozeli eredmény adddott (13. abra). Novelve a rendek

//////

kezd, igy az 6todik rend egy jo kompromisszum a pontossag és a szamolasi gyorsasag

kozott.

120
100
804

60

A [W/mK]

40

1 —— gyo6kos formula
20 lanctért negyedrendben

lanctort 6tédrendben

T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
L [nm]

13. abra. A lanctortes formula 6sszehasonlitasa a gyokos képlettel.
Ezutén a gyokos képletet vetettem ossze a tanh-s formuldval (14. abra).
120—-

100

80

o |
E 60
=
< 40 4
201 | —— gyokos formula

tanh formula

T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
L [nm]

14. abra. A tanh és gyokos formula 6sszehasonlitasa

Azért, hogy az is lathatéva valjon, hogy ez a kiilonbség a kialakulé hémérsék-

letekben mekkora eltérést okoz, szamitoégépes szimulaciokat végeztem. Mivel a két
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gorbe kozotti eltérés 170 nm-nél volt maximdlis, igy egy ilyen méretii téglatest alaka
geometriat hasznaltam a szimulacioknal. Az X koordinata irdnyaban melegitettem a
testet, a masik két irdnyban termikusan szigeteltem. A geometria nagyon kis mérete
miatt a héterjedés elsé 6 - 1071 s-t vizsgdltam. Mindkét hévezetési egyiitthatéval
elvégeztem a szamolasokat, majd négy idopillanatot kivalasztva abrazoltam az ak-
tudlis hémérsékleti profilokat (15. dbra). Az eredményekbdl jol latszodik, hogy a
kialakul6 hémérsékletprofilban csak csekély eltérések vannak. A legnagyobb kiilonb-
séget 1-1071 s-ndl taldltam, mindossze 2.33 K, ami 0.68 szazalékos eltérést jelent.
A két kilonbozo hévezetési egytitthatoval szamolva majdnem azonos hémérsékleti
eloszlas alakul ki, tehat a tanh formula bevezetésére és alkalmazasara nincs fizikai

akadaly, igy megkezdheto a lanctortes formula alakitasa a megfelelo kozelitésekkel.

434315

350

tanh formula
gyokos formula

340

330

T

310

300

290 4 le-11s

T T T T T T T T T T
s 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
X [nm]

15. dbra. Bal oldalon: A geometriaban kialakult hémérséklet eloszlas. Jobb oldalon:

Pillanatnyi homérséklet eloszlasok osszehasonlitasa.

A lanctortes formula képletében a szabad uthossznak kiilonbozé rendjei szere-
peltek. Ezeket a rendeket a hivatkozott cikkekben kiilonboz6 alakokban adtak meg.
Volt olyan cikk, ahol minden rendet azonosan 1/2-nek valaszottak [9]. Mas cikkben
a szabad tuthosszal egyenlé minden rend [11], vagy éppen a szabad tthossz negye-
dével [10]. Eléfordultak olyan kézelitések is, ahol a kilénboz6 rendeket valamilyen

rekurziv formuldval adtdk meg, ilyenek a [10]-beli rekurziv:
2 = a, 117, ahol ay = n?[(2n+1) - (2n — 1)] 7!

és a [13]-beli Hess-féle rekurziv:
n? w}

2n+1)2n — 1) wp—1wy,

12 = a,l? ahol a, =
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Osszefliggések.

Ezek a kiilonbozoségek vezettek oda, hogy érdemes vizsgéalni a gorbe menetének
szabad uthossztél vald figgését. Elészor olyan strukturakat vizsgaltam, ahol azo-
nosak az egyes rendek. Az emlitett irodalomban az [, [/2 és [/4 értékeket vették
a kozelitések alapjaul, igy azt vizsgaltam, hogy ezen szabad tthossz paraméterek
mellett a gorbe mennyire kozeliti meg a kivant tanh gorbét. A lanctorteket ezeknél
a szamolasoknal is otodrendig kozelitettem, és az értékeit egy altalam irt Matlab

koddal szamoltattam. Az eredmények a 16. abran foglalhatok dssze.

120 —
100 -
80 -
<
c 60
=
< 40 4
——th-s
In=|
20 -
In=I1/2
In=I/4
0

T T T T T T T T T T !
0.0 2.0x10”7  4.0x107 6.0x107  8.0x107  1.0x10°®
L [m]

16. abra. A kilonb6zo szabad uthossz értékekkel szamolt gorbék menete a tanh

gorbéhez képest

Az abrardl leolvashaté, hogy a tanh gorbénkhez az I, = [/4 képlettel szamolt
hovezetési egyiitthatd van a legkozelebb. Bar a feldolgozott irodalomban, ennél ala-
csonyabb értékeket nem emlitettek, megnéztem, hogy javithato-e az egybeesés ha pl.
l, = 1/5. Ezekben az esetekben szintén tévolabb kertiltiink a gorbétél, igy a tovabbi
vizsgalédasok alapjdul az [/4 szabad tthossz értéket vehettem.

Ezutan eltekintettem attol a kozelitéstol, hogy a szabad uthossz egyes rendjei
azonosak, tehat a rekurziv formuldk vizsgalata felé vettem az irdanyt. Az elsé em-

litett rekurziv formulaval azonnal problémaba ttkoztem. Ha oy értékét szerettem
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volna megkapni, akkor a képletbe az n=0 értéket kell behelyettesiteni, akkor azonban
aq értékére zérus adodik, ami zérus hovezetési tényezéhoz vezetne. Ez nyilvanvaléan
rossz megoldas. Vélhetéen a cikkben eliras tortént, és a rekurziv formuldban az n-ed
rendii egyiitthatot nem az eléz6 rend (n-1) értékeib6l, hanem az adott rend n érté-
kébol szamoljuk. Ezzel a zérus érték kizarhaté. Az irodalomban nem taldltam arra
semmiféle utalast vagy javitast, hogy a képlet hogyan lenne érvényes. Ha a rekurziv
formuldban még egy aproé modositast is végrehajtunk, akkor a tanh gérbéhez még
kozelebb keriilhetiink. Az emlitett médositas pedig az, hogy az «,, egyiitthaténak
is a négyzetét szerepeltetjiik a képletben. Ezekkel a képletekkel is elvégeztem az

Osszehasonlitasokat, melynek eredményét a 17. Abra mutatja.

120 /f
100
80 -
. tanh
¥ _
= 60 In=1/4 '
E rekurziv formula
Y elsd modositas
< 404 .
rekurziv formula
20 masodik modositas
04

T T T T T T T T T T T 1
0.0 2.0x107  4.0x10”7  6.0x107  8.0x107  1.0x10°
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17. abra. A rekurziv formula moédositasainak 0sszehasonlitdsa a tanh gorbével és az

[/4 szabad tthosszal szamolt gorbével

Ezutén [13] cikkben szerepld rekurziv formulat vizsgaltam, azzal a kozelitéssel,
hogy a korfrekvencids tagot elhanyagoltam. Osszehasonlitdsképpen egy grafikonon
(18. abra) abrazoltam az eddigi eredmények koziil azokat, amelyek a tanh gorbénket
a legjobban megkozelitik.

Ezek a gorbék mar kielégitéen kozel keriilnek a kivant tanh formulaval szamolt
hovezetési egytitthatohoz, de a rekurziv formulak 6tletén felbuzdulva tovabbi képle-

tekkel probalkoztam, hogy még az eddiginél is pontosabb egyezést érhessek el. Olyan
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18. dbra. Az eddigi legjobb kozelitések Osszehasonlitasa

formulakat vizsgaltam, ahol az egymast kovetd szabad tthosszak mindig azonos ha-
nyadukra csokkennek. Mivel a legjobb egyezést az [,, = /4 értéknél kaptuk, igy a
szabad tthossz elso rendjét ezzel az értékkel feleltettem meg. A tovabbi rendeket
tobbféleképpen szamoltam: minden rend az el6z6 rend felére, harmadara, 6todére
csOkken. Ezeket szintén abrazoltam a tanh fliggvénnyel Osszevetve, az el6z6 formu-

lakat is az dbran hagyva (19. abra).

Az abréardl szemrevételezéssel elég nehéz lenne megmondani, hogy melyik az
a formula, mely a tanh gorbéhez legkdzelebbi goérbét produkalja, hiszen nagyon
kozel vannak egymashoz. Ezért minden pontban kiszamoltam a tanh goérbétol valo
eltérésiiket, vettem ezek abszolit értékét és abrazoltam egy grafikonon (20. dbra).
Leolvashato, hogy a moédositott rekurziv formula van legtavolabb az elérni kivant
tanh gorbétdl, az eltérése minden tartomanyon joval a tobbi gorbe eltérésén feliil
van. A t6bbi gérbe azonos mértékben tér el a tanh-t6l a 200 nm feletti tartoméanyon.
Ezért a kivalasztasomat az fogja megszabni, hogy melyik képlettel szamolt gérbéhez
tartozik a legkisebb eltérés 200 nm alatt. Eredménytl azt kaptam, hogy a tanh
gorbét legjobban azzal a formulaval szamolt hovezetési egyiitthaté kozeliti meg,
melyben a szabad tthossz kiillonb6z6 rendjei az [ /4 értékrol indulva minden lépésben

az 0todére csokkennek.
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19. abra. A hat legjobb kozelités 6sszehasonlitasa
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20. abra. A hat legjobb kozelités tanh gorbétol valo eltérésének az 6sszehasonlitasa

A (11) formula el6allitasdhoz, a korabbiakban emlitetteknek megfelelon, két ko-

zelitést hasznaltak az irodalomban. Az els6t, melyben a szabad tthossz kiilonb6zo
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rendjeire vonatkozott, az elozéekben vizsgaltam, igy mar csak azt kell ellendriz-
zem, hogy helyes-e staciondrius esetet venni és a komplex tagokat elhanyagolni a
lanctortes formulabdl. Ahhoz, hogy a korfrekvencia figgvényében tudjam vizsgalni
a hévezetési egyiitthatét, a relaxacios id6 (1) értékérdl kellene, hogy informacioval
rendelkezni. A dolgozatom elsé részében a hovezetés egyenleteit tanulmanyozva, a
relaxdcios id6 értékét 3- 1072 s-nak becsiiltem, {gy jelen szamoldsokba is ez az érték
kertil behelyettesitésre. A frekvencia értékérol semmilyen informéciénk nincsen, igy
azt széles hatarok kozott modositottam és megfigyeltem, hogyan hat ez a valtoztatas

a gorbe alakjara.
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21. abra. A korfrekvencia valtoztatasanak hatasa a hévezetési egytitthatd értékeire.

A 21. dbran lathaté a szamolt eredmény. Ha a frekvencia értékét csokkenteni
kezdtem, akkor nem kaptam eltérést az w = 0 gorbétol, egyre kozelebb keriiliink a
stacionérius allapothoz (hiszen egyre csokkend frekvencia szorzddik az amigy is kicsi
relaxdcids id6vel, igy egyre kisebb szdmot kapunk). Igy a frekvencia értékének nove-
lésével kialakult hovezetési tényezo vizsgalata felé vettem az iranyt. A korfrekvencia
értékét 107 1/s-ig valtoztattam és nemhogy szignifikdns, de semmilyen eltérést nem
tapasztaltam a stacionarius esettol. Elvégeztem a szamolasokat még tagabb hata-
rok kozott, azt tapasztaltam, hogy egy nagysagrenddel névelve az értékét (10® 1/s),
a 200 nm-s tartomany folott négy szézalékos eltérés tapasztalhato, ekkor a gorbe
telitési értéke nem 120 W/m K, hanem annél 4.88 W/m K -nel kevesebb. Ha nagység-
rendileg még egyet léptem felfelé (10° 1/s), akkor az eddigiektdl eltérd alaki gorbét
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kaptam, amelyben egy hirtelen kezdeti felugras utédn konstans 40 W/mK a héveze-
tési tényezo értéke erre a modusra. Tobb nagysagrenddel névelve még a frekvenciat,
a kezdeti kiugras eltlinik és egy elejétol kezdve konstans 40 W/mK értéket kapunk.
Ezen frekvencias fononok jaruléka nem jelentos a hévezetésben, olyan kis szamban
vannak jelen, hogy hatasuk kidtlagolédik. A nagyfrekvencias fononok hévezetésben
jatszott szerepének megértéséhez tovabbi diszkussziora volna sziikség, mely jelen
dolgozatnak nem téméaja. A kis hanyaduk miatt jogosnak talaltam azt a kozelitést,

hogy a komplex tagok elhanyagolhatdk a képletbol.

5.3. Osszehasonlitias a mérési eredményekkel

Az el6z6 elgondolasok alapjan az altalam helyesnek itélt hovezetési tényezd az
alabbi alakot olti:
120
A1, L) = : (19)
K212
K213
K213
1+...

1+

1+
1+

ahol lo =1/4 és 1, =1,,1/5

A formula helyességének ellenorzésében az utolsé pontot a mérési eredményekkel
valé Gsszevetés jelentette. A mérési pontokat a 11. abra adta. Az ezen a grafikonon
feldolgozott irodalmat és mérési eredményeket igyekeztem Osszegytijteni [14, 15, 16],
de az emlitett cikkek mért adatokat nem tartalmaztak, csak abrakat, igy azokat
kénytelenek voltam a grafikonokrdl leolvasni. A legpontosabb leolvasast gy érhet-
tem el, hogy a képrdl pixelenként olvastam le a mérési pontokat és azok hibajat. A
leolvasas soran figyelni kellett arra, hogy a méret az abran logaritmikus skalan van
megadva. A pixelek nanométerré val6 atkonvertalasa utan mar a sajat gérbémet is
illeszteni tudtam a grafikonra, melyen a szaggatott vonal a gyokos formulaval vett
értékeket, a vastag vonal pedig az altalam vizsgalt tanh gorbét jelzi.

Az abrarol leolvashaté, hogy a két gorbe kiillonb6z6 mérési tartomanyon illeszke-
dik jol a mérési pontokra. Az Osszes mérési ponttol valo eltérésiik, azaz, hogy hany
pontot nem érintenek mérési hiban belil sem, megegyezik. A mérési eredmények
viszonylag nagy hibajat az okozta, hogy a szilicium kristdly termikus hévezetése
érzékeny a hibahelyek szaméval szemben, melyek kontrollalatlanul keletkezhetnek a

feldolgozasi folyamatok alatt.
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22. abra. A tanh fiiggvény Osszevetése a mérési eredményekkel.

6. Osszefoglalas

Dolgozatomban vizsgaltam a nano-rétegek hévezetését leird egyenletek elméleti
hatterét, fizikai valosagalapjat ill. érvényességi koreiket. A valdsagot legpontosab-
ban leir6 modellnek a kettos faziskésést tartalmazod bizonyult, ahol a héfluxus és
a homérsékletgradiens is egy sajat relaxacios idovel jellemezhet6. Ezzel a feltétellel
mar kikiiszobolhetoek a hiperbolikus egyenletben szereplé hianyossagok. Ezutan a
hovezetési tényezo vizsgalatanak folyamatat mutattam be, mely végén sikeriilt egy
olyan képlettel leirni a koefficienst, ami a valésdgot ugyanolyan jol leirja, mint az ed-
dig alkalmazott Osszefiiggések, azonban van egy nagy elonye, az additivitas. Ennek
megértése legkonnyebben egy példan keresztiil szemléltethett: Képzeljik el azt az
esetet, hogy egy 5 nm-s rétegen akarunk hévezetési egytitthatot vagy homérsékletet
mérni. Ilyen kis méretben a klasszikus mérések nem alkalmazhatok viszont az 6ssze-
adasi szabalyt kihasznalva ezen réteg hévezetése is mérhetové valik. Elegendé pl. egy
100 és 105 nm vastagsagu réteget mérni és a tanh fiiggvény additivitasi szabalyabol
adodik az 5 nm-es szelet koefficiense. Ezen eredményeimbdl cikket is irtam, melyet
a Elsevier kiadé Thin Solid Films cimi folyéirataba nytjtottam be és jelenleg a

birdlati fazisban tart.
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