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Tokamakokban tapasztaltak nagy energiaval rendelkez6 un. elfutd elektronokat, amelyek
komoly karokat tudnak okozni: tonkreteszik a diagnosztikakat, kilukasztjak a falat. Az elfuto
elektronok kolcsonhatéasba léphetnek egy rezonans plazmahullammal. A vizsgalt nagyfrekven-
cids elektronhulldmok koziil az extraordinarius elektron hullaim (EXEL) a leginstabilabb, ezért
ezt a hullamot vizsgaltam. Az elfutd elektronok és az EXEL hulldm kolcsénhatasa soran az
elektronok eredetileg nyalabszeri eloszlasfiiggvénye izotropizalodik. Ez lecsokkentheti az elfuto

elektronok energiajat.

Az EXEL hullimnak az eloszlasfiiggvényre gyakorolt hatasat csak numerikus modszerek
igénybevételével lehet meghatarozni, mert az eloszlasfiiggvény idébeli fejlodésére nincs zart
analitikus formula. Munkdm sordn rendelkezésemre allt egy kvazi-linearis kolcsonhatast sza-
mol6 rutin, melyet Dr. Pokol Gergd és Kémar Anna irtak. A program lassi futdsa miatt még
csak elozetes eredmények alltak rendelkezésemre, melyek a fenti kolecsonhatas bekovetkezését
igazoltak, azonban csak a hatas els6 periddusat mutattak, igy részletes analizisre nem voltak
alkalmasak. A rutin gyorsitasanak érdekében felderitettem a program legidGigényesebb részeit,
és ezeket modositva a program a tobbszorosére gyorsult, lehetové téve a kolcsonhatas tovabbi
fiiggnek a program numerikus és fizikai paramétereitol. Fontos kérdés volt a program numeri-
kus stabilitdsanak ellendrzése a numerikus paraméterek valtoztatdsaval. Az eljaras alatt egy
tipikus paraméterszettet valasztottam referencianak és mindig csak egy paramétert valtoztatva
vizsgaltam az eltérést az eredményben. A tapasztaltak alapjan j optimalis paraméterszettet
allitottam be, és ezzel végeztem a tovabbi vizsgalatokat, mint az eredményeknek a plazmapa-
raméterektol vald fiiggését. A méagneses tér, a termikus elektronstiriiség, az elektromos tér és a
plazmahoémérséklet valtoztatasaval az elmélet alapjan vart eredményeket kaptam, a kozelitések

hatarain belul.

A munkam masodik felében az eljarasunk azon hidnyossaganak kikiiszobolése volt a cé-
lom, hogy az altalunk hasznalt kezdeti eloszlasfiiggvény csak nagyon nagy, allandé elektromos
tér fennallasa esetén érvényes. Ennek érdekében a CODE nevii kinetikus egyenlet megoldd
rutinba integraltam az EXEL hullimmal torténd kvazi-linearis difftiziés kolesonhatést. Ezzel

lehetové valt fizikailag valésdgosabb eloszlasfiiggvények eloallitasa.
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1. Elméleti bevezeto

1.1. A plazma

A plazma egy részben vagy teljes mértékben ionizalt gaz. Pontosabban olyan gaz, amiben
az ionizaci6 foka (o =ionizalt részecskék szama/Osszes részecske szdma) lényegesen nagyobb,
azaz a ~ 1, mint egy szoba-homérsékletii gaz halmazallapott anyagban, ahol a « 1. Egy ilyen
sokrészecske-rendszerben a rovidtavi molekularis kolesonhatasok helyett a hosszabb tavi elekt-
rosztatikus kolesonhatasok domindlnak. Ezért a plazma folyadékszertien viselkedik (turbulen-
cidk, hullamok figyelhet6k meg), innen szarmazik a neve "képlékeny'. Plazméat allitanak elé pél-
daul kisiilési csévekben vagy fzids berendezésekben: tokamakokban, sztellaratorokban, ugyanis
magas hémérsékleten a gazmolekulak az iitkozések kovetkeztében elvesztik az elektronjaikat,
és ionizalodnak.

Ennek a dolgozatnak a motivacidjat a fizios berendezések adjak, melyekben lehetséges a fu-
zi6s reakcid létrehozasa, ami ardanyaiban sok energia termelését teszi lehetévé kevés tizemanyag
felhasznalasaval. A fuziés energiatermelés jelentOségét tovabb noveli, hogy a jelenlegi energia-
termel6 eljarasokkal ellentétben alig terheli a kornyezetet karos anyagokkal vagy sugéarzassal
stb. A fuziés energiatermelés létrehozasa csak nagyon magas hémérsékleten lehetséges, mert
a fuziés reakcidhoz a részecskéknek (altaldban hidrogén) egymadshoz elegendden kozel kell ke-
rillniiik, hogy az alagut effektus fellépjen és egyesiilhessenek. A kozel kertiléshez le kell gy6zni
az elektromos Coulomb-taszitast, ehhez pedig nagy kinetikus energia kell. Ennek kdszonheto,
hogy a fenti reakcié idedlis kozege a plazma. Az energiatermeléshez a plazmat huzamosabb
ideig 6ssze kell tartani. Erre tobbféle modszer van, melyek koziil a legigéretesebb a magneses
Osszetartds. Ez konyha nyelven annyit tesz, hogy méagneses tér segitségével a plazmat egy to-
rusz alakd csébe kényszeritjitk (lasd 1.1 dbra). Ilyen elven miikddnek a tokamakok is [1]. A mi

vizsgalataink kozéppontjaban ezek a berendezések allnak.



1.1. abra. A magneses Osszetartas egyik gyakorlati megvalésitasat jelenté berendezés vazlata. 1.
vakuumkamra fala, 2. magneses tekercsek, 3. plazma, 4. plazmaaram, 5. helikalisan megcsavart
magneses erévonal, 6. radidlis irany

Ha a plazma atlép egy stabilitdsi hatért (stiriiség, plazmadram), akkor a létrejové insta-
bilitds miatt a plazmat hatarolé objektumokat nagy részecske- és héfluxus éri. Ekkor a falrél
leval6 szennyezdk bejuthatnak a plazmaba. Ekkor a plazma energiaja a fékezési sugarzas miatt
csokkenni kezd. A hémérséklet csokkenés miatt megné az ellenallas. Az aram csokkenni kezd
és a Lenz-torvény miatt az eredeti aramot fenntartani igyekvo elektromos tér jon létre. Ez az

elektromos tér elfut6 elektronokat eredményezhet [2].

1.2. Az elfutd elektronokrol

Az elfuto elektronok keletkezésének a kulcsa abban a jelenségben rejlik, hogy a plazmaban

Az aldbbiakban vazolt keletkezési mechanizmusok hatterében ez all.
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1.2. abra. Az dbran lathato, hogy az elektronra hato fékez6 er6 nem monoton névekvo fliggvénye
az elektron energiajanak.

Ha az elektromos tér nagyobb a kritikus (E,) elektromos térnél, akkor van olyan sebes-

ségtartomany, hogy az oda tartozd elektronokra haté eredd erd tartds gyorsitast eredményez.
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Ekkor az elektronok a létrejovo gyorsulas miatt relativisztikus energiara tehetnek szert. Ezek
az elfutd elektronok. Kialakulasukkal kapcsolatban beszélhetiink elsédleges- és masodlagos
(lavina)-keletkezésr6l. Az elsédleges keletkezésbe két mechanizmus sorolhatd. Az egyik a
Dreicer-keletkezés, amely azt jelenti, hogy a kritikus sebességnél nagyobb sebességii elektronok
el tudnak futni [4]. Ezek az elektronok pétlédnak a sebességtérben a Maxwell eloszlast 1étrehozé
iitkozések soran bekovetkezo diffuzié altal. A mésik mechanizmus az Un. forréfarok-keletkezés.
Itt arrél van szo, hogy a diszrupcioé soran a kialakult Maxwell-eloszlasban a nagy energiaju
rész részecskéinek nagyon alacsony az titkozési frekvenciaja, igy ezek az elektronok a lehiilés
soran nem tudjak kovetni az eloszlasfiiggvény valtozasat. Az elektromos tér megnovekedése
utan ezek azonnal elfutnak. Tehat az elébbi egy kvazi-stacionarius folyamat, mig az utébbi
egy instacioner. Az elsédleges (primary) keletkezés soran 1étrejott elfutéelektron-magot tovabb
duzzaszthatja a masodlagos keletkezés, mivel egy elfutd elektron és egy termikus elektron
iitkozése, feltéve, hogy elegendoé energiaval rendelkeznek, eredményezhet két elfutd elektront
2].

Ezek a nagy energiaju részecskék kart tehetnek a berendezésekben.A jelenlegi szamitasok
szerint egy ITER (a ma Cadarache-ban éptlé tokamak, ami a valaha épitett legnagyobb
tokamak lesz majd) méretii berendezésben a lavina keletkezés a sokszorosara novelheti az

elfutéelektron-magot [5].

Az altalunk vizsgalt kolcsonhatas egy olyan folyamatot ir le, ami lehetové teheti az elfuto
elektronok passziv csillapitdsat. Az interakcié a plazmahullamok (1.4-es fejezet) és az elfutd

elektronok kozott zajlik, melynek hatasara az elfutéelektron-nyaldb tigymond szétszoérddik.

1.3. Az elfuté elektronok eloszlasfiiggvénye

Az elfutoelektron-populaciét az eloszlasfiiggvénye altal lehet jol leirni, jellemezni. A for-
mula meghatarozasa a Boltzmann-egyenlet megoldasa alapjan lehetséges. A levezetés soran
feltessziik, hogy az elektromos tér idoben allandé és sokkal nagyobb a kritikus értéknél, az
elfuto elektronok keletkezését a lavina keletkezés alapjan becsiiljiik, valamint feltessziik, hogy a
részecskék energiaja nagy és a magneses térrel parhuzamos impulzus komponens sokkal nagyobb
a merolegesnél, tovabba a plazmat egy végtelen, homogén kozegnek tekintjiik. Utobbit az teszi
indokolttd, hogy a tokamak mérete (~ 1m) és a vizsgalt hullimok hullamhossza (~ 0.001m)

nagysagrendekkel eltérnek. Ezek alapjan az eloszlas fiiggvényre a kovetkezo formulat hasznaltuk

[6]:

(1.1)

Fpppast) = 5% ex <(E — Dt/re—py _ api))

- 2mezp) Cy 2p
ahol:

p|: A mégneses térrel parhuzamos impulzus momentum,

p1: A magneses térre merdleges impulzus momentum,

E: Az elektromos térerdsség az E.-re normalva,



C'y és 7, allanddk ([6]),
n.o: Az elfutéelektron-mag ami az elsédleges keletkezés soran jott létre.
a: Az alabbi médon szamolhaté: (E —1)/(1+ Z).

A kvazi-linearis kolcsonhatas meghatarozasahoz ezt a formulat vettiik alapul.

1.4. A plazmahullamok

Mivel magneses Osszetartast akarunk megvaldsitani, valamint a plazma fiitése a plazma-
arammal torténik ezért nagyon fontos a plazma és az elektromagneses tér kolecsonhatédsanak
tisztazasa. Fnnek soran valik elengedhetetlenné a plazma hulldm fogalmanak bevezetése. Mi-
elott elkezdtem plazmafizikaval foglalkozni, az altalam ismert jelenségkorok hullamaihoz képest
az volt az érzésem, hogy a plazma hullam sokkal tobbet jelent. Nem egy konkrét hullamrol,
még csak nem is egy adott tipust hullamrél, hanem hullamok egész kavalkadjarol van szé:
elektromagneses-, hang-, longitudinalis-, transzverzalis-hullamok, valamint a vizhullamokhoz
hasonl6é hullamok stb. A jelen dolgozatban hasznélt plazmahullamokra azonban a kévetkezd
definicié megfelel6: a plazmahullam olyan elektromagneses hullam, ami képes a plazmaban

tartésan fennmaradni és terjedni. Az kovetkezo fejezetben errél pontosabb képet festek majd.

1.5. Diszperzios relacié, EXEL hullam

Mivel ez egy elektroméagneses hullam, ezért igazak ra a Maxwell egyenletek, amibol kovet-
kezik a hullamegyenlet . Ennek Fourier-térben felirt alakja:
w2
kx(kxE)+— -K-E=0 (1.2)
c
ahol:
k jeloli a hullamszam vektort, w a hullam frekvenciaja, K a dielektromos tenzor, ¢ a vakuumbeli
fénysebesség és E az elektromos térerdsség vektor.

A formulat méatrixos alakba atirva:

€11 — n?cos®d €19 n?cosfsin @ E,
€21 €99 — 77,2 0 : Ey =0. (13)
n? cos @ sin 0 0 €33 —n’sin’f| |E,

ahol:

n = kc/w, a 6 pedig a hullam terjedési irdnya és a magneses tér altal bezart szoget jelenti.
Mivel ez egy homogén linearis egyenletrendszer, melynek a nem trivialis megoldasait keresstik,
ezért a matrix determinansanak nulldnak kell lennie. Behelyettesitve a dielektromos tenzor

elemeit (megfelel6 kozhelitések mellett) kapjuk a diszperziés reldciét [7, 8]:



w® — WP (2k202 +w? + 3%%6) +
w? [k4c4 + 2k% A (w2, + 2w2,) + wi (w2, + 3w? ]
w? {k4c4(w026 +w2,) + kK Pwl (3/2w2, + 2w2, + 1/2w?, cos 20) + w } +
1/2k*c*w w2 (1 +cos20) = 0. (1.4)

Wee pe(

ahol:
wee az elektron ciklotronfrekvencidja, mig az wy. az elektron plazmafrekvencidja.
Mint lathato ez egy negyedfokt egyenlet az w négyzetére, aminek 4 megoldésa van: egy fiityiilo-
elektron hullam, az altalunk vizsgalt EXEL hullam (extraordinarius elektron hulldm) és még
két optikai hullam amellyel nem foglalkozunk (ezek nem destabilizdlhat6ak az elfuté elektronok
altal).

B=2T, 6=5deg B=5T, 6=5deg
30" | | | | | i 30/ | | | o -
25 e 7] B
w 20° ..---';'L':"/ ] w 20° =

- —_— -

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
k [m_l] k [m—l]

1.3. abra. A képen eltér6 méagneses terek mellett lathatok az egyes hullamok. A kék a fiityiilo
elektron hulldm, mig a piros az EXEL hullam.[7]

Kimutathaté, hogy ezek koziil a leginstabilabb hullim az EXEL (nagysagrendekkel keve-
sebb elfuté elektron sziikséges a destabilizdcidjahoz, mint a fltyil6-elektron hullamnal), ezért

kiillonosen érdemes vele foglalkozni, mivel komoly hatast lehet remélni altala [7].

1.6. Az elfuté elektronok szuszceptibilitasa

Az elfut6 elektronok hatasa a hullamra a szuszceptibilitasukon keresztiil vehet6 figyelembe.

A szuszceptibilitdsokat végtelen, homogén plazméra a kovetkezd formuldk adjak meg [8]:

Q.S
_ 271 1 d / d e ; 1.5
T w. n__oo/ TpLap PH ~Teyuy — Qe (1.5)
ahol o ) ,
Z;] pU  inPlp U 2ap W
Sp=| —in TpLU (J£)2PLU —iJp Jip W |, (1.6)

2L U iJoJp U J2p W



U = + 4 - : 1.7
dp. w o 8p|| i Op1 ( )

W= (1 - ’I”LQ6> afr + nerH %7
w ) Op  wpr Ipy

ahol:
n a rezonancia foka, f, az elfutéelektronok eloszlasfiiggvénye az elfutdelektron-mag stiriiségére
normalva, Q. = we./v és z =k v, /.

A kovetkez0 referencidban [7] megtalalhatok azok a ultra-relativisztikus feltétel mellett érvé-
nyes szamitasok, melyek elvégzésével kapjuk a keresett szuszceptibilitdsokat. Az emlitett feltétel

annyit tesz, hogy az elektron impulzusa nagyon nagy, vagyis v ~ p, ahol v = /1 + p?[7].

1.7. A novekedési rata fogalma

A fenti szuszceptibilitasok segitségével megperturbaljuk a diszperziés relaciora felirt (1.4)
formulat azéaltal, hogy az eredeti szuszceptibilitashoz hozzaadjuk a joval kisebb elfutéelektron
szuszceptibilitasokat. A nagysagrendi eltérés miatt az j w megoldas eltérése az el6zohoz képest
kicsi, igy elsérendii perturbaciéval jo kozelitéssel meghatarozhato. A kapott dw egy komplex

szam, melynek imaginédrius része a linedris novekedési rata (7;).

. k202 ]{32 C2 k’2 02
m = Im{xn <622 2 ) <€33 - 32 ) — 2X12€12 (633 - ;2 > - (1.9)

X22 || €11 B €33 3 2
w w w

k202 k202 k2k264
X33 [6%1 — €11 ( 2t LQ + wll +ely| ¢ /P(w,k,0),
ahol
P(w,k,0) = 8w’ —6w’ (2k202 +w? + 3%2)&) + 4w [k4c4 + 2k2c? (W2, + 2wze) + wf,e(wze + 3wge)] —
2w [k*c (w2, + w2,) + k2wl (3/2w2, + 2wl + 1/2w?, cos 260) + w), | . (1.10)
Ekkor a sikhullam egyenletbe ezt beirva:
o(r,t) =Ep-expli(k-r—w-t—dw-t)] (1.11)

Lathato, hogy az amplitudo csillapodasat vagy novekedését eredményezi a dw imaginarius
része el6jeltdl fiiggden. A hulldm energidja (Wy) az amplitudé (Ey - exp (¢ - Imdw)) négyzetével

aranyos, ezért a hullamenergia idébeli fejlodését a kovetkezd differencialegyenlet irja le:



d k
W _ o 1.12
dt 7 F ( )

A kezdeti feltétel a plazmahattér termikus fluktudcidinak energiaja:

Wio = kg - T (1.13)

Azaz a novekedési rata lényege, hogy jellemzi a hullam energidjanak valtozasat. Ha a nove-
kedési rata pozitiv, akkor a hullam energiaja n6 és ekkor azt mondjuk, hogy az elfuté elektronok

destabilizdljak a hulldmot. Ellenkez6 esetben a hullam elhal [9].

1.8. A kvazi-linearis kolcsonhatas

A perturbéciés analizis soran kidertilt, hogy az (1.5) fejezetben emlitett hulldimok kozil a
leginstabilabb hullim az EXEL hulldm, mert ennek a legnagyobb noévekedési rataja [7]. A leg-
fontosabb kérdés, hogy ez a hullam keletkezése utan milyen modon hat az elfutd elektronok
eloszlasfiiggvényére. A hullam és a részecskék kozott lezajlo folyamat az tun. hullam-részecske
kolesonhatés, ami egy rezonanans kolesonhatas. Ezt matematikailag az (1.14) egyenletben levé
Dirac-delta fiiggvény jelez. A szamitdsaink soran elegend6 volt csak az n = —1 rezonancia
foka Doppler-rezonanciat figyelembe venni. A hullam hatésat egy részecske-eloszlasra vizsgal-
juk, ezért rezonans hullamok egy tartoméanya keletkezik, amik az elfutdelektron-eloszlas egy
impulzustartomanyaval hatnak koleson. A kolesonhatas eredménye a sebességtérbeli diffizio,
ami az elfut6 elektronok kiszorédasat eredményezi meréleges iranyba az impulzus térben. A
részletesebb szamitasok elvégzésével kaphatunk egy félanalitikus formulat az eloszlasfiiggvény
id6fejlédésére [10]. A megfelel 6sszefiiggések:

Diffizios operator:

Te2 w Wk
D(py.t /d3 k.0, p)0 o/ — k 1.14
(py,t) = 280%06 7 P (wo P))0(w + wee /Py — Ky ) (1.14)

ahol:
a 0 a Dirac-delta fuggvényt jeloli, a tobbi valtozo jelentését mar a korabbiakban megadtam.

A kovetkezd mennyiség bevezetésével:

T(py,t) = /Ot dzD(py, x) (1.15)

kapjuk az eloszlasfiiggvényt [10]:

(1.16)

fppps) = s o <<E_ Dt/Te—p) __opi )

27TOZ¢(]7H, Cy 2¢(p||7t)
A munkam soran a fent leirt kolecsonhatast modellezé rutin felgyorsitasa és tovabbfejlesztése
volt a cél. Ezt a programot Dr. Pokol Gergo és Komar Anna irta. Az alabbiakban ennek a

programnak a miikodését ismertetem.



1.9. A kvazi-linearis kolcsonhatast szamolo rutin

A kolesonhatés miben létének megértéséhez és vizsgélatahoz szabad szemmel lathatova kell
tenni az eloszlas fiiggvényben, valamint a relevans mennyiségekben (novekedési rata, hullam-
energia stb.) végbemend valtozasok id6beli fejlodését. Ugyanis az idébeli evoliciora nem &ll
rendelkezésre olyan egzakt formula, ami biztositand, hogy barmely idopontban puszta behe-
lyettesitéssel megkapjuk a vagyott értékeket. Ennek megoldasdhoz sziikséges az emlitett rutin.
A program legfontosabb része az 1.15 -6s formula numerikus interpretaciéja és helyes kezelése
numerikus moédszerek dltal (nevezetesen Romberg-médszer, errél részletesebben a fiiggelékben).
Mivel egy program ismertetése reménytelen csupan a programsorok megmutatasaval, ezért az
elméletre erdsen tamaszkodva végig megyiink a f6bb részeken és megemlitem hol milyen elja-

rasokat alkalmaztunk.

1.9.1. A program valtozdkészlete

Alapvetéen nagyon fontos azt megemliteni, hogy a program elég sok 6nallé fiiggvényt hiv
meg (ezekrél bévebben ldsd késébb). Az egyes fliggvények kozotti informécié cserét biztosi-
tani kell, aminek az egyik legjobb mddja a globalis valtozok haszndlata. Az atlathatdésagot
megkonnyitendd a program valtozoit osztdlyozom: fizikai valtozok, technikai paraméterek és

operativ valtozok. Vegytik ezeket sorral
Fizikai valtozdk

Ide azokat a valtozdkat sorolom, amelyek a plazma fizikai jellemzéséhez sziikségesek. Milyen
mennyiségeket vesziink figyelembe? (Kapcsos zérdjelben egy szam kénnyiti a megjegyzés nevi

rész jobb megértését.)

Homeérséklet (ion homérséklet, elektron homérséklet) (1)

Stiriiség (ion siirtiség, elektron siirtiség) (2)

Maégneses tér (kilsé tér, ezzel hat koleson a plazma) (3)

Elektromos tér (kilsé tér, ezzel kélesénhat a plazma) (4)

A fenti paraméterek adjdk a program bemenetét. A fizikai valtozok koézé sorolom még az
univerzalis allanddkat, mert egyes mennyiségek szamoldsahoz ezek is kellenek (pl.: vakuum

permettivitas,-permeabilitds, Boltzmann- allandé stb.).

Megjegyzés:

(1) Az ion hémérsékletet és az elektron homérsékletet egyenlének tekintjik. Ennek magya-
razata, hogy az dltalunk vizsgalt hémérséklet tartomanyban (20 eV-30 keV) az elektronok és
az ionok kozott elég sok iitkozés zajlik, ezért az energia ugyanugy oszlik el az ionokon és az
elektronokon, igy ebbdl a szempontbdl nem kell 6ket megkiilonboztetni.

(2) A megjelolt siirliségek azonosak. Egyszeres ionizaciét tételeziink fel. Jellemz6 érték:
10" — 1021 /m?3
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(3) Jellemz6 értékek: 2 — 5 T.
(4) Tipikus érték: 40V /m.

Technikai paraméterek

A program ismertetésének az elején kiemeltem egy fontos szot, nevezetesen a for-
muldkat helyesen kell kezelni, mivel kielégité pontossiagi eredményeket kivanunk kapni.
Ennek megvalésitasahoz kellenek az emlitett paraméterek. Most felsorolom ezeket annak érde-

kében, hogy késébb hivatkozhassak rajuk. Egyelore csak homalyos utalast teszek a jelentésiikre.

integrdalo paraméter (interr): A Romberg-szabély segitségével elvégzett integralds pontos-
sagat szabalyozza.

iddlépés p.: A fizikai idOben val6 haladéds sebessége hogyan aranylik a névekedési rata recipro-
kahoz.

maxidolépés: A fizikai idében ennél nem engediink gyorsabb haladast az iteraciok soran.
pozitiv novekedési rdatdat biztositd p. (factor): Az id6fejlédés az idGsporolas végett attdl az
idoponttol indul, ahol mar az egyik parhuzamos impulzus esetén a novekedési rata pozitiv.
Ennek megadasa zérushely kereséssel torténik, de numerikus hiba miatt nem kereshetiink
pontosan nullat. Az eltérést jellemzi annak az titkdzéses csillapitashoz valé viszonyan keresztiil.
zérushely keresés kiinduldpontja (mintime0): A fent emlitett fiiggvény ennek az idépontnak a
kozelében keresi a zérushelyet.

dkderiv: A k (hulldmszam) szerinti derivalashoz sziikséges érték a differencia képzésben.
dthetaderiv: A 0 szerinti derivalashoz sziikséges az el6z6hoz hasonléan.

deltatheta: A rezonans k értékeket kiszamolva egy adott felbontdst griden (p; és a 6 éltal
kifeszitett racsozat) egy matrixot kapunk. A 6 felbontasat ez szabalyozza.

thetastep: A program altal hasznélt szogtartomany finomsagat szabalyozza.
Operativ valtozdk

Kétségtelentil a legfontosabbak. Tulajdonképpen adatokat tarolnak, annak érdekében, hogy
az egyes iteraciok soran bekovetkez6 valtozasokat kezelni lehessen.
hullimenergia (wk): Cella amely elraktarozza minden p; (parhuzamos [B-vel] impulzus) és
minden idolépésre a hullam energiajat egy matrixban. A matrix elemei az egyes hullamszam
és terjedési szog értékekhez tartozo hulldimenergia.
novekedési rata mdtriz (growthresmtz): A novekedési rata vektorok gytijteménye, id6 és p
alapjan.
szogtartomdny vektor (theta): Az iterdcidk sordan a kvazi-linedris kolesonhatashoz azon irdnyu
hullamokat kell szamba venni, amelyeknek pozitiv a novekedési rataja vagy legalabb elegendéen
nagy hullamenergiaval rendelkeznek. Ez a vektor azokat a szogeket tartalmazza megfelel6

lépéskozzel (az integralas pontossagahoz) amelyek teljesitik e kritériumot.
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a rezondns k értékeket tartalmazo mdtriz (resmatriz): Adott pj-ra és 0 szogekre tartalmazza a

rezonans k értékeket.

Vannak még egyéb segéd vektorok, amelyek a fentiek kezeléséhez (kiszamitas, értékatadas,

Osszehasonlitds) szitkségesek. Ezeket nem részletezem.

1.9.2. A meghivott fiiggvények

A program meghiv egy fliggvényt a névekedési rata szamitdasahoz (growth), ami meghiv egy
fiiggvényt a linedris novekedési rata szamitdsahoz (gammal). A diszperzids relacié megoldasahoz
is kiilon fliggvény kell (omegaFEX), valamint a rezonancia feltétel megoldésa is egy kiilon rutin

(resvector). Az integrélds (integralDiff2) és a derivédlas (differentiation) is kiilon torténik.

1.9.3. A program vazlatos miikodése

Az alabbiakban ismertetem a program miikodését.
Az (1.4) abran is lathaté, hogy a programnak a két leglényegesebb ciklusa az id6 szerinti ite-
rdcid, valamint a pj szerinti iterdcidk. Az inicializaldst kovetéen az elsé 1épés kiszdmolni az
egyes p| értékekre a destebilizdciohoz sziikséges id6t. Ennek meghatarozasa utdn indul el az
iteralds. Minden iddlépésen beliil egy belsé ciklus végig megy az dsszes p -ra és megnézi, hogy
van e mar destabilizacié valahol, ha igen, akkor megvizsgalja mely 6 értékek esetén teljesiil.
Fontos szempont, hogy van e relevans hulldmenergia (a plazma zizegésébdl szarmazo kinetikus
energiaval minimum azonos nagysagrend). Az igy kapott 6 tartomanyhoz a rezonancia feltételt
kezeld fiiggvény hozzarendeli a rezondns k hullamszam értékeket. Ezt kdvetden adott formulak
segitségével meghatarozzuk a diffizios allando vektorat, majd a Romberg-szabély (lasd fugge-
16k) segitségével meghatarozzuk a 7 értékét. Ezzel a belsé ciklus véget ér (bar van egy masik
belso ciklus, ciklus a szogtartomany megfelelo felbontdsahoz névvel illettem a képen, is ami a
pontossagot hivatott biztositani, ezt a 0 felosztdsanak finomitasaval éri el). Az analitikus elosz-

las fiiggvénybe behelyettesitve, majd azt abrazolva véget ér az id6 szerinti iteracio és az egész
kezdddik elorol.
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IHMICIALIZALAS

Kezdid idopont meghatarozas

Az 0j eloszlas

I fiigguény kiszamitasa

Idd ciklusba belépés

p||-osok szerinti ciklus

I A diffuzios allando

ciklus a szogtartomany kiszamitasa
megfeleli felbontasahoz

Hovekedési rata és hullam-
enerdia szamitasa az elozi
ciklug eredmeénye alapjan

A megreleld szdgtartomany
kiszamitasa

A tau meghatarozasa
a diffuzids allandd
integralasaval
(Romberg-modszer)

1.4. abra. A program miikodésének vazlatos rajza. A difftzios allando6 integraldsa utan két 0t van
attol fiiggden, hogy az integralds pontossaga megfelel e az elvartnak. Ha igen, akkor kiszamolja
az 1j eloszlasfiiggvényt, ha nem akkor folytatodik a megfelel6 szogtartomanyt keresé ciklus.
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2. A kvazilinearis kolcsonhatast szamolé rutin gyorsitasa

és tesztelése

Dolgozatomban két problémat vizsgaltam. Az egyik, hogy a fent részletezett program
nagyon lassi, ezért nem teszi lehetévé a hosszabb futasokat, amik alatt mar jol kirajzol6dna
a kolcsonhatas. A program numerikus stabilitdsa szintén lényeges kérdés, ehhez sok futtatds
kell. A legfontosabb pedig tesztelni a fizikai paraméterek valtoztatasanak kovetkezményeit
az optimalis paraméterek mellett. A masik, hogy az altalunk hasznalt eloszlasfiggvény csak
nagy ¢és allando elektromos terek esetén érvényes, ami a valésdgban nem igazan teljesiil.
Ezért a CODE nevi kinetikus egyenlet megoldé programba beleintegraltam a kvazi-linearis

kolesonhatast. A kovetkezOkben ezekrol lesz részletesebben szo.

2.1. A program felgyorsitasa

Alapvetéen haromféle modszert probaltunk meg a program felgyorsitasanak elérésére. A
kovetkezOkben ezeket sorra vessziikk. Az 1.9-es fejezetben bevezetett fogalmakat hasznalni
fogom, hogy részletesen leirhassam az eljarasokat.
1.mbdszer
Megkerestiik a program leglassabb és legtobbet meghivott részét. Elsoként az omegaEX
figgvényre gyanakodtunk. Ezért az omegaEX fluggvény segitségével kiszamoltam egy k (hul-
lamszam) és 0 griden az egyes értékparokhoz tartozé w -kat. Az eredményt az omegamtxEX
nevii matrixban taroltam el. Ezt a miveletet még az inicializalds részben elvégeztem. A
ciklusokban az omegaEX fliggvény helyére egy 2D-6s interpolalé rutin kertlt (MATLAB-ban:
interp2). gy a sebességesokkenést az interp2 rutin és az omegaEX fiiggvények futdsidSbeli
kiilonbségétol vartuk. Ennek vizsgélatdhoz megnéztem, hogy kiilonbozo felbontast matrixok és
kiilonb6zo tipusu interpolacidk esetén, mennyi a futds ideje és a kapott eredmények pontossaga.
Ut6bbit az omegaEX-hez (ezt vettitk pontosnak) valé hasonlitdssal kaptam. Erre egy kiilon
programot irtam optimaliz néven. Az eredmény az lett, hogy a legnagyobb felbontast matrix
(k-ban 50, #-ban 500-as felbontds) pontossiaga 3 szazalék felett marad, valamint a program
nagysagrendileg ugyanannyi ido6 alatt futott le. A lefutasi id6 csokkentése érdekében rontottam
a matrix felbontasat 10 x 10 kornyékére. Ekkor a pontossag romlott 10 szazalék koriili értékre,
de a legmeglepébb, hogy a futasi id6 még mindig az omegaEX futasidejével vetélkedett. Ezért
ezt a modszert fel kellett adni.
2.mbdszer
Az elsé modszerhez hasonléan megkerestiik a program tovabbi olyan részeit, amik lassunak
tliintek. A resvector nevii fiiggvény szintén nagyon lassi volt és nagyon sokszor (1000 — es
nagysagrendi 1épésszam esetén kb. milliészor) volt meghivva. Az eljards ugyanaz volt, mint
az elébb, igy gyakorlatilag csak az el6z6 megoldasban at kellett neveznem az egyes valtozokat

és fluggvényeket. A fiiggvény jellege miatt csak 1 D-6s interpolacié (interpl) kellett. Az
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omegamtxEX helyére a resmatrix keriilt, mig a resvector helyére az interpolRES fliggvény. Az
interpoléacié tipusa cubic volt, mert pontossdgban és sebességben ez adta a legjobb eredményt.
Az 4j figgvény futasideje kb. a 10-ed része az eredetinek. Ezért a teljes idociklus futédsa
koriilbeliil harmadannyi ideig tart. A szamitas hibaja csak néhany szézalék.

3.modszer

Kisérletet tettem az interpolaciéo megsziintetésére oly modon, hogy a megfeleld szogtartomany
kiszamitasara alkalmazott programrészben megprobaltam az egyes 6 értékeket elore meghata-
rozni, melyeknél az interpolRES meg lenne hivva. Ez azért tiint megvaldsithatonak, mert az
egyes # tartomanyok mindig ugyanannyi részre vannak osztva. A mélyebb vizsgalat azonban
ramutatott arra, hogy a tartomany kezd6 és végpontja teljesen kiszamithatatlanul valtozik,
ezért nem lehet elére megmondani, mely értékeket kell kiszamolni. A szogtartomany esetleges
kényszeritése egy elore definialthoz az integralas pontossagat veszélyezteti, igy nem jelent jobb

alternativat.

2.2. A program numerikus stabilitasanak tesztelése

A legtobb esetben a valasztott numerikus paraméterek értékeinek megvalasztdsa nem
trivialis. Ezért az elsore jonak tiind beallitasokat ellendrizni kell. Ennek érdekében a ko-
vetkez6 modszert alkalmazzuk. Az eredeti beallitast tekintjiik referencianak. Minden egyes
futtatas soran megvaltoztatjuk az egyik (csak az egyik) paraméter értékét. A valtoztatast a
referencidhoz képest mindkét iranyba elvégezziik kortlbeliil kettes alapu logaritmikus skalan.
A kapott eredményeket Osszehasonlitjuk a referenciaval. A cél, hogy a paramétereknek olyan
értékeit talaljuk meg, ahol a fenti eljarast alkalmazva csak nagyon kicsi a létrejovo eltérés a
referencidhoz képest. Ez lesz az optimélis paraméter szett. Az alabbi tabldzatban (1. tdblazat)

megtalalhatok az egyes paraméterek és azok megvaltoztatott értékei, amelyekre futtattam.

referencia | értékl | érték2
mintime0 le-4 2e-4 5e-H
interr le-2 2e-2 5e-3
le-2 5e-2 le-1
factor le-3 2e-3 5e-4
le-3 le-5 le-6
deltatheta 2e-3 5e-3 le-3
thetastep oe-3 le-2 2e-3
dkderiv 1 2 5e-1
dthetaderiv le-3 2e-3 He-4
maximumdt 5e-5 le-4 le-5
thetatartom 1.0-1.4 0-1.57 0-3

1. tablazat. A numerikus stabilitas vizsgalata soran elemzett paraméterek.

Az aldbbiakban sorra vessziik az egyes valtozdék mélyebb jelentését és az eloszlas fiiggvé-
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nyeket abrazolo képek felhasznalasaval megvizsgaljuk a valtozas hatdsat, majd megkeressiik az
optimumot jelento paraméter szettet.

Mindegyik programnal: A parhuzamos impulzus momentum maximalis értéke 30, a
vizsgalt tartomany [23,30], amit 30 részre osztunk egyenletesen. A 1épés szam (az id6beli
iteraciok szama) 500. A mer6leges impulzus értéke az kovetkezd tartomany 40 részre torténd
egyenletes felosztasaval keletkezik: [0,1.5]. Az aldbbi pontokban mindenhova beszurtam
két-két képet, melyek a referencia értékekhez vald viszonyat jelentik az egyes valtoztatasokkal
nyert értékeknek. Mindenhol az eloszlasfliiggvényt hasonlitjuk Ossze. A fliggdleges tengelyen
a szamok szazalékot jelentenek. Az egyes képeken a bal oldalt a kovetkezéképen kapjuk:
([véltoztatott — referencial/referencia) - 100. A jobb oldalt pedig tgy kapjuk, hogy a
valtoztatott paraméteri futtatdas kezdeti és 500 iddélépés utani eloszlasfiiggvényét kivonjuk
egymasb6l, majd elosztjuk a kezdetivel és az igy kapott fliggvénnyel elosztjuk a masik
fiiggvényt, amit a bal oldalra szamoltunk. A kapott eredményt 100-zal szorozva szazalékban
kapjuk a valtozast. Tehat egy paraméter akkor nem okoz relevans eltérést, ha a jobb oldali
abran lathato eltérések lényegesen kisebbek 100%-nél. A grafikonok feletti szam a kovetkezot
jelenti: az Osszehasonlitashoz talalni kell két egymashoz elég kozel levo fizikai idopontot, de
ez nem lehet pont nulla a matlab numerikus hibai miatt. A két idépont kozotti eltérést mu-

tatja az emlitett szam. Akkor igazan jo, ha le — 8 s alatt van, mert ez egy id6lépésnek felel meg.
mintime0 (zérushelykeresés kiindulé pontja)

A kvéazi-linedris diffizidhoz szikség van a pozitiv novekedési ratara vagy legalabb arra,
hogy a hulldm energidja elegendéen nagy legyen. Amikor a folyamatot idoben szemléljiik,
akkor a program futdsanak idétartamat lényegesen csokkenthetjiik, ha meghatarozzuk az egyes
p) értékekhez tartozé azon idépontokat amikor a novekedési rata mar pozitiv. Azt a p) értéket,
amire a legkisebb ez az id6pont, a legrezonansabb pj-ként fogjuk emlegetni. A fenti értékek
maghatarozasa a matlab fzero nevi fiiggvénye segitségével torténik, amelyben be kell allitani
egy értéket (mintime0), hogy minek a kozelében keresse a vizsgalt fiiggvény zérushelyét. Ebbol
a gondolatmenetbdl arra kovetkeztethetiink, hogy ez a paraméter nem okozhat valtozast. Ez
az alabbi dbrdk alapjan igazolast nyer. Hiszen a jobb oldalon a maximélis érték az 1,4%, és ez
a kiilonbség kis p; -nél van kortilbeliil a legrezonansabb pj-nél, ahol a legnagyobb érzékenység

varhaté. A tobbi helyen az eltérés nagyon Kkicsi, ezért erre a paraméterre stabil.
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interr (integraléparaméter)

6.5052e-19 s

(valtoztatott-referencia)/referencia*100

Os

0.14 0.7
0.12 0.6
0.1 0.5

0.06

0.04

0.02

(valtoztatott-referencia)/referencia*100

30 30

26 26

Pq 0 22 p” Po 0 22 p||

2.2. abra. A referenciaban interr = le-2, a fels¢ abran: 2e-2, az alsé abran 5e-3.
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1.9516e-18 s
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15
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2.3. abra. A referenciaban interr = le-2, a fels6 abran: 5e-2, az alsé abran le-1.

Az (1.15) egyenlet numerikus implementacidja a Romberg-szabély alkalmazdsaval torténik.
Az integral kiszamitasanak pontossagiara ad megkotést ez a paraméter, ezért fontos a jo
bedllitds. A Romberg-szabaly leirasarél bévebben a fiiggelékben lehet olvasni. Az dbrak alap-
jan a fenti gondolatmenethez hasonléan elmondhatd, hogy itt sem tortént relevans valtozas.
Az is feltinG, hogy a paramétert nagy értékekre beallitva sem kapunk drasztikus eltérést,
ami a kés6bbiekben a CODE-nél elonyt jelenthet, mivel ennek a programnak a bemeneti

paraméterekre joval nagyobb az érzékenysége.

19



deltatheta

2.1684e-19 s

(valtoztatott-referencia)/referencia*100

4.3368e-19 s

0.08 0.4
0.07 0.35
0.06 0.3
0.05 0.25

0.04

(valtoztatott-referencia)/referencia*100

30 30

26 26

Pa 0 22 p” Po 0 22 p||

2.4. abra. A referenciaban deltatheta = 2e-3, a fels6 dbran: be-3, az alsé abran le-2.

Ez a paraméter az interpolRES fliggvény resmatrix nevii matrixaban a 6 vektor felbontasat
szabdlyozza. Fz minél kisebb, annal révidebb lehet a program futasideje. Ezért megprobaltunk
minél nagyobb értéket talalni, amelyre még nincs jelentés valtozas. Az eddigi paramétereknél
megszokott eltérésekhez képest a 0.1 mar nem tekintheté jonak. A tobbinél gyakorlatilag

semmi sem torténik.
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thetastep

6.0715e-18 s
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1.5535e-08 s

1.4

12

0.8

0.6

0.4

0.2
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30 30

26 26

Po 0 22 Pi Po 0 22 Pi

2.5. abra. A referenciaban thetastep = 5e-3, a fels6 dbran: le-2, az als6 dbran 2e-3.

A program éaltal figyelembe vett szogtartomany lépéskozeinek nagysagat adja meg. A 6
csokkenése soran nem latunk valtozast, eltekintve egy pici tartomanytol. Azonban fontos, hogy
itt az Osszehasonlité program elég tavoli idépontokat talalt csak (1,5e-8 s), mert ez az érték
egy iteracié idolépésének felel meg. A névekedés eredményez komolyabb, nagyobb tartomanyra
kiterjed6 valtozast, ezért ezt a paramétert az optimalisra valé hangolas soran nem érdemes

tovabb novelni.
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dkderiv

2.6. abra. A referenciaban dkderiv = 1, a fels6 dbran: 2, az als6é abran 0.5.

(valtoztatott-referencia)/referencia*100

=

(valtoztatott-referencia)/referencia*100

Py

0

22

26
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1.8

1.6
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0.8

0.6

0.4

0.2
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x 10
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0.5

2.7143e-11s

6.8308e-12 s

24
0 22

A k szerinti derivalashoz kell. Itt nem vesziink észre valtozast.
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dthetaderiv

1.7326e-10 s

(valtoztatott-referencia)/referencia*100
(%)

4.3316e-11s

x10°

12

(valtoztatott-referencia)/referencia*100

30

26

05 26
24

0 22 p||

Po 0 22 p” Pa

2.7. abra. A referenciaban dthetaderiv = le-3, a fels6 abran: 2e-3, az als6 abran 5e-4.

A 0 szerinti derivalasokhoz kell. Itt sincs valtozas.
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thetatartom

1.9147e-16 s

(valtoztatott-referencia)/referencia*100

1.9147e-16s

0.06 0.35
0.05 03
0.25

0.04
0.2

0.03

0.02

0.01

(valtoztatott-referencia)/referencia*100

30 30

26 26

o 0 22 Pi Po 0 22 Pi

2.8. abra. A referencidban thetatartom = [1.0-1.4], a felsé dbran: [0-1.57], az alsé abrén:[0-3].

A figyelembe vett szogtartomanyt ezzel allitjuk be. A hulldmenergianal el6fordulhat, hogy
sz¢lesebb szogtartomanyban lesz relevans, mint amit figyelembe vettiink. Itt nem latunk
valtozast, de a késébbiekben ezt szélesre kell valasztani. Elsére furcsanak tiinhet, hogy a két
kép ugyanannak tiinik, de ennek az a magyarazata, hogy az els6 szélesités soran egy-két helyen
bekovetkezett az el6z6 sorban emlitett jelenség, de mar a még szélesebb tartomanyon nem volt
tovabbi valtozas. A szélesités hatranya, hogy ahdnyszor szélesebb ez a tartomany, annyiszor

tovabb fut a program.
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factor (pozitiv novekedési ratat biztosité p.)

Time: 0.0017147 + 3.1378e-05 s
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Time: 0.0017578 + 1.0388e-05 s
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2.10. abra. A referenciaban factor = 5e-5, a fels6 abran: le-4, az als6 dbran: le-5.

Ez a paraméter nagy meglepetést okozott, mert mint az abrakon lathato, a 1épcso helyett
egy folytonos volgyet kaptunk. Az optimélis paraméter szett esetén olyan paramétertartomany
kerestem, ahol a végeredmény nem fiiggott a paraméter értékétol és ezen a tartomanyon
lépeso nélkiili eloszlasfiiggvényt kaptam. Ennek az lehet a magyarazata, hogy a 7-t integralo
programrészbe vald belépés feltételét ez a paraméter megszabja. Tehat minél kisebb, annal
jobban, finomabban tudjak kévetni az egyes p|-ekhez tartozé destabilizacios ciklusokat. Ezért

a korabban jellemzo platok eltiintek.
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2.3. A fizikai paraméterektdl valo fiiggés

A munkdm taldn legfontosabb része volt, hogy megvizsgaljam az egész folyamat fizikai
paraméterektol valo fiiggését. Az alabbiakban az optimélis technikai paraméterek mellett
relative hosszi futtatasok eredményei lathatéak. Minden paraméternél két irdanyt vizsgaltam,
ha novelem illetve ha csokkentem az egyes paraméterek értékét. Itt is ugyanaz az eljaras, mint
a numerikus paramétereknél, mindig csak egyet valtoztatok és annak hatasat vizsgalom.

Az egyes paraméterek hatasat a folyamatot leginkabb jellemz6 adatok osszehasonlitasaval
kapjuk. Mindegyik részben a "tapasztalatok' alatt réviden lefrom az észrevételeket és ahol
sikertilt az "értelmezés" soran Osszevetettem az eredményeket a varakozassal. A folyamat
kvazi-linearitasa miatt az egyes paraméterek hatasa nem trivialis. Ezért ebben a fejezetben

tobbnyire konkliziok lesznek.

Referencia
Az egyes paraméterek kivalasztasaban a ma mikodo fuzids berendezések tipikus értékeit vettiik
alapul. A referencidanak nevezetesen a JET paraméterek szolgaltak. Ezek pedig a kovetkezdk:
B=2T, n.=519m=3, T =20¢eV, E=40V/m

Az aldbbi dbra (2.11 dbra) mutatja a kialakuld eloszlasfiggvényt.

Time: 0.0017078 + 7.7502e-05 s

SR
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R
KRR
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<

2.11. abra
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A magneses tér hatasa

Tapasztalat:

) . s ) R EXEL wave, E/E, = 865
Nagyobb mégneses tér esetén kés6bb kezddédik a destabilizaci6 és XEL wave, B/E. = 8¢

tobb elfuté elektron kell hozza. A leginstabilabb hulldm frekven- 07
cidja nagyobb, hullamenergidja kisebb. g 10
Ertelmezés: ® 100
A abréan lathatd, hogy a destabilizacidhoz sziikséges elfuté elekt- 107 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
ron strliség hogyan flige a magneses tértél. Ez egyezik tapaszta- v B[T] R

2.12. dbra. A stabilitdsi hatd-
rok a mdgneses tér figguényé-
analitikus eloszlds fiiggvényben. Azaz a kezdeti id6pontig mind & pey, kilonbo26 sugard nyaldbok

lattal. Ameddig nem kezd6dik el a destabilizacié 7 értéke nulla az

hérom esetben ugyanaz a fiiggvény irja le az elfuté elektronok el- esetén [10]
oszlasat. Ennek a fliggvénynek a jellemzoje, mivel az elfuto elekt-
ronok lavina keletkezésére helyezi a hangsilyt, hogy szigorti monoton novekvé. Azaz, ha késébb

kezdodik a destabilizacio az azt jelenti, hogy addig tobb elfuté elektron fog keletkezni.

Time: 0.00014163 + 7.8271e-05 s Time: 0.0038453 + 0.00010129 s

)
\\\\&\\\\\\

\\‘““
\\\\\\\t\\\\\\
LN

R

AN

(P

2.13. abra. A bal oldali dbran a B=1 T-hoz, a jobb oldali &bran a B=5 T-hoz tartozo6 eloszlas
fiiggvények lathatok.

Az elektronstiriiség hatasa
Tapasztalat:
Ha nagyobb az elektronstirtiség, akkor hamarabb van a destabilizaci6 és a varakozasainknak
megfelelden kevesebb elfuté elektron kell. A hullam energiaja sokkal nagyobb. Alacsony elekt-

ronstiriségnél a kvazi-linearis kolcsonhatas feltiinéen nagy valtozéast okozott.
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Time: 0.0032725 + 0.00021475 s

Py

Time: 0.0012218 + 6.3483e-05 s

SRR
LR

Py

2.14. dbra. A fels6 abran az n=1e19 m 3 esete, mig az als6 dbran az n=2e20 m 2 esete lathato.

Az elektronhémérséklet hatasa

Tapasztalat:
Nagyobb elektronhémérséklet hamarabb kezddédik a folyamat és kevesebb elfuté elektron kell.

A hullam energiaja csokken.

Ertelmezés:
A konvektiv csillapitds csokken, ha né a hémérséklet. Ezért kevesebb id6 kell a destabilizaciohoz.
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Time: 0.002571 + 5.6671e-05 s

15 30

Py

Time: 0.0014579 + 0.00010505 s

Py

2.15. abra. A fels6 abran a T=5 eV esete, mig az alsé abran a T=50 eV esete lathato.

Az elektromos térerdsség hatasa

Tapasztalat:
Nagyobb elektromos tér esetén kevesebb ido és kevesebb elfuto elektron kell a destabilizaciohoz.

A hulldmenergiaja szinte nem valtozik.

Ertelmezés:
Ha nagyobb az elektromos tér, akkor tobb elfutd elektron keletkezik ugyanannyi idé alatt.

Nagyobb lesz a linearis novekedési rata, mig a konvektiv- és az litkdzéses csillapitas elektromos

tér fiiggetlen. Ezért hamarabb kezddodik el a folyamat.
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Time: 0.0042686 + 0.00010425 s
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2.16. abra. A fels6 abran az E=20 V/m esete, mig az alsé abran az E=80 V/m esete lathato.

A legjellemz6bb adatok

Az aldbbi tablazatban (2. tdblazat) Ossze vannak gytijtve az egyes esetekhez tartozd
jellemzé adatok, amelyek a referenciaval valé 6sszehasonlitas alapjat szolgaljak. A tablazatban
lev6 szamokhoz az aldbbiak tartoznak:

(1): A leginstabilabb p érték. Ehhez tartozik megfelel6 k értéknél a leginstabilabb hulldm.
Ennél kezdédik a leghamarabb a destabilizacio.

(2): A destabilizacio kezdete a leginstabilabb hulldm esetén. Ezt masodpercben mérjik.

(3): A destabilizdciohoz sziikséges elfuto elektronok szdma a leginstabilabb hulldimnél. Ez egy
stiriség érték: m=3.

(4): A kvézi-linearis kolcsonhatds utani eloszlasfiiggvény és a kolesonhatas nélkili eloszlas-
fliggvény viszonya. Ezt gy kapjuk, hogy ugyanarra az idopontra kiszamoljuk az analitikus

eloszlasfiiggvény értékét 7 = 0 mellett, majd ebbdl levonjuk a kvazi-linearis kolcsonhatés
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mellett kapott eloszlasfliggvényt és az igy kapott értéket leosztjuk a kolcsonhatas nélkiili

eloszlasfiiggvénnyel (ugyanabban az idépontban). Az eredmény szazalékban értendo.
(5): A leginstabilabb hullamot jellemz6 k és 6 érték.

(6): A leginstabilabb hulldm maximaélis energidja.

B=1T |[B=5T | n=1el9 m 2 | n=2e20 m™> | T=5 eV | T=50 ¢V | E=20 V/m | E=80 V/m

1) | 258 | 261 26,4 25.3 26,1 25.8 25.8 26,1

(2) 1,4e-4 | 3.,8e-3 3,3e-3 1,2e-3 2,5e-3 1,5e-3 4,3e-3 6,8¢e-4
(3) | 34c13 | 8deld | 3.8cl4 lol4 46eld | 89013 9,7¢13 19014
@) | 141 | 211 36,6 11,5 25,6 13 7.6 32.4
(5)0| 1,06 | 1,24 14 0.85 114 123 112 1.26

k| 2,923 | 1,0le4 8,203 4.2¢3 4153 | 5,283 43 5,9¢3
(6) | 7,6e-12 | be-13 3,9¢e-14 5,5e-11 2,1e-11 | 1,1e-12 3,4e-12 2,4e-12

2. tablazat. A legjellemzobb adatok tablazatba gytjtve.

A referenciara ugyanezek az értékek az alabbi tablazatban (3. tablazat) lathatok.

(1)

2 |

(4) | (5) 0

() k

(6)

26,1

1,7e-3 | 1,3el4

16,2 | 1,2

4,85e3

2,6e-12

3. tablazat. A referencia paraméterekhez tartozé jellemzok.

A tablazatok alapjan még levonhatunk néhany kovetkeztetést: a legrezondnsabb py értékek

szinte megegyeznek az egyes esetekben. Gyakorlatilag ugyanez mondhato el a terjedési iranyrél

és a hullamszamroél. Utdébbinal egyediil a B=5 T -nal tapasztalunk komoly eltérést.

2.4.

Alkalmazas az ITER paramétereire

Az ITER jelenti az egyik legfébb motivaciéjat a dolgozatnak, ezért ennek paramétereire is
futtattam. A kovetkezok voltak az adatok: B = 5.3 T, T = 300 keV, E = 40 V/m és n = 3e20

m’3.

Az eredményiil kapott eloszlasfiiggvény az aldbbi abran lathaté (2.17 dbra):
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Time: 0.0044316 + 0.00053938 s
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2.17. abra. Az ITER paramétereire tortént futtatas végén kapott eloszlasfiiggvény.

A leginstabilabb hullamot jellemz6 paraméterek: A legrezondnsabb py érték: 26,4.
A kvazi-linedris kolcsonhatas miatt 25,1 szazalékkal csokkent az elfutd elektronok szama.
A destabilizacidhoz sziikséges elektronok szdma: 1,2e14 m=3.
A hullamenergia: Wy, = 6, 7e — 12.
A terjedési irdnya:0,875 J.
A hulldm hulldmszama: 6,25e3 1/m.
A destabilizacié kezdete: 0,0044.

Az adatokbdl lathatd, hogy rengeteg ido kell a destabilizalashoz. Azonban érdekes, hogy a de-
stabilizaciéhoz sziikséges elfuté elektronok szama ugyanabban a nagysagrendben maradt, mint
az eloz6 fejezetben targyalt esetekben. Ennek oka az elfuto elektronok szamara a homérséklet-
és a striiség novelésének gyakorolt hatasa, mivel mind a ketté csokkenti, mig a magneses tér
noveli. Igy a két hatds gyakorlatilag kompenzalta egymést.

Emlitésre méltd, hogy az el6zd fejezet végén emlitett mennyiségek, melyek szinte fiiggetlenek,

itt is annak bizonyulnak, mert értékiik szinte ugyanannyi.
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3. Egyesités a CODE-dal

A kvéazi-linearis kolesénhatast szamolo rutin, tovabbiakban QALIN, és a CODE (COllissio-
nal Distribution of Electrons) sszekapcsoldsara elészor 2013 augusztusaban tettem kisérletet
Adam Stahl, a svédorszagi Chalmers University of Technology hallgatdjanak segitségével, aki a
programot legjobban ismerék egyike. A célom az volt, hogy a kvazi-linearis kélcsonhatast bele-
integraljam a CODE-ba, a diffiziés operator megfelel6 atalakitasaval. Ezt az elkezdett munkat
az én svédorszagi latogatdsom soran igyekeztem befejezni, bar mint ahogyan lathatd lesz ez

sokkal nehezebbnek és problematikusabbnak adédott, mint azt eleinte hittiik.

3.1. Az osszekapcsolas elméleti hattere

Az éltalunk haszndlt eloszlasfiiggvény csak irraciondlisan magas és idoben allando elekt-
romos terek esetén tekinthetd érvényesnek. Bar a CODE még nem tudja kezelni az idében
valtozé elektromos teret, de tetszoleges allandé elektromos térre tud szamolni, valamint az el-
futé elektronok szamat is pontosabban hatarozza meg. A CODE azért igérkezik alkalmasnak,

mert numerikusan, jéval kevesebb kozelitéssel meg tudja oldani a Fokker-Planck egyenletet.

3.1.1. A CODE miik6désének alapelve

A Fokker-Planck egyenlet (lasd: 3.1) a Boltzmann-egyenlet egy specidlis alakja, amelyet
akkor kapunk, ha az titkozési operatornak a Fokker-Planck titkozési operatort valasztjuk. Az
Osszefiiggés jobb oldaldnak S tagja az tn. forras. A forras tartalmazza a méasodlagos keletkezést,
mig az elsddleges keletkezést az titkozési operator foglalja magéba.

Mivel egy ITER méretli tokamakban az elfuté elektronok keletkezésében a masodlagos keletke-
zés jatssza a dominans szerepet, ezért a programot is ennek megfeleléen kellett futtatni. Alap-
vetéen haromféleképpen lehet hasznalni: csak elsodleges keletkezést vegyen figyelembe, ekkor
van 1d6fiiggd- (az eloszlasfiggvény idofejlédését irja le) és idéfiiggetlen- (staciondrius megoldés
keresése) méd. Ha a masodlagos keletkezést is figyelembe akarjuk venni, akkor csak id6fiiggd
moédban futtathaté [11].

A probléma megoldasanak kulcsa a Fokker-Planck egyenlet diszkretizacidjaban rejlik. Errol az
attekinthet0ség megorzése végett bévebben a fliggelékben lehet olvasni. Az eredeti egyenlet:

of

5 HeBe- Vo =C(f)+S (3.1)

Itt a nablas tag a relativisztikus impulzus térbeli gradienset jelenti. A C az elektron
iitkozési operator, mig az S a forrast jelenti, E az elektromos tér, e az elektron toltése, mig az
e az elektromos térrel antiparallel vektor. A Legendre-polinomok (lasd figgelék) segitségével
ezt at lehet alakitani és a nyert formulaval numerikus eljarast kifejleszteni. A fenti egyenletet

dimenziétlanitva és diszkretizalva:
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ahol az egyes valtozok jelentése megtalalhat6 a kovetkezd hivatkozds alatt: [11].

A fenti Osszefiiggés (3.2 egyenlet) alapjan lathat6, hogy a parcidlis differencidlegyenlet

differencidlegyenlet-rendszert jelent a diszkretizacié utan az egyes Legendre-polinom egyiitt-

hatokra: az Fp-ekre. A differencidlegyenlet-rendszert matrixos alakba irhatjuk, ha az Fp-eket

és az Sp-eket egy-egy vektorba tessziik, akkor a kovetkezo formulat adhatjuk meg:

oF,

MEF, = )
5 TME, Sy (3.3)

ahol

F, az egyes Legendre-polinomok egyititthatoibdl képezett vektor,

S, az egyes Legendre-polinomok egyiitthatdibol képezett vektor.

Ez a differencidlegyenlet-rendszer tobbféle modszerrel oldhaté meg. A programba is valaszt-
hatunk (Runge-Kutta, trapéz szabdly stb.). A megoldas soran sziikség van a matrix inverzére,
amit a CODE LU-faktorizacioval szdmol, ugyanis ez gyorsabb , mint venni az inverzét. A matrix
idofliggetlen, ezért az el6bbi miiveleteket csak egyszer az id6 szerinti iteracio elott kell elvégezni.
Az idéfejlédést ezek utan a kovetkez6é moédon hatarozza meg. Fix idolépésekkel halad és megnézi
a forrds értékét, melyet a [11] cikk (19)-es egyenlete adja meg. Ehhez kell az eloszlasfiiggvény is.
Erre a forrasra megoldja az egyenletet, majd djra szdmolja a forrast és igy tovabb. Ha a meg-
oldassal eléallitott Legendre-egyiitthatokat beirjuk az eloszlasfiiggvény Legendre-sorfejtésébe,
akkor fontos kérdés az igy kapott Gsszeg konvergenciaja. A CODE kiilondsen érzékeny ebbdl
a szempontbol a bemeneti paraméterekre, ami rendkiviil megneheziti a két program Osszekap-

csolasat.

3.1.2. Az 6sszekapcsolas lehetGségei

Két program 6sszecsatolasanal a legkézenfekvobb otlet az egyes programok egymas uténi
alkalmazasa felviltva. Ezt nem lehetett megtenni, mert a QALIN csak az analitikus eloszlas-
fliiggvényen tudja a kvazi-linearis kolcsonhatast szimuldlni a 7 kiszamitasan keresztiil. Ezért
tetszoleges eloszlasfiiggvényre nem tud hatni.

Ezért a jarhato at az volt, hogy a Fokker-Planck egyenlet iitkozési operatoraba egyszertien
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belefrtuk a koordinata-transzformalt diffiziés operdtort. Ezt diszkretizaltuk. gy a kod régi mat-
rixa helyett kredltunk egy tjat és egyszeriien ezt tessziik a régi helyére. Pontosabban mivel az
eredeti matrix id6fiiggetlen volt az 4j pedig mar nem az, ezért at kellett tennem a féciklusba (id6
szerint iterdl). Ezenkiviil 6sszehangoltam a valtozé készletet és a mértékegység-rendszereket. A

kovetkez6 pontban részletesen ismertetem az eljarast.

3.2. Gyakorlati megvalésitas

El6szor megmutatom a diffizids operatoron végrehajtott szamitasokat. Ezt elég részletesen
targyalom.

A difftziés operator:

af 1 0 of
ZS_ -7 _ 4
ot pLopy (‘m 3]%) (3 )
ahol a 7:
¢ / /
r(py.t) = | dt'Dlpy. 1) (3.5)

A kvézi-linearis diffazi6 CODE-ba val6 beillesztéséhez at kell térniink a QALIN (pj,py)
valtozokészletérél a CODE (y,£) valtozokészletére. A kovetkezd egyenletekben a & az elektromos
(vagy a parhuzamossag miatt a méagneses) tér és a részecske sebesség vektora altal bezart szog

koszinuszat jelenti. A CODE-ban és QALIN-ban 1évé normalasok alapjan a kapcsolat:

p‘|:y-5-f (3.6)

pL=y-0-y/1-¢ (3.7)

ahol:

5o Ve

C

Itt a ¢ a fénysebesség, mig a szamlalé a termikus elektronok sebessége:

Uﬁff (3.9)

of _of _of1
or ot OtD

Figyelembe véve, hogy az elfutéo elektron energidja nagy, hasznalhatjuk az ultra-

Fontos a kovetkezd atalakitas:

(3.10)

relativisztikus kozelitést, tovabba az eloszlasfiiggvény nyaldb jellege miatt igaz, hogy & ~ 1.

Ezért a kovetkezo irhatd fel:
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of of o€ of oy s

Op. 0§ Opi Oy Opi
A levezetés:

A pj-ra és a p-re adott formuldk alapjan:

y=/pf + 1% (3.12)

Il

£ = ———— (3.13)
\/Pi+ Pt
A 3.11 formulaban lathaté tagokra a kovetkezd irhato:
9] V1—&2
£ _¢ S (3.14)
Ip. y-o
dy
— =4/1—-&2 3.15
= i=¢ (315)
A £ ~ 1 miatt, valamint az eloszlasfiiggvény nyalabszertisége miatt, igaz a kévetkezo relacio:
of of
<< == 3.16
9y <= o¢ (3.16)

Ezért a 3.11 Osszefliggés érvényes.
A fiiggelékben megtalalhaté az aldbbi két formula pontos levezetése. Az elsot az el6zéek
Osszevonasaval kapjuk. A diffuzidés operator hatasat az eloszlasfliggvényre megadd parcidlis

differencidlegyenlet:

of _ D(y,1) 0 N
oSl g (c-e) o) (3.17

Megfelel6 aszimptotikus kozelitéssel, valamint a diszkretizacié végrehajtasaval az el6zé for-

mula jobb oldaldn (lasd 5.2 fejezet) kapjuk azt az alakot, amit a 3.2 egyenlet bal oldalanak

szummajaba frunk:

_D(y,t)
y252

Az 1j diszkretizalt operator, ami tehat tartalmazza az titkozési- és a kvazi-linedris diffi-

(L + 1)Lp,.f, (3.18)

zi6 operatorat, lehetové teszi a CODE megoldasi médszerének eddigihez hasonld alkalmaza-
sat. Az egyetlen nehézség, amit még meg kellett oldani, hogy a diffuziés egyiitthaté idében
valtozik. Ezért a matrixot minden idélépésben tjra kell generdlni, azaz a matrixot épité prog-
ram részt be kell tenni az idéciklusba. A matrix létrehozéasa el6tt pedig ki kell szamitani a
QALIN-bdl vett difftzids egytitthatét szamold programrésszel a diffuzios egyttthatot. Ezt is
minden lépésben. Ez egy kiilon fiiggvény lett, a bemenetek pedig globalis valtozdk segitségé-

vel vannak biztositva. Probléma a két program eltéré mértékegység-rendszere, valamint hogy
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eltéré moédon taroljak az eloszlasfiiggvényt, ugyanis a CODE egy vektorban az eloszlas fligg-
vény Legendre-polinomok szerinti sorfejtés egytitthatoit tartalmazza, mig a QALIN egy 3D-6s
matrixban tarolja az eloszlémsfﬁggvény értékét az egyes p|, py értékekre az egyes id('ﬁpontokban
nak. Ezt egy gyakorlatilag a Legendre-sorfejtést megvaldsitéd fiiggvény hajtja végre, azaltal,
hogy kiszamolja a QALIN impulzustartomany gridjének pontjaiban a CODE eloszlasfiiggvényt
tarold vektorabdl vett egytitthatokkal silyozott Legendre-polinomok 0sszegét. A mértékegység
valtasokat elvégeztem a program legelején. A teljesség igénye nélkil felsorolok néhany mér-
tékegységet: statcoulombbdl coulombba (t6ltés), ergbél joulba (hémérséklet), elektronvoltbél
joulban (energia), cm-b6l m-be (slirtiség) stb.

A fenti modszerek leprogramozéasa utan egy miikodoképes, eredményeket add programot kap-
tam, amelynek a kulcsfontossagu részei is miikodésbe léptek, vagyis a diffizios egytitthato

szamitésara is sor keril a futas soran.

3.3. Konvergencia problémak, tovabbi lehet6ségek

Azt azonnal le kell szogezni, hogy a CODE sajnos nagyon érzékeny a bemeneti paraméterek
helyes megvalasztasara. Ezért a futtatds eredményét illetéleg a konvergencia elotérbe keriil.
Egyelore nem sikertilt olyan beallitast talalnom amire a konvergencia teljestilne. Az alabbi dbra

egy eloszlasfiiggvényt abrazol, amelyet a két program osszekapcsolasaval kaptam.

"l/

/I/ %

(PP

’ll""'ll"'l/"//
",/I// i
//l/ "f’lll"'l//',”

Py Py

3.1. abra. Az Osszekapcsolt programok altal generalt eloszlasfiiggvény.

A tovabbiak szempontjabol eredményt jelenhet, ha kihasznaljuk, hogy a CODE a konvergen-
cia biztositasara tobb specialis programrészt is tartalmaz. Ezek jelenleg nincsenek kell6képpen
kihasznalva, mert olyan feltételek mellet lehet 6ket csak haszndlni, amik szemben allnak az
ultra-relativisztikus kozelitéssel. A késobbiekben megoldast jelenthet ezen bonyolult program-

részek megértése és estleges modositasa.
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4. Osszefoglalas

Az energiatermelés illetve a kornyezetszennyezés problémdinak az enyhitésére a fuzios
berendezések jo lehetdséget nyujtanak. Ennek koszonhetd az a nemzetkozi osszefogés, amely
soran a franciaorszagi Cadarache-ban fogjak felépiteni a vilag valaha volt legnagyobb toka-
makjat, az ITER -t. A tokamakokban tapasztalhaté plazmastabilitasi problémak aggodalomra
adnak okot, mivel a diszrupciék (a plazma Osszeomldsa) soran elfuté elektronok johetnek
létre, amelyek a nagy energidjuk miatt képesek kart tenni a plazmat hatarolé elemekben. Az
ITER-ben ezeknek a szama a jelenlegi berendezésekhez képest varhatoan sokkal nagyobb lesz,
ezért fontos az elfuto elektronokat csillapité hatasok vizsgalata.

A munkam soran elemzett kolcsonhatas jelentosége abban rejlik, hogy elésegitheti ezen elfutd
elektronok alkotta elektronnyalab szétszérasat. Munkam elso részében az elfuté elektronok és
az extraordindrius elektron hullaim (EXEL) kézott lezajlé kvazi-linedris kolesonhatést szamolo
program felgyorsitasat, numerikus stabilitdsanak ellenorzését, finomhangolasat, valamint
kiilonbozo fizikaiparaméter-szcenariokon vald futtatdsat és az eredmények diszkusszidjat vé-

« /s

alkalmas CODE-ba [11] integraltam a kvézi-linearis kolcsonhatést.

A program valamint a kolecsonhatas mibenlétének mélyebb vizsgdlatahoz hosszu fizikai id6-
tartam sziikséges, ami sok id6lépést tartalmazé futtatast igényel. A rendelkezésemre allé prog-
ram ehhez tul lassu volt, ezért els6 1épésként felgyorsitottam a leglassabb részek megkeresése
és megfelelo atirasa altal. Az elfuto elektronok impulzusahoz tartozé rezonans gorbét szamold
rutin mar nincs minden idolépésben meghivva, ehelyett minden 1épésben interpolaciéval ha-
tarozom meg az 1j rezonans hullamszam és szog értékeket. Ennek eredményeképp koriilbeliil
haromszoros sebesség novekedést értem el.

Ezt kovetéen a numerikus hibakbol adddé esetleges hibas kovetkeztetések megelozése végett,
teszteltem a numerikus stabilitast, amely —a pozitiv névekedési rata meghatarozasaban szere-
pet jatszo paramétert kivéve — valamennyi paraméterre fennallt. A stabilitdsi vizsgalat soran
tapasztaltak lehetové tették olyan numerikus paraméterek beallitasat, amelyekre a program
futasa a legstabilabb, azaz az egyes numerikus paraméterek kisebb valtoztatasatol a végered-
mény (a fizika) nem fligg. A program stabilitdsa lehetévé tette, hogy hitelesebbnek tekintsiik a
plazma fizikai paramétereinek valtoztatasa soran kapott szimulaciés eredményeket.

Az igy finomhangolt, felgyorsitott program segitségével megvizsgaltam a kolcsonhatdsnak az
elfuto elektronok eloszlasfliggvényére gyakorolt hatdasat kiillonb6zo paramétert plazmak esetére.
A vizsgalt paraméterek: magneses tér, elektromos tér, elektron-hémérséklet és elektronsiiriiség.
A fizikai paraméterek valtoztatdsa soran azt talaltam, hogy a magneses tér novelésével a hullam
destabilizaciéjaban sziikséges id6 né, azaz késébb, tobb elfutd elektron jelenlétében indul csak
el a folyamat. A termikus stirtiség, a hémérséklet és az elektromos tér novelésével azonban ez az
idStartam csokkentheté. Igy a folyamat elinduldsa szempontjabél az elektromos tér és a stirfiség

novelése ellensilyozni tudja a magneses tér novelésébdl ill. a homérséklet csokkenésébol adodo
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késleltetett induldst.

Az elfuto elektronok eloszlasfiiggvényére hasznalt analitikus formula tobb, a valésagban rit-
kan teljesiilé feltétel mellett érvényes (tul nagy, idében allandé elektromos tér). Ennek kikiiszo-
bolése végett az elfutd elektronok eloszlasat a Fokker—Planck egyenlet numerikus megoldasaval
szimulal6 CODE-ba integraltam a kvazi-linearis kolcsonhatast, azaltal, hogy az titkozési ope-
ratorhoz hozzaadtam a kvazi-linearis kolesonhatas diffiizios operatorat.

Amint a CODE és a kvéazi-linearis kolecsonhatast szimulalé rutin egyesitése eredményeképp
numerikusan stabil eloszlasfiiggvényeket tudunk kapni, rendelkezésiinkre fog allni egy, a jelen-

leginél altalanosabb, igy a valésagnak jobban megfelel6 eredményeket add rutin, mely képes az

« sz

40



5. Fiiggelék

5.1. Romberg-mobdszer

Az alabbiakban a kvazi-linearis kolcsonhatast szamol6 rutin integraljat megvaldsité nume-

rikus eljarast ismertetem. A moédszer a kovetkezo alaki integralok szamitasara alkalmasak:

/ab dxF(z) (5.1)

Az aldbbi 1épéseket kell kovetni az iteracidhoz (egy haromszoget hozunk létre szemléletesen,

ha egymds mellé irjuk a megfelel6 értékeket):

R(0.0) = 50— a) (f(a) + ) (52
R(n,0) = R(n —1,0) + h, Qi fla+ (2k—1)hy,) (5.3)
k=1
R(n,m) = R(n,m — 1) + 4m1_ (4" R(n,m — 1) = R(n— 1,m — 1) (5.4)
ahol
b—a
= (5.5)

Az R(n,m) egy n-ed rendii m-edik extrapolaciét jelent. A hiba:

O(hy™*?) (5.6)

Ennek kell kisebbnek lennie az interr paraméternél.

5.2. Difftaziés operator a Legendre-polinomok bazisan

A Legendre-polinomok az aldbbi sajatérték probléma megoldasanal el6jovo sajatérték fligg-
vényeket jelentik. A jelentdségiik hasznos tulajdonsagaikban rejlik. Az alabbiakban ezt réviden,
bizonyitasok nélkiil emlitem. A részletek barmely komolyabb matematikai kézikonyvben fellel-
hetoek.

A Legendre-differencial egyenlet:

d df

o=@ v s -0 (5.7

Ekkor minden l-hez tartozik egy és csak egy P, (konstans szorzé erejéig egyértelmil). A
szdmunkra legfontosabb &llitas, hogy ezek az L2[(—1,1); R] Hilbert-téren a kovetkezd skaldr-

szorzattal ellatva teljes ortogonalis rendszert alkot:
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< fg>= [ duf(@y) 53

Ekkor igaz a kovetkezo formula:

2
20+1

Ez lehetévé teszi a fenti Hilbert-tér elemeinek (fiiggvények) az dltaldnos Fourier-sorfejtését.

< P, Py >= (5571/ (59)

A kovetkezékben a kimaradt eljardsokat mutatom be.
A diszkretizacié sordan (ezt értem a dolgozat minden pontjan diszkretizaciénak) a kovetkezo
operatorokat hasznaljuk az alabbi sorrendben:

Sorba fejtjik az F(y,£) eloszlas fiiggvényt a Pr(§) polinomok szerint:

F(y,&) =Y Fu(y)Pu(¢) (5.10)
L=0
Majd az alabbi operatort hasznaljuk:
2L+1 1
5 /_1 PLe(.)de (5.11)

Ha ezeket végre akarjuk hajtani az 3.17 6sszefliggésen, valamint figyelembe vessziik, hogy a

kovetkezd azonossag igaz:

2L 0 0

L[ depu©) 1 - €) R = ~(L+ Lo 612

akkor azt talaljuk, hogy érdemes némi atalakitast végezni. Az F-et atirva és behelyettesitve a

vizsgalt formuldba az alabbit kapjuk:

SR ¢ g (- ) (5.13)

Az integral elvégzése ezen relative nehéz, ezért kihasznaljuk, hogy a csak £-ket tartalmazo

része az egyenletnek a & ~ 1 miatt aszimptotikusan az alabbival kozelithetd:

D(y>t) 0 2 apL(f)
y2_52'8€<(1_§)‘ ¢ > (5.14)

Ezt megtehetjiik, ugyanis végezziink el néhany derivalast és vegytik a & — 1 kozelitést:

g _ 2_aPL(f) _ B 2.g 2,g B 2.8PL(5)
slea-e ) e e L{a-0) 0) ey

Az emlitett kozelités miatt az elsé tag elhanyagolhaté a masodikhoz képest, mert (1—£2) ~ 0,
tovabba a masodik tag egyezik az azonossagban fellelheté operatorral, mert &2 ~ 1.

Tehat az emlitett azonossagot hasznélva kapjuk az itt levezetni kivant 0sszefiiggést:
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_D(y,t)

+ 5.16
2(52 (L 1)L5L,lfl- ( )
Y
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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni Komar Anndnak és Dr. Pokol Gergonek a rengetek segitséget és
tanacsot az elmult honapokban, amelyek hozzajarultak a tudomanyos élet mélyebb megisme-
réséhez. Szeretném megkoszonni a sziileim tamogatasat akik stabil, meghizhat6 hatteret adtak

a szamomra.
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