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1. fejezet

Bevezetés

A kolesonhato rendszerekben lejatszodo folyamatok vizsgalata a fizika egyik legizgal-
masabb teriilete. Az egyes részecskék kozotti kolesonhatasok jelentGsége még hangsilyo-
sabb a kvantummechanikidban. A kolcsonhatast is magaban foglalé modelleknek altalaban
csak kozelit6 megoldasait ismerjiik, ezért van nagy jelentGségiik az analitikusan is megold-
hato rendszereknek. Az egyik leggyakrabban vizsgalt, analitikusan is megoldhat6é modell,
a Moshinsky-atom [2]|, amelyben két harmonikus potencialban mozgo részecske egymassal
is harmonikus potenciallal hat kélcson. Bar a probléma eredeti felvetése tobb mint negy-
ven esztendGs, még manapsag is szdmos cikkben hasznaljak egyszeri modelként. Nagy és
Pipek is ezen a modellen vizsgéilja a masodrendi striségméatrix Hartree-Fock jellegii par-
ticionalasanak [3] és az elektronok kozotti kolesonhatas-integral magfiiggvény segitségével
torténd leirasanak érvényességét [4]. A Moshinsky-atom allapotainak az &sszefonodottsé-
gat az utobbi években az informacicelmélet eszkozeivel vizsgaltak [5, 6, 7|, kiegészitve a
modellt kiils6 magneses térrel is [8].

Egy masik gyakran vizsgélt, egyszeri kolcsonhaté modell a Hooke-atom, vagy harmo-
nium, amelyben a kiils§ harmonikus potencidlban mozgé elektronok Coulomb-kélesonhatés-
sal hatnak kolcson egymassal. Ennek a modellnek is létezik bizonyos paraméter vilasztas
esetén analitikus megoldasa [1, 9, 10, 11].

A szakdolgozatomban [14] a Hooke-atom sajatallapotainak meghatérozasara hasznalt
numerikus modszert dolgoztam ki, amely alkalmas a spektrum és a sajatfiiggvények el6alli-
tasara a modellben szereplé paraméterek tetszéleges valasztasa esetén. A jelen dolgozatban

a kolcsonhatasok egy bévebb halmazat vizsgaljuk, amelyek &ltalanosan az alabbi Hamilton-



operatorral irhatoéak le:

2 2 1 1
_ ﬂ+ﬂ+_mw2rf+—mw2r§+f(]r1 —T1y), (1.1)

H=
2m  2m 2 2

ahol f (|r; —ry|) a részecskék kozotti kolesonhatas. Az 1.1. szamt Hamilton-operatorral

leirhat6 problémak szeparalhatoak, ha bevezetjiik az 6sszeg-, és kiilonbségi koordinatékat:

R=r +r; r=r;—r

p_ho _ho (1.2)
(3

Ezekben a valtozokban kinetikus és potencialis tag:

P; P; P? p?
et B R N (S < B 1
2m+2m 2m+2m , Teve
1 1 1/1 1
imerf - §mw2r§ = 3 (§mw2R2 + Emw2r2> : (1.3)
Igy a Hamilton operator az 1j valtozokban:
P2 1 jw\2 p? 1 w\2 1
H=2|—+- (—) R +2 |2 4 (—) 24— 1 (). 1.4
[%ﬁdm2 }+[%ﬁdm2 R TAS (1.4)

Az els6 tag egy harmonikus oszcillator, amelynek sajatallapotai ismertek. A részecskék
kozotti kolesonhatast, amely szamunkra kitiintetett jelentGségti, a masodik tag tartalmazza.
A rendszer energiajat a kovetkez6 alakban irhatjuk fel:

w 3
p=Y )+ B 1.
5 (n+2)—|— (1.5)

ahol F, a kolcsonhatési-tagot is tartalmazo masodik rész energidjat jeloli.
Ahogyan mar emlitettiik, a szdmunkra érdekes tag a kolcsonhatast is tartalmazo ma-
sodik rész:

2
p2 1 qwnZ ., 1
S Y )
2m+2m 5 r—|—2f(r) (1.6)

A fenti Hamilton operatorral altaldban térbelileg lokalizalt fizikai folyamatokat frunk le. A
szamos rendszer koziil, amelyet a fenti operator modellez megemlithetjiik a mar hivatkozott
harmoniumot, a pozitroniumot, amely csak a kolcsénhatéas elGjelében tér el téle, a tér
egy bizonyos tartomanyéra lokalizalt hidrogén atomot vagy két csapdazott atomot, amely
valamilyan effektiv potenciéllal hat kolcsén. A numerikus munka sorédn négyféle kolesonhato

potencialt vizsgaltunk meg. Az els6 a Hooke-atom Coulomb-potencialja (f(r) = 1), ennek
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egy modositottja (f(r) = rig), és Yukawa- <f(r) = &

>, illetve Gauss-tipusti potencial

2

f(r)= e 0 |. A kolesonhaté rendszer hullamfiiggvényeinek korrelaltsagat a Neumann és

a Tsallis entropia [13] segitségével jellemezziik. Az entropidk kiszamitasahoz meghatarozzuk
az egyes kétrészecskés allapotok redukalt strtiségmatrixat és a betdltésszamokhoz tartozo

természetes palyakat.



2. fejezet

Kolcsonhatas kezelése betoltésszam

reprezentacidban

A bevezetés az 1.4. egyenletében szereplé Hamilton-operator szeparalhato. Ha a harmo-
nikus oszcillator n-edik sajatallapotat W, (R)-rel, és az altalunk érdekesnek itélt a kdleson-
hatést is tartalmazo masodik rész (1.6) egy sajatallapotat ®,,(r)-rel jeldljiik, akkor a teljes
allapot W, (R)®,,(r) szorzat alakban all el§. A szorzat két tagja koziil az els6 a részecskék
felcserélésére nézve mindig szimmmetrikus, a masodik tag szimmetriajat pedig a @, (r)
hullamfiiggvény inverzidéval szembeni viselkedése hatarozza meg. Ha a térbeli inverzio ha-
tasara ®,(r) nem valt elGjelet, akkor a teljes hullamfiiggvény térbeli része szimmetrikus
lesz, ezért az antiszimmetrikus S = 0 spin szingulett allapottal szorzodik, mig ellenkezé
esetben a térbeli rész antiszimmetrikus lesz és a szimmetrikus S = 1 triplett spin hullam-
fiiggvényhez kapcsolodik. A teljes hullamfiiggvényt tehat a W, (R)®,,(r)x(s1, s2) alakban
irhatjuk fel, ahol x(s1, s2) a spinallapotfiiggvény.

Ebben a fejezetben 6sszefoglaljuk az 1.4 operator sajatérték problémajara kidolgozott
modszeriinket. Ennek 1ényege, hogy az operatort az izotrop harom dimenziés harmonikus
oszcillator sajatallapotain fejtjiik ki, majd a kapott métrixot diagonalizaljuk. A kifejtés-

2 operator spekt-

hez sziikség van az f(r) kolcsonhatas matrixelemeire is, amelyeket az r
ralfelbontéasa segitségével hatarozunk meg. Elsé lépésként foglaljuk Gssze a legfontosabb

informaciokat a bazisként hasznéalt a harmonikus oszcillatorrol.



2.1. Az izotrép harom dimenziés harmonikus oszcillator

A modszer alapja az izotrop harom dimenziés harmonikus oszcillator, amelyrdl a kovet-

kezG alapvets informéaciokat tudjuk. A rendszert leir6 Hamilton-operator a kovetkezd:

P? 1
H = % + §mw2R2, (21)

amely szétbonthaté harom darab fliggetlen egydimenzios harmonikus oszcillator Osszegére:

3 >
H = ( Bi y —mw2ri2> . (2.2)
i=1

A Hamilton-operator sajatallapotait |n,) [n,) [n,) szorzat alakban adhatjuk meg, ahol
|n;) az i irdnyu linedris harmonikus oszcillator n;-edik sajatallapota, amely koordinéata

reprezentacioban:

1 7/.’1, - 7'12
i ()
(r:) 2rnly/Tg To (23)

ahol H,(z) az n-edik Hermite-polinom. A tovabbiakban a szorzat hullamfiiggvényt az
[Nz, ny, n,) szdmharmassal fogjuk jeldlni. A rendszer energidjat a harom fiiggetlen har-

monikus oszcillator energiajanak az osszegeként kaphatjuk meg:

H |n,,ny,n.) = E, |ng, ny, n,) (2.4)

2

A sajatallapotok az alapallapottol eltekintve elfajultak lesznek. Az elfajulas mértéke meg-

3
E, = hw (n+—), ahol n =n, +n, +n, (2.5)

egyezik azzal a szammal, amely megmutatja, hogy n hanyféleképpen allithato elé n; termé-
szetes szamok Osszegeként. A degeneracid mértéke harmonikus oszcillator esetén w
lesz. A harom dimenziés harmonikus oszcillator rinvarians az O(3) harom dimenzios for-
gascsoporttal szemben, ezért sajatallapotait jellemezhetjiik az L? és L, operatorokhoz tar-
toz6 [, m kvantumszamokkal. A degeneraltsag mértéke azonban nem kompatibilis az O(3)
irreducibilis dbrazolasainak dimenziodival. Ez az inkompatibilitas annak a jele, hogy a rend-
szernek létezik egy a harom dimenziés forgéscsoportnal bévebb, G.n. dinamikus szimmet-
riacsoportja. [12].

Harmonikus oszcillatorra bevezethetGek a jol ismert 1éptetd operatorok:

L [ ‘pj) + 1 (7’1 .pj) ,
a;j=—|—=+1=), al =—|——1—], j=2x,v,2, 2.6
! \/§($0 Po J \/5 Zo Po J Y ( )



ahol zy = 4/ %, és po = Vhmuw. (2.7)

[aj’aj] = 5i,j? j: z,Y,z, (28)

A kommutacios relaciojuk:

hatasuk egy |n,, ny,,n.) betoltést allapotra :

Uy [Ty Ty, M2) = /T [ — 1y, (2.9)
al |ng, ny,n.) = vVng + 1ng + 1,ny,n,) . (2.10)

Mindezek kihasznélasaval felirhato a Hamilton-operator a léptets operatorok segitségével:

H= z; [hw (aﬁai + %)} = hw (a+a + g) , (2.11)

ahol a egy a harom léptets operator alkotta vektoroperator. A 1éptets operatorok felhasz-
naldsaval a megfelel6 matrixelemek algebrai titon konnyedén megkaphatoak, és nincsen

sziikség az integralok direkt kiszamitasara.

2.2. A kolcsonhatas-operator matrixAnak meghatarozasa

Az f (r) kolesonhatést tartalmazo rendszer energiaszintjeinek, és sajatallapotainak meg-
hatarozasahoz sziikséges, hogy a kolcsonhatést is felirjuk a harmonikus oszcillator sajét-

allapotainak bazisin. Ez azt jelenti, hogy sziikségiink van az r operdtorra a betdltésszam

reprezentacioban. Sajnalatos modon ezt kozvetleniil nem megoldhatd, de az r? operator
mar elGall a keltd és eltiintets operatorokbol:
2 T 2
r’ =2 (a*+a) (2.12)

2

Ezen osszefiiggés segitségével elgallithatd az r? operdtor matrixreprezentansa. Ennek
spektralfelbontéasa segitségével elgallithato az r métrix. Mivel a bazisunk teljes fliggvény-
rendszert alkot, az eredeti r? operéator fiiggvényeire, és igy a kapott r matrixra is igaz, hogy
az r operatorhoz tartozik. A numerikus munka soréan csak véges szamu bazisfiiggvényiink

lehet, és ezért ez az Osszefiiggés csak kozelitbleg igaz.



Az el6z6 részben ismertetett tulajdonsagok alapjan a matrixelemek a kdvetkezsk lesz-

nek:
2
x 2
2 _ — 20 (a4 a) _
r:x17127ylzy2721,22 o <nz1,nyl’n21‘ 2 (a ta |nz2’ny27n22>
2
x
_ 0 ot + _
= —7<nml,ny1,nzl|a a” +2aTa+1+aalng,, ny,n,,) =

2
x

= 50\/(7%2 + 1)(ng, +2) 5”3517”352"!‘2 5ny1 Mys 5n21 sy T
2

Lo
+ 5(277’152 + ]') 5nm1,nm2 5ny1 Myq 5’(1,21 Mz +
0
+ 5\/(”532)(”1"2 - 1) 67L$1,7L$2—2 67Ly1 Myo 67Lzl,n22 +..., (213)

ahol csak az egyik komponenst részleteztiik, de a masik kett6 hasonléan szamolando.
Miel6tt tovabblépnénk a spektrélfelbontisra megjegyezhetjiik, hogy a teljes Hamilton-

operatorban nemcsak r hanem p fiiggé tag is szerepel. Az impulzusoperator spektralfel-

bontasara azonban nincsen sziikség, mert az kvadratikusan szerepel. A p? operatort pedig

r’-hez hasonloan fel tudjuk irni:

2

b 2
p’ = —50 (at—a) (2.14)

A p? operator méatrixelemei ezutdn hasonloan kiszamolhatoak.

Az r? és a p? operator kapott alakjan jol latszik, hogy egy adott n; kvantumszamhoz
tartozo allapot csak az n; — 2, n;, n; + 2 kvantumszdmokkal jellemzett &llapotokkal ad
zérustol kiilonboz6 métrixelemet, ami 6sszesen 7 matrixelemet jelent egy sorban. Ugyancsak
ebbdl kévetkezik, hogy ha egy paros allapotot néziink az csak parossal hat kolcson, mig egy
paratlan csak paratlannal, vagyis a kiilonb6z6 paritéasi alterek nem keverednek. Ez kisebb

matrixokat jelent, ami jocskan megkonnyiti a késébbi szdmolast.

2.3. A Lanczos-algoritmus

A kolesonhatas matrixelemeit az r?

operator spektralfelbontasanak segitségével hata-
rozhatjuk meg, amelyhez sziikségiink van az operator sajatértékeire, és sajatvektoraira. Az
el6z6 részben kapott £2 matrix diagonalizaldsa a nagy méret miatt kdzvetleniil nehéz, ezért
érdemes kihaszndlni a rendszer szimmetria tulajdonsagait. A kifejtés méretének az illuszt-

ralasara tegyiik fel, hogy az n = 100-as betoltétt héjig akarjuk a szamolast végezni. Ekkor



100
a diagonalizdland6 méatrix sorainak a szama > (t)nt2) — 176850 lesz. Ha figyelembe

2
vessziik a rendszer paritasat, akkor is 89725—552 1lesz a matrixunk dimenzoja. Akarmilyen
kevés nullatol kiillonb6z6 elemiink is van, egy ilyen métrix diagonalizalasa kézvetleniil nagy
numerikus nehézségekkel jar. Erre a feladatra a Lanczos-algoritmus valasztottuk.

A Lanczos-transzformacié eredménye egy olyan bazis, amelyen egy A operator szim-

metrikus tridiagonalis alakt lesz:

a by 0 -+ 0
by a1 by
A= 0 b a - i | (2.15)
b
o 0 - b, a,

Az egyiitthatoak a kdvetkez6képpen szamolhatjuk ki. Ha vesziink egy ortonormalt rendszert

(> lwg) (u;] = 1), és ezzel kiszamoljuk az A operator matrixelemeit, akkor a kovetkezdket

kaphatjuk:
u?éui = a,
u/Au . = b,
uinléui = bi,
u/Au; = 0 egyébként. (2.16)

A matrixot pedig kifejthetjiik a kovetkezSképpen:

A = > ) (] Alfus) (wil = |uo) ao (uo| + [uo) by (uy| +

i,
+ ‘111> bl <1.l0’ -+ ]u1> QAo <111’ -+ ]ul) bl <112| + ... s (217)
vagyis:
Alug) = |ug)ag+|ur)bi
Alu) = |ug) b+ |w)ar + |uz) by
é W) = [Wn1) bp + (W) @ + [Wng) bug, (2.18)



amelybdl:
(u0|é|u0> =
(A —aE)[uy) = |u)bh
(A —aB) )" = ¥
1
5, A~ ak) ) = |u). (2.19)

Igy megkaptuk az elsé sor egyiitthatéit, amelyekkel mar tovabb szamolhatunk. Igy az n.

lépésben a kovetkezét kell végrehajtanunk:

an = (up|Aluy)
2
b?z—l—l - |(é - anE) |110> - bn ‘un—l>’
1
1) = EnH [(é - ang) ) — by, ’un71>] : (2-20)

A fenti algoritmus végrehajthato az r? operator matrixreprezentansin. Ebben az eset-
ben lényeges konnyitést jelent a végrehajtaskor, hogy a matrix egy soraban legfeljebb csak 7
nullatél kiilonbozé elem van. Igy a (2.20)-ban szereplé egyenletek segitségével mar aranylag
gyorsan legeneralhatjuk az f matrix tridiagonalis alakjat. Tehat egy szabadon valasztott
ug kezddévektorbol indulva a fent ismertetett rekurzios lépéseken keresztiil elGallithatjuk az
{u;} ortonormalt vektorrendszert, amelyen az A operator tridiagonalis alaku lesz az a;, b;
diagonélis és offdiagonélis matrixelemekkel.

A transzforméci6 kulesfontossagi része az ug kezdgvektor megvalasztasa. Az 1.6. Hamil-
ton-operator invaridns a harom dimenzios forgascsoporttal szemben, ezért sajatfiiggvényei
csoportosithatoak az L2, és L, operatorok sajatallapotai szerint. Ha az uy kezdGvektort
az L? és L, operatorok sajatvektoranak valasztjuk, akkor az algoritmus tulajdonsagainak
koszonhetGen a generalodo {u;}, ortonormalt vektorrendszer tobbi tagja is az [ irreducibilis
reprezentacié m-edik sora is szerint transzformalodik, amelynek kévetkeztében a transzfor-
méacié utan az 1.6. operatornak csak az (I,m) szektorat kapjuk, lényegesen csokkentve a

diagonalizdland6 métrix méretét.

2.4. Az impulzusmomentum operator

Ahhoz, hogy a Lanczos-algoritmust alkalmazhassuk, sziikség van az impulzusmomentum

operator egy reprezentansara a harom dimenzi6s harmonikus oszcillator bazisan. Belathato,

10



hogy a jol ismert harmonikus oszcillator 1épteté operatorokkal a kévetkezGképpen irhatd

fel az impulzusmomentum operétora:
L=rxp=ih(a" x a), (2.21)

A harmonikus oszcillator bazison felirva az L, operator megfelel6 matrixelemei a kovetke-

z6képpen néznek ki:

<lx17 lyla lzl| Lz |l:z:27 lyga l22> = 1ih <lx17 lyn lz1| aiay — a;ax “:{:27 lyza lzz) =
= ihélzvlzg (lzg + 1)ly26lx1,lac2+16ly1 Ay =1 7

— iR, 1y A Lo (s + 1)1, 10y 101, 1y 11 (2.22)

Az izotrop harom dimenziés harmonikus oszcillator sajatallapotait harom kvantum-
szammal jellemezhetjiik: |n, [, m), ahol n a f6kvantumszam, amely meghatarozza az allapot

energiajat, [ és m pedig az L?, és L, operatorok sajatallapotait jelslik.

[ = 0,2,...n han péros

I = 1,3,...n han paratlan. (2.23)

Ha az L. operatort az n f6kvantumszammal jellemezhet§ altéren fejtjiik ki, akkor az m = n,
és m = —n sajatértékhez tartozo sajatallapot egyértelmii lesz. Az utobbi sajatallapot vek-
torreprezentansat a Lanczos-algoritmus kezd6vektoraként valasztva az algoritmus a kivant
modon lefuttathato.

A Lanczos-algoritmus végrehajtasa utdn mar egy szimmetrikus, tridiagonalis f mét-
rixszal allunk szemben, amelynek a spektruma és sajatvektorai, és igy tetszdleges f(r)
fiiggvény mar konnyen kiszamolhatoak. A transzformacioé soran megkapott {u;} vektor-
rendszerrel pedig a 22 matrix is a Lanczos-vektorok definalta bazisba transzformalhatoak.
A kiilon kiszamolt ki_netikus, és kolcsonhatéasi tag egyesitése utan a sajatértékegyenlet meg-

oldhato, és megkapjuk a keresett sajatallapotokat.

2.5. A stirtiségmatrix meghatarozasa

Az el6z6 részben megmutattuk, hogy miként tudjuk az 1.6 Hamilton operator sajatal-

lapotait elgéllitani az izotrép haromdimenziés harmonikus oszcillator sajatfiiggvényeinek

11



linearis kombinaci6jaként:

O =) cimn), (2.24)

ahol |n) az |n,, n,,n,) allapotot jeloli. Annak érdekében, hogy megvizsgaljuk az egyrészecs-
kés allapotok dsszefonodottsagat a teljes, kétrészecskés hullamfiiggvényben, meghatarozzuk

az egyes sajatallapotok egyrészecskés redukalt stirtiségmatrixat:
pi(r, 1) = / Ui(r + ")y (r' + )P} (r — ") D, (r" — ")dr” (2.25)

A dolgozatban azokat az allapotokat vizsgéaljuk, amelyekben az 1.4 operator elsé tagja-
nak WU, hullamfiiggvénye alapallapotban van. A gerjesztések csak a kétrészecskés hullam-
fiiggvény a kolesonhatast tartalmazé masodik tagjara korlatozodnak. Ugy gondoljuk, hogy
ez a megszoritas lényegesen nem befolyasolja az eredményeket.

A 2.25. stirtiségmatrix nyoma egységnyi (Trp = 1), diagonalis része, p(r,r) az adott
allapot megtalalasi valoszintiség-stirtiségét adja. A stirtiségmatrix sajatallapotait természe-
tes palyaknak, a hozzajuk tartozo sajatértékeket betoltéssszamoknak hivjuk. A természetes
palyak segitségével a redukalt strtiségmatrixot felirhatjuk fiiggetlen strtiségmatrixok ossze-

geként:

ple,x') = " i) Gl (2.26)

ahol |i) a természetes palydkat, n; pedig a betoltéseket jeloli. Tiszta allapotban egyet-
len természetes palya segitségével elGallithatjuk a striiségméatrixot, minden mas palyahoz
tartozo betoltés eltiinik. A kdlesonhatasmentes alapallapot ilyen tulajdonsaggal bir.

A redukalt stirtiségmatrixot is kifejthetjiik a hdrom dimenziés harmonikus oszcillator
sajatfiiggvényein. Ezt a matrixot diagonalizdlva megkaphatjuk a betoltéseket és a termé-
szetes palyakat.

A 2.25. stirtiségmatrixban szereplé hullamfiiggvényeket 6sszeg-, és kiilonbségi koordi-
natdkban hataroztuk meg. A matrixelemeinek meghatérozasihoz vissza kell térniink az
eredeti rq, ro részecske koordinatdkhoz. Az attérés nem egyszert ezért elészor egy dimen-

zibban ismertetjiik az egyes lépéseket, majd altaldnositunk harom dimenziora.
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2.5.1. A stirtiségmatrix egy dimenziéban
Hullamfiiggvény

A stirtiségmétrix elemeinek meghatarozasahoz az R = r| + ry Osszeg-, ésr =r; — 1o
kiilonbségi koordinatakrol at kell térni az eredeti ry, ro koordinatakra. Vegyiik figyelembe,
hogy az R, r koordinatakban kapott kvéazioszcillatorok frekvencidja az eredeti fele, és igy

a fellép6 konstansokat is transzformalnunk kell. Az 0j xq, és pg az eredeti egységekben:

ered
hmw — pj

2h
29 =\ — = V22 py =4/
mw

2 V2

Els6 1épésként megmutatjuk, hogy az 6sszeg és kiilonbségi koordinatdkban felirt alapallapo-

(2.27)

tok szorzata egy konstans erejéig megegyezik az eredeti koordinatakban vett alapallapotok

szorzataval:

4h 4h

MW\ Y4 mw@ —a9)? w4 mete +ag)?
Uo(xy — 22)Vo(x1 + 22) = < ) e ( ) e

2mh 2mh
1 (mw>1/4 _mww% (mw)1/4 _mwa:%
= _ _— [ 2h _— [ 2h =
V2 \7h 7h
1
= —\I/()(lj)\lfo(l‘g). (228)

V2

A stirtiségmatrix kifejtéséhez felhasznalt allapotokat az a operator felhasznalasaval allit-

hatjuk el6 az alapallapotok szorzatara hattatva:

1 n
ﬁ (a;rlfo) \I/()(Lvl — .1’2)\1’0(.1’1 + 1'2)
A szamitasokban a gerjesztést mindig a kiilonbségi taghan végeztiik, ezért itt is azt kell

+
1 —T2

U, (21 — 22)Wo(21 + 22) =

felirnunk, hogy a gerjesztést kifejez6 a operator hogyan irhato fel az egyrészecskés

operatorokkal.
n L (r p 1 (a1—3  (pr—p2)V2
a’T = _— _— = 11— = — — 1 a1 =
2 \To Do V2 pered V2 2pge

I S I O Y U W T T _
2 \/§ xeredo peredo \/§ xeredo peredo
= —= (af, —d)) (2.29)

1 T2
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A kétrészecskés linearis harmonikus oszcillator n-edik sajatallapota felirhatd az eredeti

1, To koordinatakban:

\I[n(l'l — .1’2)\1/0(1’1 + ZL'Q) =

—
S
GRS

|

xQ)n\Ifo(CL’l — Ig)qjo(l'l + ZEQ) =

L
V2
)3
) (n = )V (z1) ¥y j(22) =

1 n+l n
_ (ﬁ 1/ \yj )T, (22). (2.30)

A megkapott allapotokbol a kordbban kiszamolt linedrkombinécids egyiitthatokkal mér

1 1

5 ) af, —al)" Wo(a1)Wo(za) =

I
%I

BG)E e N—
L <>

elallithatjuk a vizsgélt rendszer allapotfiiggvényeit.

Q(l’l, ;Ug) = Cn‘I/n(.Il — 1’2)\110(1’1 —+ $2) =

WE

n=0

%)nﬂi(—l)j (n) Uj(21) Wy j(2). (2.31)

I
[]=
$
—

3
Il
=)

N}

A stirtiség

A redukalt stirtiségmatrix kiszamolasahoz alkossuk meg a kétrészecskés strtiségmat-

rixot definici6 szerint az alabbi modon:

* ! / 1 Y * 1 N j—k n m
0t = 5 O ae(s) ()7
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Ezutan integraljuk ki a mésodik valtozora:

N
1
/Q*(wl,xg)Q(a:’l,xZ)dxg = OZ

(@) (27 mn—j =, (2.33)

végezziik el az Osszegzést m-re, majd cseréljiik fel a kétféle Osszegzést gondosan figyelve

azok tartomanyara:

N min(n,m) 2n—j+k .
1 . 1 n\n+k—7\..
= e 3 (35) ()T semen -

j=0,k=0
N N In—j+k .
1 . 1 n\ (n+k—7\_,
= §jzo§k:0 n§:j Cn—j+kCn (ﬁ) \/(J ( I )‘I’k($1)‘I’j(93/1)- (2.34)

Igy egy dimenziéban megkapjuk a redukalt stiriiségmétrixot, amelynek (4, k) eleme:

N 2n—j+k .
1 . 1 n\(n+k—7g\_,
P(j,k)(ﬂfl,l"ﬁ) = ) ch—j+kcn (E) \/(j) ( k )\Pk(xl)\lf](x'l) (2.35)
n=j

2.5.2. HAarom dimenzidéban

Az egy dimenzidban elvégzett szamitas menete analog moédon elvégezhetd harom dimen-
zibban is. Els6 1épésben meghatarozzuk a harmonikus oszcillator hullamfiiggvényeit, majd
azok linearis kombinéci6ibol megkapjuk a vizsgélt rendszer sajatallapotait. Az allapotfiigg-

vények ismeretében pedig a stirtiségméatrix kiszamolhato.

Hullamfiiggvény
A haromdimenzits oszcillator alapallapota egy dimenzioval anal6g médon:

13
Uo00(r1 —r2)Vgoo(ry +12) = (E) Wo0,0(r1)¥o0,0(r2) (2.36)
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A gerjesztett allapotok hasonléan alkothatéak meg, de imméar harom irdnyban tudunk
gerjeszteni, azonban az egyes kelt6 operatorok alakja, és visszavezetésiik az egy dimenzioval

analog modon véghezvihetd, és a gerjesztés egyrészecske gerjesztésekkel leirhato.

Uy (0r — 1) Wo00(r1 + 1) — ( }) ( )n 33 nz 11 (”) (—1)

71=0 52=0 j3=0 =1

(a+ )jl(cﬁ )mfjl(a;rl)Jz(aJr )712*J2(a+ )JS(a+ )ns J3@0’070(r1)@07070(r2) —

€2 Y2 Z1 z2

) (=179 s (F1) Wiy s o mg—gs (T2)

(2.37)
A gerjesztett allapotokbdl elGall az allapotfiiggvény:
N 1\3
Q(rl’rQ) = Z Cn1,n2,n3\1]n1,n2,n3 (rl - I'Q)\I/()(rl + r2) = <_2) :
{ni}=0
N n niy N2 N3

3 e (5) XTI

{ni}=0 71=0 72=0 j53=0 i=1 Ji
'<_1)J‘Ijj17j2,j3 (rl)anl—jl7n2—j2,”3—j3 (1‘2). (238)

Sdrtiség

Ismét allitsuk el az allapotok szorzataként a strtiségmatrixot:

nt+m {ni}  {mi}
Q" (ry,12)Q(r], 15) Z Z Cmi}Clni) (\}§> Z Z(_

{n }=0{m;}=0 {ji}=0{ki}=0

3 3
n; my * *
L) () TL00 208501 ) 39

=1
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Ezt is integraljuk ki a masodik valtozéban

N N n+m {ni}  {m:}
/Q(rl,rg)Q(r’l,rg)drg =3 2 D it (E) > >

{ni}=0{m;}=0 {4i}=0{k:i}=0
3 3
J—k n; my; % ’
(=1) H <@1) (k) ’ H \Ilki(rlai)\llji(rl,i> :
i=1 ’ i=1

\/\\Ij;knl—k‘l(xz)q]nl_jl('r2)dx2\/\I];’Lz—k‘g(y2)\ljn2—j2(y2)dy2/\Ijing_k3(z2)\pn3—j3(z2)d22 -,

J/ AN

J/

-~ -~

Omy —k1,n1 31 Omo—kg,ng—ia Om—k3,n3—j3

majd végezziik el az indexek lehetséges Osszeejtéseit

(1)

1 ) 2n+k—j min(ni,m1) min(n2,m2) min(ns,ms)
jl:

1 N
- 8 Z Clnitki—ji} (E

{ni}zo k1=0 J2,k2=0 j3,k3=0

3 .\ 3
n; n; + k; — j; .
g (Zl> ( ki ) H\I]k’(r“)\ljh(rllz) =,

=1

és cseréljiik meg az Osszegzéseket

LN . N ) 3 ni\ [(n; + ki — 7
_ g Z Z (—1)] Z c{nr‘rkz’—ji}c{ni’} H ( >< kz )

A redukalt stiriségmatrix (j, k) eleme részletesen kiirva:

N N N
1 S
. N T (_1\J1+jetiz—ki—ka—ks *
QJ’k<r’r) o 8( 1> Cni4k1—j1,n2+ka—j2,n3+ks—js Cna1,ma,ns

n1=j1 n2=j2 n3=j3

GO )G )G s ™)
J1 kq J2 Ko J3 k3

W, (@) W5, ()W, () W5, () Wiy (2) W55 (). (2.40)

2.5.3. Betoltések

A redukalt stirtiségmatrix diagonalizadlasdval megkaphatjuk a rendszerre jellemz& betol-

téseket. A betoltések megadjak, hogy a rendszer milyen aranyban oszlik meg a természetes
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palyain. A nagyobb betoltésti palydn nagyobb, az alacsonyabbon kisebb valészintiséggel
talaunk elektront.

Kolesonhatas nélkiili esetre a redukalt stirtiségmatrix és a betdltések konnyen megha-
tarozhatoak. Alapallapotban a két oszcillator egyiittesen leirhato egy |000), |000), alla-
potfiiggvénnyel. Az ebbdl alkotott stirtiségmatrix trividlisan egy darab egységnyi betdltést
ad.

A gerjesztett allapot ennél bonyolultabb. Az els6 gerjesztett allapot egy lehetséges

allapotfiiggvénye az alabbi lesz:

1 1 1
NG 1000), 7 (001),, + [010), + |100),) + 7 (|001), 4 [010), + [100),) [000), | . (2.41)

Ha megalkotjuk a siiriségmatrixot, majd kiintegraljuk az els¢ vagy maésik valtozojaban,

akkor az alabbi matrixot kapjuk:

/2 0 0 0
. 0 1/6 1/6 1/6 | 2.42)
= 0 1/6 1/6 1/6

0 1/6 1/6 1/6

ahol az els6 oszlop tartozik a |000)-hoz, a haromszor harmas blokk pedig az egyszeresen
gerjesztettekhez. A diagonalizalas utédn kapunk egy 1/2-es értéket, ami a |000) allapot-
hoz tartozik, és egy masik 1/2-es betoltést amelyhez tartozd természetes palya a harom
egységnyi gerjesztésti egyrészecske allapot egyenls aranyu keveréke. Erdekes moédon a kol-
csonhatasmentes gerjesztett allapotok nem lesznek tiszta allapotok az elfajultsdguknak

koszonhetGen.

2.6. Entropia

A siirtisegmatrixbol nemcsak a betoltéseket kaphatjuk meg, hanem az allapotok egy-
mashoz val6 viszonyarol is kaphatunk informéaciot. A kolesonhatas hatasara az addig tiszta
allapotban levé kvantumrendszer kevert allapotba keriilt. Ezt a kevertséget, az allapotok
Osszefonodottsaganak mértékét a kiilonféle entropidkkal mérhetjiik. Mi az allapotaink jel-
lemzésre az G.n. Neumann-, illetve Tsallis-entropiat valasztottuk. Ezeket a kovetkezSképpen
definialhatjuk:

SN(p) = ~Trplnp, (2.43)
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Sr(p) = —— [Trp —1]. (2.44)

1 —
Specidlisan mi ¢ = 2-t valasztottunk, amikor SQTS(,O) = 1—Trp* A fent definiciokbol az
is latszik, hogy mindkét entrépia pozitiv, azonban a von Neumann entropia tetszéleges
pozitiv értéket felvehet, addig a Tsallis maximalisan egy lehet.

Egy tiszta allapot egyetlen hullamfiiggvénybdl épiil fel, ezért stirtiségmatrixaban egyet-
leg nemzérus elem, egy egyes szerepel. Egy ilyen rendszer entropiaja, —mindkét esetre—
zérus. Egy Osszefont rendszerre a stirtiségmatrixnak tobb zérustol kiillonb6z6 eleme van, igy

a hozza tartoz entropia pozitiv. Minél nagyobb az entrépia annél 6sszefontabb a rendszer.

2.7. A vizsgalt rendszerek

Eddig altalanosan beszéltiink az f(r) kolcsonhatasrol, de most nézziik meg a konkrét

példdkat.

2.7.1. Hooke-atom

A legels6 valasztasunk a kolesonhatésra az f(r) = kS Volt. Az ilyen kolesonhatassal
jellemzett rendszer az i.n. Hooke-atom. Errdl a rendszerrol maér irtam a szakdolgozatomban
is [14]. A teljes rendszer Hamilton-operatora eredeti koordinatakban a kovetkezGképpen néz
ki:

1 1 1 1 e?
HHooke = %p% + §mw2r% -+ om p2 -+ Qmw2r§ + ]{?m (245)
Az atirt koordinatakban az altalunk vizsgalt kiilonbségi koordinatatol fliggd tag:
2
p 1 w\2 , 1
Hitooker = 2 | 2 + = (-) k=—| . 2.46
Hooke, |:2m + 2m 92 r+ o ( )

2.7.2. Az 1/r*-es potencial

Megtehetjiik, hogy a Hooke-atom 1/r-es Coulomb-potencialjat, 1/r?-esre cseréljiik. Egy

ilyen rendszer a kdvetkezd Hamilton-operatorral irhato le:

pi 1 p; 1 ~ e
H=—+- == k——m. 247
2m+2 1+2m+2mw T (r; —ry)? (2.47)

Az atirt koordinatakban az altalunk vizsgalt kiilonbségi koordinatatol fiiggs tag:
2
9] 1 w2

Hppoer = 2 | 2 + = <—> Fh—. 9.48
Hooke, |:2m + 2m 9 21’2:| ( )
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2.7.3. Yukawa-potencial

Vizsgalhatunk olyan rendszert is, amelyben az elektronok kozotti kolesonhatas Yukawa-
potencial alaki. Ez lényegében a Coulomb-potencidl arnyékolt ,yvaltozata”. Ez esetben a

Hamilton-operator a kovetkezo:

2 2 —k|r1—r2|
P1 Py 1 oo 1 5, €
Hyuiawa = — + — + = = e 2.49
Vukava = 5 2m+2mwr1+2mwr2+a|rl_r2’ (2.49)
A szamunkra érdekes rész az 1j koordinataval:
p2 1 5 o —kr
Hyukawa,r = 2 o T MW +a (2.50)

2.7.4. Gauss-Potencial

Erdekes feladat a két Gauss-potenciallal kélesénhaté elektron rendszerének vizsgalata.A

Gauss-potencial megfelel6 paramétervalasztasaval kozelithetjiik a §(r; — ry) kontaktpoten-

cialt: ,
2 2 1 1 _(r1-ro)
Heauss = % 2p_n21 + §mw2rf + §mw2r§ +ae 0, (2.51)
amely az 4j koordinatakban:
201 w2 o -5
HGauss,r =2 |:2p_m + §m (E) r’ + 56 "(2):| . (2.52)

2.8. Atomi egységek

Amikor ilyen kis rendszerek vizsgalunk, akkor célszert az ebben a mérettartomanyban
természetes egységeket hasznalni. Ezeket kikeverhetjiik az univerzalis allandokbol egy kis
dimenzidanalizissel. A megfelel§ hosszisag, energia és korfrekvencia dimenzioju egységek

az aldbbiak:

h? ke? ke?
= — = — w = —,
kme?’ " o’ 9T hag

A megkapott hosszskila az ag Bohr-sugér, az energiaskidlank pedig a Hartree. Ha w-t w¢

(2.53)

Qo

egységekben mérjiik, vagyis w = w.w, akkor a kordbban definidlt x(, és py a kivetkezd

_\/h_ oo 1 a
T Ve T\ ek aokme%ﬁ—\/ﬁ’

aoh

alakava valik:

po = Vhnw=---=—Va. (2.54)



Vagyis kihasznalva, hogy ||p|| = po/v2, és |r|| = r = 2¢/v/2 a Hamilton-operatorban

szerepl6 oszcillator tag abszolat értéke a kdvetkezSképpen irhato fel:

el _ w5 _ B o Gke G

2m 4m  4ma? 4 ag 40
T 5y 1,22 . [(ke*\’a2 Tke?
Z = = g _= — | = =—-——=—F,. 2.55
et I = gty = o () T T T (2:55)

Hasonloan atirhatoak az el6z6 részben felirt f(r) kolecsonhatasok is, és igy megkapjuk a

megfelel6 métrixreprezentasokat:

Hyoore = Eo (%(gz 1)+ @r_—1> , (2.56)

Hos = B (502 + ) +%r:_2>, (2.57)
HYukawa - EO (’_‘J(pQ + 22) + g 2&6_16%(2) ) (258)
4: - - E()
~ _%ﬁ 2
HGauss = EO g (p2 + 22) -+ ge g (: ) . (259)
4 — - EO
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3. fejezet

Eredmények

A kiilonféle kdlecsonhatésoktol valo fiiggést tgy vizsgaltuk, hogy bevezettiink egy para-
métert, amellyel a kolcsonhatas erdsségét tudtuk valtoztatni. Vagyis f(r) helyett af(r)-
rel szamoltunk kiilonféle a-kra. A 2.8. részben felirtuk az altalunk vizsgalt Hamilton-
operatorokat atomi egységekben. Ha megvizsgajuk a Hooke-atom esetét, akkor az w pa-
raméter novelésével a kolesonhatési tag 1/y/w-val elttinik. Tehat abban az esetben az a
paraméter megfelel az oszcillator frekvencidjanak novelésének, amely a rendszer egy ter-

mészetes skalaja. Hasonlo szemléletes jelentés mas kolesonhatasokra is adhato a-nak.

3.1. A kolcsonhat6 rendszerek energiai

A moédszer ellenérzéseként elsGként nézziik a Hooke-atom esetét. Ezt a rendszert a
szakdolgozatomban vizsgiltam, ott belattuk, hogy a mddszer eredményei konvergalnak az
analitikus megoldashoz. A eredmények jobb Osszehasonlitdsa érdekében egy kozos abran
(3.1) lathatoak a kiilonb6z6 l-ekhez tartozo energiaértékek. Ugyanerre az dbrara viszonyi-
tasképpen ratettiik a Taut [1] altal kiszamolt eredményt egy folytonos vonalként. Fontos
megjegyezni, hogy a fizikai értelme a folytonos gorbének is csak az egész pontokban van.
A Hooke-atom mellett hasonléan abrézoltuk az 1/r*-es kolcsénhaté potencidl analitikus
[15] és numerikus megoldasait. Jol latszik, hogy a szamitéasi eredményeink szépen illeszked-
nek mindkét esetben a gorbékre, a modszeriink az egzakt energianivokat adja vissza, még
magasan gerjesztett allapotokra is.

Miutén ellenériztiik a sajatenergidk pontossigat nézziik hogyan valtozik a rendszer

energidja a kolcsonhatas bevezetett skalaparamétere fliggvényében. A kolcsonhatésmentes
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3.1. abra. Bal oldalon Hooke atom energiaértékek névekvs [ mellett, w = ﬁ, a jobb oldalon az

1/72-es kolesénhat6 potencialhoz tartozé energiaértéket abrézoltuk w = 1 valasztassal. Az egyes vonalak a

kiilénb6z6 fékvantumszamokhoz tartozo energiakat jelolik.

esetre (a = 0) a modszer visszaadja az oszcillatorra vart 3/2w-s illetve 5/2w-s energidkat. A
3.2. abran a rendszer alapallapoti és elsG gerjesztett energidjat mutatjuk be a négy kdlcson-
hatas esetén a kolcsonhatés erdsségének fiiggvényében. A kolcsonhatasok koziil legkevéshé
a Yukawa-, és Gauss-tipust potencidlok modositjak az energiat, mig a mésik két esetben

a kolcsonhatéas erGsitésével az energia folyamatosan né.

30 T T T 29

Hooke —+— Hooke —— 1
Yukawa —¢— Yukawa —_in
25 G 5 aﬂr/z e {F
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ﬁ,i—"‘ 20 ,71—;
A P
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. A e geaEaEEs = _ st e peeaaass
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3.2. abra. Az energia kolcsénhatas fiiggése az a paramétertdl alapallapotban (bal abra) és az els6 ger-

jesztett allapotban (jobb abra) Ey a nemkolesdnhatéd energia, w = 1, nypq. = 100.

A Gauss-potencialnal lehet&ségiink van arra, hogy véltoztassuk a potencial szélességét.

A potencial cstcsosithato, és szét is kenhets. Ugy valtoztattuk a Gauss-potencial para-
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métereit, hogy a potencial alatti teriilet ne valtozzon. Ilyen feltételek mellett az rq — 0

hataresetben kontakt potencialt kapunk. A tovabbiakban valasszuk a teriiletet egységnyire:

—0o0

amely a kovetkez6 megkotést jelenti a két paraméterre:

(ﬁaro)g =1, vagyis a = ﬁ
T'o

A potencial szélességétsl, mint a potencidl egy paraméterétsl valo fiiggést alapélla-

potra és az els két gerjesztett allapotra néztiik meg. Az eredmény a 3.3. bran lathato. A

E (En)

3.3. Abra. Az energia valtozasa a Gauss-gdrbe félérték-szélességének fliggvényében alap- illetve gerjesztett

allapotokra n,,., = 100-as w = 1-es paramétervalaszatas mellett

megfigyelés az, hogy mind nagyon széles, mind nagyon hegyes Gauss-potencidlra a nemkd-
16csnhato energiat kapjuk, az elektronok szabad részecskeként viselkednek. A hatareseteket
magyarazhatjuk gy, hogy a hullamfiiggvények bizonyos allapotokra koncentraltak, és ha
azokon a kolcsonhatasi jarulék kicsi, akkor az energia a szabad eseté lesz. A koztes ese-
tek kozott mindig latunk egy olyan esetet, amikor az energia maximalis. Ezen szélesség a

gerjesztés novelésével egyre novekszik, és egyre inkabb elmosodik.
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3.4. abra. Hooke-atom betdltései alap és gerjesztett allapotra, (w = 1)

3.2. Betoltések

A redukalt strtiségmatrixbol megkapjuk a természetes palyak betoltéseit A nemkoleson-
hato rendszer betoltéseit a 2.5.3. részben mar megnéztiik. Most nézziik, hogy a numerikus
eredmények szerint hogyan valtoznak a betoltések a kolcsonhatas hatésara.

A 3.4. bal oldali abran a Hooke-atom alapéllapoti betoltéseinek valtozasa lathato a
kolcstnhatasi paraméter par értékénél. Az abrarol leolvashatd, hogy gyenge kolcsonhatéas
esetén egyetlen nagy betoltést palya van, mig a tébbi betoltés nagysigrendekkel kisebb.
Ez az eredmény jol egybevag azzal a ténnyel, hogy nemkdlcsénhato esetben csak egyetlen
egységnyi betdltést varunk. Azonban ahogy er6sodik a kdlesonhatas a nagy betdltés csok-
ken és tobb kisebb betoltésii palya is megjelenik. Az alapallapotrol tudjuk, hogy a teljesen
szimmetrikus abrazolas szerint transzformélodik, emiatt a hozza tartozo redukalt striiség-
matrix is invarians lesz a harom dimenzi6s forgascsoporttal szemben, igy a természetes
palyék is osztalyozhatdak az [, m kvantumszamok szerint. A 3.4. 4bran betoltések kozott
megjelenik a 20 + 1-es degeneraci6. Az abrarol szépen leolvashatoak a 3-szoros, és 5-sz0rds,
és erdsebb kolcsonhatasra még nagyobb degeneraciojia palyak.

A 3.4. jobb oldali abrdjan az elsG gerjesztett allapot betdltéseinek véltozésa lathato.
Ez a gerjesztett allapot méar nem teljesen szimmetrikus, mint az alapallapot, ezért a hozza
tartozé stirtiségmatrix sem lesz invarians a 3D forgascsoporttal szemben. A 21 + 1-es dege-
neraciok helyett paroséval fordulnak el6 a betoltések. Itt is megfigyelhetjiik, hogy vissza-

kaptuk a nemkoélcsonhato esetben megkapott betoltéseket a gyengén kolcsonhato esetre, és
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3.5. abra. Betdltései alap és gerjesztett allapotra Gauss-potencidlban, (w = 1)

hogy a kolcsonhatas erésitése itt is noveli a kisebb betdltések szamaét.

Hasonl6é abrat kapunk a tobbi kolcsonhatasra is. Az elvaras ott is az, hogy a gyengén

kolesolhato esetek adjak vissza az egységnyi illetve kétszer feles betdltéseket. A Gauss-

potencial esete a 3.5-6s abrakon lathato.

A kolcsonhatas megjelenése jol beazonosithatd a legnagyobb betdltés nagysagaban.

Amikor bekapcsoljuk a kélesonhatéast, akkor az csokkenni kezd, a csokkenés mértéke a 3.6-o0s

abrakon lathato alap- illetve gerjesztett allapotra. Latszik, hogy a kiilonb6zé kolcsonhata-

sok méashogyan valtoztatjak a betoltést. A legszembetiinGbb az, hogy a Yukawa-potencialra

a betoltések sokkal kevésbé valtoznak, mint a masik harom esetre.
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3.6. dbra. Legnagyobb betdltés véltozasa alap-,
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3.3. Az entréopiak

Az entropidkat a betoltésekhez hasonloan az alapallapotra és az els§ gerjesztett alla-
potra hataroztuk meg. A 3.7. abran a kolecsonhatas erdsségének fiiggvényében abrazoltuk
alapallapotnak. Mindkét abran jol latszik, hogy a nemkolcsonhaté alapéallapot entropidja
nulla, az allapotok nem keverednek. Azonban a kolecsonhatas bekapcsolasaval ez mar tobbé
nem lesz igy. Leolvashaté, hogy a Gauss-kolcsonhatas keveredése indul a legmeredekebben,
aztdn mintha telitésbe menne. A legkisebb entropiat a Yukawa-potenciél esetében kapjuk.
Mindkét entropia értéke joval elmarad a méasik hdrom kdlcsénhatasétol, sokkal fonodnak
ossze az egyrészecske allapotok. Erdekes észrevétel, hogy a Hooke-atomban az Gsszefono-
dottsag kezdetben a mésodik leggyengébb, de a kolcsénhatéas erdsségét noévelve nagyobb
entropiaja allapotokat hoz létre, mint az 1/r?-es, vagy Gauss potencial.

Masodik 1épésként vizsgaljunk egy gerjesztett allapotot. Ezen rendszerekhez tartozo
Neumann-, illetve Tsallis-entropa lathato a 3.3. &bran. Megallapithato itt is, hogy a nemkol-
csOnhato gerjesztett allapot az alapéllapottal szemben méar nem tiszta. A Tsallis entropiara
Sts = 0,5-0t, mig a Neumann entropiara Sy = 0,69-et kaptunk, amely megegyezik az elmé-
letleg vart In2-vel. A kolcsonhatas bekapcesolasaval ismét elkezdett néni az entropia mind

a négy esetre, a fiiggvények menete pedig hasonlit az alapallapotban megallapitottakra.
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3.7. dbra. Az alapallapot Neumann-, és Tsallis-entr6piaja a kolesonhatas erdsségének fiiggvényében, w = 1

mellett
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3.8. abra. Az els6 gerjesztett allapot Neumann-, és Tsallis-entropidja az a kdlcsénhatési paraméter fiigg-

vényében, w = 1 mellett
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4. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban két harmonikus potencidlban mozg6 elektron viselkedését vizsgaltuk négy
kiilonb&z6 kolecsonhatd potencidl esetében. Meghataroztuk a spektrumot és a hozza tartozo
sajatallapotokat, elGallitottuk a redukalt striiségmatrixot. A sitirtiségmatrixbol meghata-
roztuk a természtes palydk betoltéseit, és kiszamoltuk az allapotok Neumann, és Tsallis
entropidit. Az entropidk segitségével az egyrészecskés allapotok Osszefonddottsidgat vizs-
géltuk a kétrészecskés hullamfiiggvény alap-, és els6 gerjesztett allapotaban a kolcsonhatéas

ergsségének fiiggvényében.
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