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Kivonat

Az alacsony dimenzids méagnesesség vizsgalataban fontos szerepet jatszanak a Heisenberg
nevét visel6 kvantummechanikai spinlancmodellek. Ezen rendszerek kvantum-integralhatéonak
szamitanak: Hamilton-operatoruk sajatérték-probléméaja egzakt médon megoldhatd, tovabba
rendelkeznek a rendszermérettel ardnyos mennyiségt, lokalis, felcserélhets, valamint idéallando
toltésoperatorokkal. Fzen toltésekre kontinuitési egyenletek irhatok fel, melyekben a hozzajuk
tartoz6 dramoperatorok jelennek meg.

Az altalam vizsgéalt Heisenberg-tipusi spinldncmodellek sok més modellhez hasonldéan a
Bethe-ansatz modszerrel oldhatok meg egzakt mdédon. Az ilyen modellekre vonatkozoan létezik
egy altalanos érvényt sejtés, amely kapcsolatot teremt a modellben szerepls toltés- és aramope-
ratorok varhato értékei kozott. Munkam soran sikeriilt a vizsgalt spinlancok sajatallapotaihoz
kialakitani egy kvazi-klasszikus képet, mely képes fizikai értelmezést adni a sejtésnek. Egy korab-
bi munkdmban megmutattam, hogy a szabad XX modellben, a klasszikus fizikdhoz hasonléan, az
aramok megegyeznek a hozzéjuk tartozé toltések, valamint az adott sajatallapothoz tarsithato
sebesség szorzataval. Jelenlegi dolgozatom azt mutatja be, hogy az Osszefiiggés a kolcsénhato
modellekben is igaz, amennyiben a kolcsonhatasnak megfelel6en modositott atlagsebességgel
szamolunk.
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1. fejezet

Bevezetés

Az alacsony dimenzioés mégnesesség vizsgalatanak kezdete Ernst Ising és Hans Bethe a XX.
szézad elején végzett munkajahoz kothetd. Ising 1925-ben kezdett foglalkozni a mara & nevét vi-
sel6 modellel, Bethe pedig 1931-ben tette kozzé az egzakt megoldasok megtaldlasara kidolgozott
Bethe-ansatz modszerét.

A tertilet jelentGs vonzereje, hogy a vizsgalt modellek sok esetben kinalnak egzaktul meg-
oldhat6 problémakat, mikozben elkeriilik a magasabb dimenzids rendszerek vizsgélatakor felléps
bonyodalmakat. Az idetartozo klasszikus és kvantumrendszerek teret adnak tovabba térelméleti
és perturbativ megkozelitéseknek, valamint kiillénb6z6 numerikus modszereknek.

Egészen az 1970-es évekig kellett varni, hogy kideriiljon, a teriilet nem csak elméleti kutatas
lehet&ségét rejti magéban. Neutron szoérasos kisérletekkel mara mér szdmos lanc vizsgalatéra
sor keriilt. A legtébb kutatas targyat az 1/2 spinii Cu?t és az 1 spinti Ni?* ionokat tartalmazo
mintak jelentik [1].

Az alacsony dimenzios magnesesség azota is kutatott teriilet, mivel egyszert modelljei kap-
csan lényeges fizikai folyamatok egzakt leirdsa vizsgalhat6. A kovetkezSkben egy alapveté mo-
delljét mutatom be.

1.1. A Heisenberg-modell

A teriilet egyik leggyakrabban vizsgalt modellje az egydimenziés spinlancokat leird
Heisenberg-modell. A rendszert L darab periodikus hatarfeltétellel 6sszekotott racspont alkotja,
melyeken 1/2 spinek helyezkednek el az 1.1. abran szemléltetett modon.

1.1. dbra. Periodikus hatérfeltétellel 6sszekotott spinlanc.

A réacspontokhoz a szokasos C2-n hato S*¥7? operatorok tartoznak, melyekkel a modell
(C?)®L tenzorszorzattéren haté Hamilton-operatora a kivetkez modon irhato fel:



L
M= (JS7SF + J,SYSY | + J.S78,)) (1.1)
j=1
A kifejezésben a spinoperatorok alsé indexei jel6lik, melyik rdcsponthoz tartoznak. A modellben
jol lathaté modon az els6 szomszéd kolcsonhatasok kapnak szerepet, melyek erésségét a J -
egylitthatok adjak meg. Ezek specialis értékei szerint kiillonboztetjiikk meg a modell egyes fajtait,
melyeket az 1.1. tablazatban foglaltam Ossze.

’ egylitthatok kapcsolata | modell

nincs XYZ

Je = Jy XXZ
Jr=Jy =7, XXX
Jo=Jy, J.=0 XX

1.1. tablazat. A kolcsonhatéasi egyiitthatok kapcsolatai alapjan megkiilonboztetett modellek.

Az egyes modellek kiilonb6z6 modszerekkel, még az egyiitthatok tetszéleges értékei esetén
is egzaktul megoldhatok [2], azaz megadhatok a rendszer sajatallapotai és a hozzajuk tartozo
energiak. Jelen dolgozat szempontjabol kiilonosen fontos az XXX modell Bethe-ansatz [3] mod-
szerrel torténé megoldésa, a 2. fejezetben attekintett korabbi munkamban pedig az XX modell
fermionrendszerre valo transzformacioval [4] kapott megoldasa jatszik fontos szerepet.

1.2. Kvantum-integralhat6 rendszerek

A kvantummehcanikai rendszerek integralhatosagara nincs egyértelmien elfogadott defini-
ci6, az irodalomban tobb, nem teljesen ekvivalens megfogalmazéssal is taldlkozhatunk [5]. Itt a
leggyakrabban hasznélt, a klasszikus integralhatosaghoz legkozelebb 4ll6 definiciét mutatom be,
és a dolgozatom tovabbi részében is ez értendd alatta.

Kvantum-integralhatonak neveziink egy rendszert, amennyiben az rendelkezik a rendszer mé-
retével aranyos mennyiségi, egymassal és a Hamilton-operatorral is felcserélhetd, lokalis operato-
rok Osszegeként el6allo toltésoperatorokkal. Léteznek tehat olyan lokalis toltésoperatorok, melyek
teljes tartoméanyra vett integrélja (Osszegzése) idofliggetlen lesz, azaz kommutal a Hamilton-
operatorral. Ezen toltésekre kontinuitési egyenletek irhatok fel: taldlhato olyan lokalis &ramope-
rator, melynek egy adott tartomany két végpontjan vett kiilonbsége megegyezik a tartomanyra
integralt lokalis toltésoperatorok idébeli megvaltozéasaval:

z[/x deQ(@), 1| = J(ws) — J(21) (1.2)

1

ahol Q(x) a lokalis toltésoperator, J(z) a hozza tartozod aramoperator, H a Hamilton-operator,
1 és xo pedig a tartomény két hatarat jeloli. Itt és a tovabbiakban is h = 1 egységrendszerben
dolgozom.

Az integralhato kvantumrendszerek specialis viselkedést mutatnak bizonyos fizikai folyama-
tok soran.

Egyrészt nem termalizalédnak Gibbs-sokasaghoz, egyensulyi viselkedésiiket az altaldnositott
Gibbs-sokasag (GGE) irja le [6], melyben megjelennek a fent emlitett idéfiiggetlen toltésopera-
torok is. A termalizaci6 hidnya integralhato rendszerekben kisérletileg is kimutathato [7].

Masrészt az integralhaté rendszerek transzportfolyamatai is egyediilallok. Szemben az &l-
talanos rendszerekkel, ahol a nemegyensilyi transzportfolyamatok diffazivak, az integralhato



rendszerek megmaradé kvazirészecskéinek jelenléte ballisztikus transzporthoz vezetnek [8, 9].
Ballisztikus transzport megjelenhet més rendszerekben is, ha a szabad tithossz nagyobb, mint a
minta hossza, az integralhato rendszerek sajatossaga azonban, hogy nem 1ép fel disszipacio. A
kolesonhatés megvaltoztathatja a részecskék sebességét, de az egyes részecskék és gerjesztések
nem veszhetnek el. A jelenség egzakt leirasa az altalanositott hidrodinamika (GHD) targykorébe
tartozik, melynek fontos része az dramoperatorok vizsgalata. Az integralhaté rendszerek folya-
dékjellegti viselkedését vizsgald elmélet viszonylag tjnak mondhatd, de méar 1éteznek kisérleti
bizonyitékai [10].

Dolgozatom szempontjabol 1ényeges, hogy a Heisenberg-modellek, melyekkel munkdm soran
én is foglalkoztam, mind integralhat6 rendszerek.

1.3. Sejtés a megmaradé toltések és aramaik varhatd értékeire

Létezik egy altaldnos érvényt sejtés tetszdleges Bethe-ansatz modszerrel megoldhaté integ-
ralhat6 modell esetén, mely kapcsolatot teremt a rendszer megmaradoé toltéseinek és azok ara-
mainak varhato értékei kozott. A sejtésnek létezik egy valtozata végtelen rendszerméret esetén
[8], a véges eset pedig témavezetdm jelenlegi kutatasanak targyat képezi.

Legyen tehat a rendszer véges L meéretd! Ekkor L darab sajatallapotra tekinthetiink gy,
mint egyrészecskés allapotokra (3. fejezet), az ezekhez tartozo kvézirészecskék impulzusa legyen
pj (= 1,2... L)! Ezen impulzusok egy halmazaval igy egyértelmtien meghatarozhatunk egy adott,
N részecskés sajatéallapotot: |pr...pn). A Bethe-egyenletek ekkor a kovetkezs alakba irhatok:

N
Oj(pr...pr) = " T S(pj.pe) =1 j=1,2..N (1.3)
k=1
k#j
ahol S(pj, px) egy fazistolas. Valaszthato olyan p; = p;(\;) tgynevezett rapiditas-paraméterezés,

mellyel el6bbi csak az 1j paraméterek kiilonbségétsl fiigg: S(pj,pr) = S(Aj — Ag). A Bethe-
egyenletek igy:

L
Oj(Ar.Ap) = e IETT Sy = ) =1 j=1,2..N (1.4)

k=1
k#j

A sajatallapothoz tartozo energia E(\1...\1), mely el6all az egyes részecskékhez tarsithato
energidk Osszegeként:

N
E(ArAn) =Y e())) (1.5)
j=1

Legyen @@ a modell egy megmaradd toltése, J pedig a hozza tartozo, teljes tartoményra
integralt aramoperator! A sejtés a kiovetkez6t allitja a varhato értékekrdl:

N oor

AL AN AL AN = Wcﬂg Me|QAr) (1.6)
J

jk=1

ahol g_l az N X N-es Gaudin-matrix inverze, melyet a kovetkezs kifejezés definial:

S

nO.
o n0;

4



Az (1.4) egyenlet segitségével ezt kifejthetjiik:

N
.0 Y
ij = _187/\kln <€p( ) }:[15()\] —Al)) =
I#]

dp(}j)

4 0
ij =1L d/\j 5jk — ZZ ai)qcln (S()\] — /\l)> (17)

Itt ;% a Kronecker-szimbolum. A méatrixot Michel Gaudin vezette be, és a Bethe-sajatallapotok

norméjahoz kapcsolhato [11].
de(A;)

A sejtés (1.6) allitasa révidebb alakba frhato, ha bevezetjiik az e} := gTEj =" 6 g =
(A\j|Q|\;) Osszefiiggésekkel definialt N hosszt oszlopvektorokat:
A AN A AN) = TG g (1.8)

Dolgozatom 6 célja bemutatni azt, hogy a fenti sejtésnek létezik szemléletes értelmezése.
Klasszikusan megszokott dolog, hogy az aramstir{iség aranyos a sebesség és a széllitott toltés
szorzataval: j ~ qu. Az (1.8) egyenlet tehat akkor értelmezhetd fizikailag, ha a ¢/7 G~1 vektornak
sebességszerd jelentéstartalom tulajdonithatoé. N

Magénak a sejtésnek a bizonyitasa a kutatocsoportom egyik jelenlegi célja, és ehhez a
munkéhoz tesz hozza az, hogy szemléletes fizikai megfontolasok alapjan lehet érvelni annak
érvényessége mellett.

Dolgozatom 2. fejezetében ismertetem korabbi munkdm eredményét, az XX spinlanc vizsga-
latat. Ravilagitok arra, hogy ez lényegében a kolcsonhatasmentes kvazirészecskék esetének felel,
meg és megmutatom, hogy azok sebessége valéban megjelenik a varhatoé értékek kozti Ossze-
fiiggésben. A 3. fejezetben a Bethe-ansatz segitségével megoldhat6, kélesonhatéo XXX modell
sajatallapotait targyalom, majd a 4. fejezetben megmutatom, hogy az XX modell kapcsén le-
vezetett Osszefiiggés itt is érvényben marad, ha a sebességeket a kolcsonhatis miatt modosuld
atlagsebességekre cseréljiik.



2. fejezet

A kolcsonhatasmentes XX modell

A fejezetben korabbi munkam [12] eredményeit mutatom be réviden az XX spinlanc vizsgala-
tat illetGen. Az attekintés azért lényeges, mert jelen dolgozat egyfajta tovabblépésnek tekinthets
a kolcsonhatdsmentes rendszerekrdl a kélcsonhatokra.

2.1. A sajatérték-probléma megoldasa

Az XXZ modell Hamilton operatorabol indulunk ki, és megmutatjuk, melyik ponton kell
elhagyni a kolesonhatasért felelSs tagokat, hogy a probléma megoldhato legyen. Az (1.1) egyenlet
szerint, J,=Jy,=1 és J,=: A vélasztéssal a Hamilton-operétor:

L
H=> (SS7., +SUSY | +AS;S:,) (2.1)
j=1

A probléma megoldasdhoz fermionrendszerrré transzforméaljuk a spinmodellt, melynek egyik
lehetséges modja a Jordan-Wigner-reprezentéacié [13| (a nehézség abban rejlik, hogy a spinope-
ratorok kommutacios relacioit kell megvalositani a fermionok antikommutéloé operatoraival). A
spin két allapotanak ekkor a 0 vagy 1 betoltottségi allapotok feleltethet6k meg, a Hamilton-
operatorban pedig a 1! fermionkelts és 1) -eltiinteté operatorok jelennek meg. A Hamilton-
operator ezekkel kifejezve:

L

Z (1/’;‘1/’1'“ + w;’—i-le - 2A¢;¢j + 2A¢;‘+1¢j+1¢;¢j) + iAL (2.2)

=1

H =

N | =

Erdemes attérni a fermionoperatorok Fourier-transzformaléséval kapott operatorokra:

- 1 ZL iy
Qb;; - ﬁ j:l 1/};6 "’
(2.3)

_ 1 & -
—_ E .p W]

ahol p=1 - 2%, 2 - 2% L- 2% A tovabbiakban a g-ra és p-re torténd, a hatarokat nem jelols
szummak alatt ezen értékekre torténd Osszegzést értiink.
Belathat6, hogy ezen operatorok teljesitik a megfelel6 antikommutacios relacidkat, igy maguk



is fermionoperatorokként hatnak. Az altaluk keltett kvazirészecskékre a tovabbiakban spinhul-
lamokként tekintiink, a fermionoperatorok p indexére pedig a keltett részecske impulzusaként,
amely a megengedett kvantélt értékeket veheti fel.

A Hamilton-operatort ezen operatorokkal kifejezve a kovetkezst kapjuk:

H = Z@,zpp (cosp— A) + Z@ﬂ@ q¢p¢pcosq+ AL (2.4)

pp q

Jol lathato, hogy a masodik tag felelGs a részecskék kozti kolcsonhatasért, ez teremt kapcsolatot
a kiilonbo6z6 impulzusa allapotok kézott. Az ebben a fejezetben ismertetett modszerrel ezen tag
miatt az XXZ modell nem is oldhaté meg, a kolcsonhatéd rendszert a 3. fejezettdl targyaljuk. A
tovabbiakban tehat a A=0 esetben kapott XX modellt vizsgaljuk.

A modell Hamilton-operatora tehat a kovetkezd:

H = Z?]);@ZNJP cosp (2.5)
P

Innen ranézésbdl megallapithato, hogy a sajatallapotokhoz tgy jutunk el, ha az iires vikuum-
allapotba N < L darab kiilénb6z6 impulzusa részecskét keltiink a w;; operéatorokkal, hiszen egy
ilyen allapoton a w;:wq operator csupan cos ¢ szorzoként hat. Jeloljik |p;...pn)-nel azt a sajatal-
lapotot, amikor a vikuumba pi...px impulzusi részecskéket keltettiink. Ehhez az allapothoz a
kovetkezs energia tartozik:

N

(p1.-pN|H|p1.-pn) =D cosp; (2.6)
7=1

Az energia tehét elGall az egyes jelenlévs részecskék energiajarulékainak osszegeként.

2.2. Toltések és aramok varhato értékei

A Heisenberg-féle XX modell kvantum-integralhato, tehat tartalmaz az 1. fejezetben bemu-
tatott tulajdonsagokkal rendelkezd toltésoperatorokat. Beldthato, hogy a kdvetkezs operatorok
egymassal és a (2.5) Hamilton-operatorral is felcserélhetsk:

=30 = Zw*ww = Ze TP, p=12.L (2.7)

]:]_ =

valamint lathaté modon lokalis operatorok Osszegeként allnak el§. Ezek lesznek tehat az XX
modell megmaradoé toltései, melyekhez az (1.2) egyenletnek megfelels aramoperatorok tartoznak.
Levezethets, hogy a Q¥ toltéshez tartozo aramoperétor a kovetkezs alaki:

I =2 QMY — Q1Y) o=1,2.L (2.8)

A lokalis aramoperatort a teljes lancra Osszegezve a kovetkezst kapjuk:

L
JO =S = 2(QE) £ QD) po12.L (2.9)
k=1



Mind a (2.7) toltések, mind a (2.9) aramok esetében igaz, hogy a kapott operatorok nem
onadjungaltak, viszont adjungaltjaikra fennéll a kovetkez azonossag:

[@‘“T _ -9

(2.10)
[ J«a)r _ g9
A fizikai mennyiségeket reprezentéilni képes énadjungélt operatorok a kovetkezdk lesznek:
Q(s@) + Q(—w)
(2.11)
J@ 4 =9
A (2.11) toltesek és aramok varhato értékeire a kovetkezs egyenlGség vezethets le:
. d (px [ HIpk)
(pr-pn |9 + T prpn)y = o (prlQ¥ + Q9 |py,) (2.12)
k=1

Az egyenlet formailag hasonlit a (1.6) Osszefiiggésre. Valojaban azt is kaptuk meg, csak a Gaudin-
métrix ebben a modellben diagonalis, igy egyszertisodik a kifejezés. Magat a métrixot kiilon
nem allitottuk eld, mivel az XX lanc sajatérték-probléméjanak megoldésihoz nem sziikséges a
Bethe-ansatz modszert hasznélni. Mindenesetre ebben az esetben is szemléletes jelentéstartalmat
varunk az Osszefliggéstdl.

A (2.12) egyenlet alapjan az egyrészecskés sajatallapotok energidinak a részecske impulzusa
szerinti derivaltjat kellene sebességként értelmezniink. Az energia impulzus szerinti derivaltja
pedig valoban a sebességet adja: v = 0, E(p) (a hullamcsomag koncepcio6 segitségével torténd ér-
velés a 4. fejezetben talalhato). Tehat értelmezhets fizikailag a varhato értékek kozotti kapesolat,
ha ily médon tekintiink a sebességre.

Dolgozatom kovetkezs fejezetei azt targyaljak, milyen forméban érvényesiil az Gsszefliggés
kolcsonhaté modell esetén.



3. fejezet

A kolcsonhaté XXX modell
sajatallapotai

A (2.4) egyenlet kapcsan megmutattam azt, hogy a (2.1) XXZ Hamilton-operator A egytitt-
hat6ju tagja felels a modellben megjelend kolesonhatésért. A tovabbiakban a A = 1 egyszertisi-
téssel (izotropikus eset) a kolesonhatdo XXX modell sajatérték-probléméajat vizsgaljuk, méghozza
a Bethe-ansatz modszer segitségével [3]. A Hamilton-operator tehéat a kovetkezs:

H=

P%

(525%,, + SYSY,, + S25%,,) (3.1)

1

J

Definidlhatok a szokasos spinléptets operéatorok:

Sr =57 +5Y (3.2)

melyek segitségével atirhato a (3.1) Hamilton-operator:

L
H = Z( (S Sy + 57 SF1) + 8355, (3.3)

Jj=1

A kapott operatorrol megallapithato, hogy azt egy allapotra hattatva nem képes megvaltoz-
tatni a felfelé és lefelé mutatod spinek szamét, hiszen az els6 két tag lefordit egy spint és fel egy
mésikat, a harmadik tag pedig az identitassal aranyos. A sajatallapotokra nézve levonhatjuk te-
hét azt a kovetkeztetést, hogy elegendd azokat az adott szamu felfelé és lefelé mutatd spinekhez
tartozo6 altereken keresni, mivel azok invarians alterei az operatornak.

Kiindulunk az allapotbol, mikor minden spin felfelé mutat: [11 ... 1). Ez sajatallapota lesz a
rendszernek, hiszen:

L
HIt ) = Z( (SFS7,, +5755,) + 53 §+1) 4. 1) =

Jj=1

~

1
Z S35 Mt ) =Ly [tth)

Innen az energia is leolvashato:

Ey =

|



Ezen allapotbdl kiindulva a tovabbi invaridns alterekhez egy-egy spin leforditaséval jutunk.
Az egy lefelé mutato spind sajatallapotokra mint kvézirészecskékre tekintiink, a tobbi sajét-
allapotot pedig ugy interpretaljuk, hogy a lefelé nézd spinek szamanak megfelel6 mennyiségi
részecske van jelen egyszerre a rendszerben. Egy N részecskés invarians altér dimenzidja igy

(v)-
3.1. Egyrészecskés sajatallapotok

A legelsé altérhez egy spin leforditasaval jutunk:

Tl ¢> =S 1) = |n)
1 n L

Az altéren 16v§ tetszileges |¥) sajatallapot természetesen el6all ezek linearis kombinéciojaként:

L
|\P):Zanln> ap € C
n=1

A Bethe-ansatz a kovetkez6t allitja ezen egyiitthatokrol:

an—&e”’" 19:1-2%-...L-2f7T
Az ansatz szerint tehét sajatéallapotok egytitthatoi sikhullamszertek: a fazist a lefelé mutato
spin n koordindtajanak és a sajatallapotokat indexel§ p impulzusnak a szorzata hatarozza meg.
Utobbi a megengedett L darab diszkrét értéket veheti fel. A sajatallapotokra igy valoban gon-
dolhatunk kvantalt impulzust kvazirészecskékként.
Az ansatz szerint a (3.5) egyiitthatoknak a kovetkezs egyenletet kell kielégiteniiik:

(3.5)

2(F — Ep)an, = —2an + ap—1+ anyi1 ap = Qpag (3.6)

ahol Ey a kiindulési allapot (3.4) energiajat jeloli. Ez alapjan az adott sajatallapothoz tartozo
energia levezethetd. Behelyettesitve a (3.5) altal meghatéarozott egytitthatokat:

1 .
2——(E — Ep)e™ =
\/Z( 0)

Mindkét oldalt %e*im—nel SZOrozva:

(_2eipn _,'_eip(nfl) +eip(n+1))

5l -

20E —FEp) = —2+e P et

E=—-1+cosp+ Ly
Beirva Ey értékét (3.4) alapjan:

L
E:cosp—l—i—z (3.7)
Latjuk, hogy a (3.5) egyiitthatok valoban kielégitik a (3.6) egyenleteket (nem marad bent n
fiiggés), valamint az egyes impulzusokhoz tartozd energiakat is megkaptuk.
Ebben az egyszerii esetben az ansatz konnyen ellenérizhetd, ha az altala megadott p impul-
zusu sajatallapotra hattatjuk a (3.1) Hamilton-operatort:
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~
~

’H|\IJ):Z( (S 871+ 57 1)+ 57571) D IL i |y —
j=1 n=1

1 & L
:@Zlelp(zs j ln) + ZS +1’", Z 575541 ) >:

J_
6jnli+1) 8j+1,nl7) (1= 3%n=50j4+1.m)[n)

A Kronecker-szimboélumokkal kiejtve a j-re torténd osszegzést:

L
_\}Z;eipn(;|n+1>+;’n_1>+([,—2)i|n>—i\n>—i|n>):

Az 6sszegzbindex megfeleld eltolasaval elGéllitjuk a sajatallapotot:

1 & 1 & L-2 1
=) P+ +—=) P n—1)+ (7 — 7> P n
oz 2= o 2= y VI 2 Z )

e Yk ePnn) etip yor | enin)

:(%(eip+e_ip)+§—1) |U) = (cosp—1+ )|\IJ)

Az ansatz altal megadott allapot tehat valoban sajatéllapot Volt és az energiara is vissza-
kaptuk a (3.7) egyenletben szerepls értéket.

3.2. Kétrészecskés sajatallapotok

A kétrészecskés allapotokhoz a kiindulasi [171 ... 1) allapotbol két spin leforditasaval jutunk:

T~--¢---¢-~T> Sy Sy [T e 1) = Ina, mo)
1 ni L

n2

Az altér tetszéleges sajatallapota természetesen most is kifejthets ezek segitségével (tegytik fel,
hogy n1 < ng):

W= Y awmlmng)  Gu €C

1<ni1<neo<L

A Bethe-ansatz ezen egytitthatok értékeirél a kovetkezst allitja:

Unymy = ei(p1n1+P2n2) + S(pl,pg)ei(panerin) (3.8)

ahol S(p1,p2) = e0(P1:p2) gz (1.3) egyenletben szerepld fazistolas. A sajatallapotok norméléséval
itt nem foglalkozunk, de megjegyzendd, hogy az Gaudin-méatrix segitségével végezhets el.

Lathato, hogy az elsé taghban megjelenik a kitevében az impulzus-koordindta szorzat mindkét
részecskére, de ez még nem lenne elegendd a sajatallapothoz. Megjelenik egy masodik tag is,
ahol a két koordinatahoz felcserérélt impulzusok tartoznak, raadasul egy impulzusoktol fiiggs
fazistolas is szerepel. A sajatallapotokat itt is az impulzusok indexelik, de azok megadésa nem
olyan egyszert, mint az egyrészecskés esetben, vannak kozottitk komplex értékiek is [3]. Ezen
impulzusok megkeresése bonyolult feladat, amivel a tovabbiakban nem foglalkozunk.

Az egyiitthatoknak ebben az esetben is ki kell elégiteniiik a (3.6) osszefiiggéssel analog egyen-
leteket:
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2(E - Eo)anl,fm = _4an1,n2 + Anyi—1,n0 T Any41ms + Gngna—1 + Anynot1 (3'9)

Ezt a kikotést a (3.8) egyiitthatok tetszdleges p1, pa és 0 esetén teljesitik. Van azonban egy méasik
feltétel is, abban az esetben, ha ny = nj + 1 azaz a két lefelé mutato spin egymassal szomszédos:

2(E - Eo)am,nz = _2an1,n2 + ny—1,n T Anynot1 (3'10)

A (3.10) egyenletbdl kivonva a (3.9) egyenletet a kovetkezo feltételhez jutunk:

2an) ny+1 = Any g + Qng+1,00+1 (3.11)

Ezt kell tehat teljesiteniiik szomszédos lefelé mutato spinek esetén a (3.8) egytitthatoknak. Be-
lathato, hogy ez a kovetkezd feltételt adja az S(p1, pe) fazistolasra:

S(p1,p2) e10(p1,p2) elPrtPe) 41 — 2¢'h2
1,P2) = ’ = -

etP1+p2) 11 — 2¢im1 (3.12)

A szomszédos koordinaték esetén felléps viselkedést fizikailag tigy interpretalhatjuk, hogy a
részecskék kolesonhatasba lépnek, mikor kozel vannak egymashoz. A (3.8) kifejezés elsé tagja
egy p1 impulzust részecskét ir le az n; koordinatan és egy po impulzusiat a vele szomszédos
nsy koordinatan. A mésodik tagban a két részecske helyet cserél, és a kolcsonhatas miatt egy
fazistolas jelenik meg, melynek fizikai tartalmat a 4. fejezet targyalja

Az altaldnos N részecskés sajatallapotokhoz tartozo ansatz késébbi felirdsdhoz érdemes itt
bevezetni egy jelolést. Legyen d(p1, p2) =: d21 =: —d12! Ezek segitségével a fazistolas eloszthatod
a (3.8) egyiitthatokban szerepld két tag kozott:

Uy mg = ei(p1n1+p2n2+%512) + ei(p1n2+p2n1+%521) (3.13)

Az indexelés elsore logikatlannak ttinhet, de d(p1, p2)-vel a felcserélt részecskés tag-hoz tartozo
fazistolast jeloljik, amire viszont érdemesebb a felcserélt do1 bevezetése.

3.3. A rapiditas-paraméterezés

A bevezetésben emlitésre keriilt, hogy 1étezik az impulzusoknak olyan paraméterezése, mellyel
a (3.8) egyenletben szerepld fazistolas csak az 4j paraméterek kiilonbségétdl fiigg. Az alabbiakban
ezt vizsgaljuk.

Legyen a rapiditas-paraméter A € C, melynek az impulzussal valé kapcsolatat a kovetkezd
kifejezés definialja:

e'P

A&
= 2 (3.14)
At 5
Ko6nnyen belathato, hogy a rapiditas pontosan akkor lesz valds, ha az impulzus is az volt, hiszen
ekkor lesz a kifejezés mindkét oldala egységhosszi.

Ellendrizniink kell, hogy a fazistolas valéban csak a két rapiditas kiillonbségétdl fiigg-e. Vegyiik
a (3.12) egyenletet:

' i(p1tp2) 4 1 — 9eiP2
— i) — € ks =
S(p1,p2) =e cilpi+p2) 1 1 — ¢
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Mivel az impulzusok csak az exponencialisokban szerepelnek konnyen behelyettesithetjiik a
(3.14) kifejezést:

1 1 1
Moy 2Ty 4 gl

Aty Aoty ety
T T
At+s Aetg A+35

A szamlélot és nevezdt is (A1 + %) (A2 + 5)-vel szorozva:

— D+ M+ HN e+ -2
YAz = L)+ (M + (A2 +4) —2(A

0
|

ISIENINTEY

~—

—

>
flrt

+
|

H
|

Kifejtve a szorzatokat és az egyszertisitéseket elvégezve:

L M0 = 5] — g A s R) — g 2 —ide tidi — g
MXe — 5+ Rs) — § + 2% + 5Qa+70) — 1 — 2205 —id +ido — 5
I O R S T O ).
—1+i(A2 — A1) —1 —i(A1 — A2)
Eredményiink —i-vel vald szorzas és osztas utan:
i—i—()q —)\2)
S(A—XN)=——7—7F7""7"7""" 3.15

A fazistolas tehat ténylegesen csak az 1j paraméterek kiilonbségétdl fiigg, ahogyan az (1.4)
egyenlet megkoveteli.

Kiszamitjuk a rapiditdsok impulzus szerinti derivaltjat. Ehhez derivaljuk a (3.14) egyenlet
mindkét oldalat p szerint:

eip:/\_%. i
A+ dp
Asdp (A4 35)%dp
A—35  dA 1 A—3 1
ZA+§ dp()\—i-; (A+;)2) /( 2>
Z()\_i)_@ X+5-X+1
2 _dp )\+%
i d\ i
AT
l( 2) dp A+ 35
d\ 1 1
& YO\ — —
T=0450-3)

Az Osszegre és kiilonbségre vonatkozd nevezetes azonossig felhasznalasaval kapjuk végeredmé-
nylinket:

1
A N 3.16
dp + 4 ( )
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Sziikség lesz a késébbiekben a §(A1 —A2) = —iln S(A\ — \2) fazisszOg derivaltjaira is. ElsGként
nézziik a \; szerinti derivaltat:

0 .0
87)\16()\1 — )\2) = —Zai)\llnS()\l — AQ) =

(3.15)-bol behelyettesitjiik S(A; — A2)-t:

——iiln _M -
~ oM i—(A\i—N) )
_ im0 1 it =) ) L
i+ =)\ = (A=A [i— (M — X))

A== R) —i ) — i - (A7)
i+ (O — o) i — (A — M)}

=—i

Az egyszertsitések utan:

B -2 B -2
SO =) (A —A)] 1= (A — o)

A végeredménytink tehat:

0 2
— (M —N) = 3.17
oM\ ( ! 2) 1+ ()\1 — )\2)2 ( )
Amennyiben Ao szerint derivalunk, a derivalaskor kapott mindkét tag elGjelet valt, igy a vég-
eredmény is:

0 2

87/\25()\1 — o) = TTE g )

Tovabba az is igaz, hogy a kapott kifejezések szimmetrikusak a két indexre, igy azok felcserélé-
sével az eredmény nem valtozik.
Mindezt Gsszefoglalva:

) ) ) )
S = Ae) = 5000 = M) = — 500 = da) = — 55 — \) (3.18)

Természetesen, ha az impulzus szerinti derivaltakat nézziik, akkor megjelennek a rapiditasok
derivaltjai is:

o _io
op  dp O\
A (3.17) egyenlet esetében példaul a (3.16) Gsszefiiggést felhasznéalva a kovetkezd adodik:
20\ +
ig()\l — o) = (1—+‘l)2
op L+ (A1 —A2)

A (3.18)-hoz hasonl6 azonossagok tehat csak az ugyanazon impulzus szerinti derivaltakra érveé-
nyesek:

0 0
—0d(p1,p2) = —=—0(pa,
an (p1,p2) a (p2,p1)

(3.19)

0 0
—d(p1, = ——09(po,
s (p1,p2) s (p2,p1)
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3.4. N-részecskés sajatallapotok

Vegyiik az altalanos N darab lefelé mutaté spinnel rendelkezd allapotok alterét! A sajatél-
lapotok itt is elallithatok a megfelels linearis kombinacioval:

) = > Gy gy 171, M2 LN Ay gy € C (3.20)

1<ni<na2<...<nny<L

A Bethe-ansatz (3.13) altalanositasaként a kovetkezd Osszefliggést adja az egyiitthatokra:

N
Ony no.my = Zexp (Z Z (ppjnj + ;Ztspkfpj)) (3.21)
P

j=1 k<j

Itt az elsG Osszegzés az {1,2...N} indexek Gsszes permutéaciojan megy végig, P; pedig az aktualis
permutécié j-edik eleme.
N = 3 esetben még kiirjuk a Bethe-egyiitthatokat:

Uy gy = ei(klm+k2n2+k3n3+%512+%513+%523) + ei(lﬁm+k3n2+k2n3+%512+%513+%532)+

+€i(k2n1+k1n2+k3n3+%621+%613+%523) + ei(ksnl+k1n2+k2n3+%512+%631+%632)+ (3.22)

+€i(k2n1+k3n2+k1n3+%521+%531+%523) + ei(anl+k2n2+k1n3+%521+%531+%532)+

A fazistolasok itt kétfelé osztva szerepelnek. Minden tagot o5 (612+013+623) _ 5(621+631+632) v

szorozva kapjuk a (3.8)-nak megfelels alakot. Itt a kétrészecskés esethez hasonléan bevezetjiik a
fazistolasokat: d(pj, px) == 6k (j < k). Igy a kévetkezst kapjuk:

_ i(p1n1+p2nz2+psns i6(p2,p3 i(p1n1+pan2+psns
Uy gy =€ PIIHP2N2FPING) | oi0(p2,ps) | pi(Pini+panatpsns)

62'5(171,172) .e(p2n1+p1n2+p3n3) + ei[5(p1,p3)+5(1727p3)] ,ei(p3n1+p1n2+p2n3)_|_ (3'23)

e(0(p1,p2))+6(p1,p3)] | i(p2n1+pana+ping) + H0(p1,p2)+6(p1,p3)+0(p2,p3)] | pi(p1na+pana+ping)

Az els6 tag a harom részecskét jelképezi rendre névekvs koordindtikon. Barmelyik két
egymas utan kovetkezs részecske felcserélésekor egy mésik taghoz jutunk és megjelenik a nekik
megfelel§ fazistolas, majd tovabbi cserénél tovabbi fazistoldsok. Nem nehéz elképzelni, hogy N
részecskénél ugyanigy miikodne a dolog.

Tetsz6leges N részecskére (3.21) egyiitthatok altal kielégitendd egyenleteket itt nem adom
meg, de az azokbodl kdvetkezs Osszefliggés a fazisszogekre analog a kétrészecskés esettel:

e!Pitrr) L 1 — 9¢ipPk

6i5k]’ — 61’6(17]',1%) =: S(p]’pk) — (324)

 iPitpE) £ 1 — 26

A szamunkra lényeges kovetkezmény, hogy a kolcsonhatasok miatt itt is megjelennek fézis-
tolésok, és mivel ezek alakja egyezik a korabbival, a bevezetett rapiditas-paraméterezés rajuk is
ugyanigy hasznélhaté.
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4. fejezet

A kvazi-klasszikus kép felépitése

A 3. fejezetben lattuk, hogy Bethe-sajatallapotok értelmezheték, mint a rendszerbe kel-
tett részecskék, vagy hullamok, melyek egymaéssal vald kolcsonhatasa egy fazistolas forméjaban
nyilvanul meg. A kovetkez6kben bemutatom, milyen fizikai kép alapjan rendelhetiink ezen ré-
szecskékhez sebességeket és azok hogyan hozhatok Osszefliggésbe az (1.8) egyenlet altal leirt
sejtéssel.

4.1. Egyrészecskés eset

Az egyrészecskés sajatallapotok a (3.5) egytitthatokkal allithatok els, és az allapotok idéfiig-
gését is kiirva a kdvetkezd sikhullamokként értelmezheték:

ezpne—zE(p)t

Sikhullamok esetén a hulldimcsomag-koncepcid segitségével csoportsebességet értelmezhe-
tiink. Jelolje f(p) az egyes impulzusokhoz tartozo egytitthatok eloszlasat. Ekkor az egyes sikhul-
lamok szuperpozicidja a kovetkezé médon irhato:

[ dvsmremmeiEwn - (4.1

Amennyiben a hullamcsomag egy p° impulzus kis kornyezetén kiviili impulzusokhoz tartozo
komponenseket csak elhanyagolhaté mértékben tartalmaz, az energiakifejezés sorba fejthetd az
impulzus szerint elsé rendben.

_ /dpf(p)ez‘pne—i[E(po)Jrﬁf(p—po)t _

A Ccll—E derivalt természetesen a p° helyen értends, csak az egyszertiség kedvéért nem irjuk ki.
A p-t6l nem fiiggs tagok kiemelhetSk az integral elé:

_ BG4 O)t / dpf(p)ePre Pt —

_ BG4 / dpf(p)e PGt =

A kapott integral éppen az f(p) fuggvény Fourier-transzformaltja.

— ei[E(pO)—%po]tf( dE )

A kifejezésbdl leolvashato a csoportsebesség:
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v = & (4.2)
dp

ahogyan az az XX modellnél a (2.12) egyenlet kapcsan szerepelt. Az egyezés megfelel elképzelé-
seinknek, hiszen a rendszerben 1év6 egyetlen részecske esetén nem varunk kolcsonhatéast ebben
a modellben sem.

Megjegyzendd, hogy szigortian nézve, csak akkor beszélhetiink Fourier-transzformacioroél, ha
a lanc végtelen méretd, hiszen olyankor valik az impulzus folytonossé. Ebben az esetben viszont
alkalmas a szemléletes kép kialakitasara.

Tekintsiik most az (1.8) sejtést! Egy részecskére a (1.7) Gaudin-méatrix csupan egy skalér:

dp(\)

G=L——
dA

Az TG kifejezés pedig a kovetkezd alaki:

T _dE 1 _dE d\1 _ 1dE
EZ TG d\ dpL Ldp

A (4.2) csoportsebességet behelyettesitve kapjuk:

Tt = %u (4.3)

Egy részecske esetén tehat az Q/Tgil tényezd valdban aranyos a részecskéhez rendelhetd
sebességgel.
4.2. A kolcsonhatas értelmezése két részecskére

Két részecske esetén a (3.8) egytitthatokban mér megjelenik a kolesonhatés okozta fazistolas.
Alkalmazzuk itt is a hullamcsomag-koncepciot, egy f(p1,p2) egylitthatoeloszlas segitségével! A
felirand6 integral (4.1) mintajara:

//dp1dp2f(p1,p2) (ei(p1n1+p2n2) + €i5(p17pz)ei(p1n2+p2n1)) e~ HEMPLP)lt —

Ha f(p1,p2) most a (p{,pY) impulzus-kombinécié kis kérnyezetében nem elhanyagolhat6, akkor
az energia és a fazisszog sorba fejthetd e pont koril:

/ dp1dpa f (p1, p2)< imimtpana) o ORI+ (0 pl”@pz(prpg)]ei(mnﬁmnﬂ).

el P+ 5o (01 =)+ 5 (p2—p9)It _

A derivaltak itt is a (p1,p2) pontban értenddk.
A p1-t6] és po-t8l nem fliggd tagokat kiemelve és két tagra bontva a kifejezést:

_ e*i[E(pO pg) aplpl ap2p2] // dpldPQf(p17p2) ip1(n1 Wt)eW’Z(Tmfit)_*_

oOF
p1 ap2 O]t 1[5(p1:p2)

26
//dpldPQf P1,p2) Z191(712—Wt+6m)811?2( 1—%1&—%%2) _

fZ[E(pl DY)~ B P1— g2
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Végiil elvégezve a megjelen Fourier-transzforméaciokat:

_ e—i[E(p?7p8)—%p?—§72p3]tf<m _ 87E7n2 _ 87E)+
op1 Op2
(4.4)
+6_i[E(p(1))_gTElp(l]+E(pg)—g%p?]tei[é(p?,pg)—%pl_%ID]f(nz _ ait + ﬁ’ | — 87E ﬁ)
op1  O; Op2  Op2

A kifejezés méasodik tagjat vizsgalva lathatd, hogy a sebességek ebben az esetben is az ener-
gia derivaltjaként allnak eld, viszont a fazistolas kévetkezményeként megjelenik egy koordinéta
eltolas, ami a fazisszog impulzus szerinti derivéltjaival egyenls. Az egyrészecskés esetben az
volt fizikai elképzelésiink, hogy egy hullam terjed v sebességgel kérbe a periodikus hatarfeltétel-
lel 6nmagéaba zar6dd L hosszi lancon. Két részecskére kovetkezd modon fejleszthets tovabb a
kvazi-klasszikus kép:

Két, egy iranyba mozgd, hullamként terjedd részecskét képzeliink el a lancon, melyek sebes-
sége a kovetkezd:

_9E
v = (971)1
(4.5)
_9E
Vo = (97])2

A (3.8) egyenletben szerepld fazistolas szomszédos leforditott spinek esetén kap szerepet, amibgl
arra kovetkeztetiink, hogy a kolcsonhatas a részecskék kozelkeriilésekor érvényesiil, azaz, amikor
itkoznek. A (4.4) eredmény alapjan pedig a kolcsonhatés megnyilvanulasat ut-, vagy idSkésés-
ként fogjuk fel el. A részecskék megkiilonboztethetetlensége miatt az tlitkozést egyszertien ugy
képzeljiik el, mintha a gyorsabb részecske athaladna a lassabbon. A sajatéllapotok (3.8) és (3.23)
egylitthatoiban szerepls tagok igy az titkozés el6tti és utani helyzetet irjak le.

(4.4) szerint a talalkozaskor az elsg, illetve masodik részecske rendre a kovetkezs tavolsagok-
nak megfelel6 id&késést szenved:

06 (p1,
Aspy = (gl p2)
P1
(4.6)
04(p1,
Asy = (gl p2)
D2

Azaz ennyivel keriil hatrébb az {itk6zési poziciotol.

Fzen idskésések miatt a részecskékhez egy atlagos sebesség rendelhets, amely a kdlcsonhatés
jelenléte miatt nem egyezik a haladasi sebességiikkel. A kovetkezdkben ezen atlagos sebességeket
hatarozzuk meg.

Els6ként a két iitkozeés kozott eltelt idst fejezziik ki. A (3.8) Osszefiiggés azt indokolja, hogy
az els6 részecskét gondoljuk gyorsabbnak. Az egyilitthatoknal ugyanis az els§ tagot tekintjiik
az utkozés el6tti allapotot leirénak és abban a pin; szorzat szerepel. Mivel n; < ng, ezt gy
értelmezziik, hogy az els6 részecske helyezkedik el hatrébb. Ahhoz pedig, hogy a hataresetben
végtelen lancon is torténjen iitkozés, a hatso részecskének muszaj gyorsabbnak lennie.

A részecskéknek tehat vy — vg relativ sebességével kell befutni a lanc L hosszat, raadasként
a gyorsabb (els6) részecske Asya késését, nem kell viszont befutni a lassabb (méasodik) részecske
Asoy késését. Az eltelt id6 igy:

18



;= L+A812 — ASQl
- V1 — V2

(4.7)
Az els6 részecske két itkozés kozott v1t utat futna be, de ebbdl le kell vonnunk az idSkésésbdl
adodo Asys tavot, hiszen azt valojaban nem tette meg. A v; atlagsebesség tehéat:

Ult — A812

U1 =
t
Behelyettesitve a (4.7) id6t:

o L+A8127A821 o ASlQ

Ty — v1—v2
1= L+Asi12—Aso
V1 —v2

Atrendezve a kifejezést, és kihasznélva, hogy a méasodik részecskére teljesen analog egyenletek
érvényesek az alabbi atlagsebességeket kapjuk:

U1 — V2
L+ A812 - ASQl

U1 = v1 — Asqg

(4.8)
_ U1 — V2
=wvy— A
2 v2 521 L+ A812 — ASQl
A sebességek szerint csoportositva a tagokat:
- L — Asop Asyo
v =v v
! ! L+ Asig — Asgy 2 L+ Asig — Asop
(4.9)
_ Asoy L+ Asio
Vy = —

T Asig — Asgg * Ty Asia — Asgy

Megadtuk tehat atlagsebességeket a haladasi sebességek fiiggvényeként a klasszikus képben. A
tovabbiakban megmutatjuk, hogy az (1.8) sejtés a kolecsonhatés jelenlétében is értelmezhetd
fizikailag, azaz a Q’Tg_l tag most az atlagos sebességel lesz aranyos.

A (4.5) és (4.6) Osszefiiggések alapjan az energia és a fazisszog derivaltjaira tériink at.

Tovabba, mivel célunk az (1.8) egyenlet g/Tg_l tényezdjével vald Osszehasonlitas, rapiditas-
paraméterek szerinti derivalasra valtunk:

A5(A1—X2) dh1

A5(A1—X
po OB L-TGERER  opaa  UHTM
- 85(A1—A2) d\ A5(A1—X2) d\ 95(A1—X2) d\ 85(A1—A2) d\
OAvdpy [ 4 S - sl gl Ohadpy [ SGEml G SR g
(4.10)
9B d) A et A OE ds L+ 25 dh
TN Ao B8(A1—Xa) d\ B5(A1—X2) dA o doo B5(A1—Xa) d\ B8(A1—Xa) d\
Ohdpr L+ B - S gs Oedn L+ SereR g - ST

Vezessiik be az atlagsebességek ¥ oszlopvektorat, melyre (0); = 05, valamint hasznaljuk fel az
(1.8) egyenletben szerepls e’ vektort! Ezek segitségével (4.10) a kovetkezs alakba irhato:
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T __ T 1

v =¢e" - .
v =c D300 —Aa) dhy 93\ —Aa) A
L+ =05 dn — 0% dps
d\y (1, 95(A1=X2) dry _d\ 95(A1=X2) drg
dp1 Ol2  dp2 dp1  Oh2  dp2 (4.11)
dAy 95(A\1—A2) d\y g (4 99Aa—A2) dhy '
dp2 O\ dp dp2 0\ dp1
Vezessiik be a kévetkezd egyszertsits jelolést:
00(A1 — A2)
§ == 4.12
oo (4.12)

Kihasznalva a fazisszog derivaltjaira vonatkozo (3.18) Osszefiiggéseket (4.11) egyszertisodik:

Xy ( Y d>\2) Ay dg g1
LA 1 | @, dp2 dp1 dp> (4.13)
- = d\1 | d) dAy d)g 57 d\a rdAL :
L+ 6/(dpi + dp;) dpi dp§5 dpg (L +0 dpi)
-1
A matrixon beliil szorozzunk, azon kiviil osszunk 37;1 g’;i = (% %) -vel:
1 dpz + 5/ 5/
ol =¢T | 4.14
v =e Ldpl dp2 5 dp1 dp2 & dp1 + 4 ( ' )
axax, O\ ax T ax,
Vizsgaljuk most az erre az esetre 2 X 2-es Gaudin-métrixot! A definici6 (1.7) alapjan:
dp()\,)) 2.9
Gy = L2205 — i3 = (S0 = A)) 415
Jk d>\j Jk Z; a)\k n ( J l) ( )
1]
Felhasznélva, hogy S(\; — ;) = (=M
2
dp(\;) A0(N; — Ap)
Gji = L—-226; — 4.16
Jk d)\] jk + IZ; a)\k ( )
I£]
Ez alapjan felirhatjuk a Gaudin-matrixot két részecskére:
dpr | 95(A1—X2) 86(>\1 AQ)
G = Ld)q + A1 (4.17)
N drs e
Eljiink a (4.12) egyszertisitéssel ebben az esetben is:
dpl / /
+0 =
G= Ldp (4.18)
=1 s

A matrix determinansa:
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det G = (L?{ii-&&’) (LZ};\z_’_él) _ 52 =

dp1 dpo dpr  dpo

T A )

Ennek tudatdaban a 2X2-es matrix mér egyszertien invertalhato:

1 1

:Z dp1 dp2 7 ( dp1 dp2 .
Lasraxs T\ ax + an

L +s

G—l
= & LR+

(4.19)

Amennyiben a kapott eredményt osszevetjitk a (4.14) egyenlettel, a kovetkezs megéllapitas te-
heté:

1
= L
A kifejezés teljesen analog az egyrészecskés (4.3) eredménnyel.
Megmutattuk tehat, hogy a sejtés a kolcsonhatd kétrészecskés esetben is szemléletes jelen-
téstartalommal bir, ha a kdélcsénhatésok miatt megvéltozé atlagsebességeket tekintjik.

4.3. Az altalanos eset igazolasa

A tetszlleges szamu részecskét tartalmazod rendszer vizsgéalatédnal a kétrészecskés esetben
kapott kvazi-klasszikus képet vissziik tovabb, mivel (3.21) és (3.24) egyenletek szerint ezen sa-
jatallapotokban is ugyanolyan fazisszog értékek jelennek meg.

Elképzeliink tehat az L hosszi lancon N darab megegyezd iranyba halado részecskét. A
gyorsabbak folyamatosan elézik a lassabbakat, és minden esetben idékésés torténik, melynek
megfelels utkésések a j-edik és k adik (j < k) részecske iitkozésekor:

66 '7
A 55k (p]jpk)
(4.21)
86 A’
A Skj (p] kpk)

A fazistolasok tekintetében ezt szépen szemléltetik a harom részecskés esetben megadott (3.23)
egylitthatok.

A két részecskés esettel ellentétben, itt nem tudjuk az atlagsebességeket a mozgas egy rovid
idGtartaméat vizsgalva egyszertien kifejezni, hiszen a lezajlo litkdzések nagyban fiiggnek példaul
a kezdeti pozicioktol. Helyette a hossza id6re vett atlagos viselkedést tanulméanyozhatjuk.

Vizsgaljuk meg adott ¢ id6 alatt atlagosan hanyszor {itkozik a j-edik és k-adik részecske!
Ha az iitkdzésre T, idénként keriil sor, akkor az iitkozések szama: t/Tj,. Két iitkozés kozott
annyi id§ telik el, amig a relativ sebességiikkel befutjak az L hossznak az utkésésekkel korrigalt
valtozatat. Nem tudhatjuk azonban, ez alatt melyik részecske hanyszor és mivel iitk6zott, és ezen
litkdzések milyen tovabbi korrekcidkat jelentenek a befutandé utra nézve. Ha feltessziik viszont,
hogy létezik minden részecskéhez egy atlagos v sebesség, ami ezen korrekciokat mar tartalmazza,
akkor ezeket nem kell kiilon figyelembe venniink és az {itkézések kozti id6 a kdvetkezd:

L

Tip = ——
5 o5 — ol

(4.22)
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Ennek segitségével megadhatjuk, hogy a t id§ alatt a j-edik részecske Osszesen mennyi ttkését
szenvedett a k-adik részecskével vald litkozések miatt:

t
5% = Asjp, - —1— (4.23)

|UJ_Uk|

Ezeket k-ra 6sszegezve kapjuk a t id& alatt tetszéleges részecske miatt elszenvedett ttkéséseket:

$37 Z Asjp - —F— (4.24)

‘Ujka‘
k#]

Ezen 6sszes késés éppen azt adja meg, mennyivel kevesebb utat tett meg a részecske azért, mert
a kolcsonhatasok miatt a tényleges helyett az atlagos sebességével haladt:

N
t
(o —DR)t = Asjp—p— (4.25)
k=1 [0 — |
k#j
Innen kifejezhetjiik a haladasi sebességet:
| N
Ve =Tkt ; Asji|vj — gl (4.26)
k#j

A kétrészecskés esettel ellentétben, itt tehat a haladési sebességek fejezhetSk ki konnyebben az
atlagosakkal.

A kovetkezSkben bemutatom, hogy az atlagos sebességekkel a sejtés ebben az esetben is
fizikai értelmezést nyer.

Az (1.7) egyenlet szerint a Gaudin-matrix:

Attérve a 6(\; — \) fazisszogekre:

_ dp; 95N — M) _
= LJ; * Dy lz; Ty (4.27)
I£]

Kiilonvalasztva a matrix diagonalis és off-diagonélis elemeit, és kihasznalva, hogy utébbi esetben
mindenképp | = k, mert a derivalas a tobbi tagot kiejti:

N

dp] 8(5(/\] - )\l) ‘ 85()\] - )\k) o
s (Ld)\ + >, ) (1= ) g = (4.28)
I#j O\ —A;)
Y
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Az off-diagonalis elem (3.18) alapjan atirhato a kisebbitendd rapiditas szerinti derivaltra.

N
dp 65()\ —)\l) 8(5()\k—/\)
= 0| L= J ) (1= b)) — 4.29
#( a0 ) - (=) By (4.29)
i
A (4.3) és (4.20) eredmények alapjan a kovetkezst szeretnénk belatni:
v=1Le -G (4.30)

Vilagos, hogy nem kovethetjiik a két részecskénél végigjart utat, mert az altalanos N X N-es
Gaudin-matrixot nem tudjuk invertalni. Rendezziik hat at az egyenletet:

1
e = Zg-g (4.31)
Ugyanezt indexekkel kifrva:
N
=7 Z (4.32)
A Gaudin matrix elemeit beirva, és kihasznalva, hogy e = g—ﬁ:
OF al dp; <= O5(N; — ) (N — \))
= -2 TN T AN 51 — 5k — A5 4.33
o L Z:: [”J J’“( PVl ; N ) o1 = 03e) =55 (4.33)
I#j
A Kronecker-deltak hatasat felhasznalva:
OE 1 dp Y05k —N) e 05(A — )
—— — — (L= + ’“ — M) — 4.34
Ok L( k dXg Uk ; Ok > ( )
l?éﬂ J#]

Attérve impulzus szerinti derivaltakra:

Edp — _ dpg 96 (pk,p1) dpi 96(pr, p;j) dpk
=7 +7v _— 4.35
apk Ak "Dw L #Zk Opy; Ak ; T opk Ak (4:35)

A szummékat Osszevonva, és kihasznalva, hogy % = vp:
1 d(pk,pj) .

7k
Szeretnénk a fazisszogek derivaltjait a kvazi-klasszikus kép utkéséseire atirni. Figyelniink kell
azonban arra, hogy az S(pj,py) fazistolasok j < k-ra lettek definialva és (3.19) alapjan az

argumentumok cseréje egy elGjelcserével ekvivalens. Masrészt, mivel most is a kisebb indexd
sebességekre gondolunk nagyobb értékdekként, a (4.36) kifejezésben (0 — v;) épp akkor valt
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negativra, amikor a fazisszog elsé argumentuma lesz a nagyobb, tehat az elGjelet valt.
Mindezek miatt beirhatjuk az titkésést, ha a sebességkiilonbség abszolut értékét vessziik:

~ Asgj
v = ) + Z 7 Loy, — 4] (4.37)
ik

A kifejezés egy j <> k indexcserétdl eltekintve egyezik az atlagsebességre a kvazi-klasszikus kép
segitségével kapott (4.26) eredménnyel. Az ekvivalens atalakitasok végrehajtasa miatt ez azt
jelenti, hogy belatni kivant (4.30) Osszefiiggés tetszoleges N részecske esetén is fennall.

Sikeriilt tehat megmutatni, hogy kolcsonhaté XXX modell tetszsleges sajatallapotaban az
(1.8) sejtésnek szemléletes jelentéstartalma van: azt allitja, hogy a megmarado toltések araméanak
varhato értéke ardnyos a toltések varhato értékének és a kolcsonhatasnak megfelel6en modositott
atlagsebességeknek a szorzataval.
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5. fejezet

Osszefoglalas

Munkam soran egy Bethe-ansatz modszerrel megoldhaté, kvantumintegralhaté rendszerekre
vonatkozo sejtéshez sikeriilt fizikai jelentéstartalmat talalnom.

A bevezet6ben bemutattam az integralhato rendszerek sajatossagait: a rendszermérettel ara-
nyos megmarado toltéseket és a rajuk felirhato kontinuitasi egyenleteket. Ismertettem a Bethe-
ansatz f6 Osszefliggéseit és az idetartozo sejtést, melynek bizonyitasa kutatécsoportom egyik
jelenlegi célja, valamint annak egy szemléletes jelentését, melynek belatasa dolgozatom f6 téméa-
ja.

A 2. fejezet az XX spinlancon végzett kordabbi vizsgilataimat targyalja. Megadtam a modell
sajatérték-problémajanak Jordan-Wigner-transzformacioval kaphaté megoldasat, annak megma-
rado toltéseit és a hozzajuk tartozé aramokat. Megmutattam, hogy a modellt miért tekinthetjiik
kolesonhatasmentesnek, és hogy ebben az esetben a sejtéshez tarsithatd szemléletes kép valoban
miikodik.

A 3. fejezetben a kolcsonhaté XXX modell sajatallapotait vizsgaltam a Bethe-ansatz segit-
ségével. Bemutattam, hogy az egyes sajatallapotok a rendszerben 1év6 bizonyos kvazi-részecskék
jelenlétének feleltetheték meg, valamint hogy a koélcsonhatasuk egy fazistolast eredményez, ami-
kor kozel keriilnek egyméshoz. Elemeztem a részecskék impulzusinak a rapiditas-valtozokkal
torténd paraméterezését, és levezettem néhany ide tartozd Osszefiiggést.

Végiil a 4. fejezetben megmutattam, hogy a hullimcsomag-koncepcié segitségével miként
tarsithato a részecskékhez sebesség, valamint a fazistoldsokhoz ttkésés. Kidolgoztam egy kvézi-
klasszikus képet, melyben a részecskék a lancon haladnak korbe, és egyméson valé athaladés-
iikkor tutkésést szenvednek. Vizsgaltam a részecskék kolcsonhatés miatt megvaltozo atlagos se-
bességét, és belattam, hogy tetszéleges szami részecske esetén ezen sebességek jelennek meg a
sejtésben.

Bar feladatomat az XXX spinlanc modelljébdl kiindulva végeztem el, a megoldas soran hasz-
nalt Bethe-egyenletek tetsz6leges mésik, ily médon megoldhaté modellre is érvényesek, igy ered-
ményeim is azok.

Munkam kovetkezményeként a sejtés igazolasaval az is vilagossé valik majd, hogy a Bethe-
ansatz segitségével megoldhatd, integralhaté modellek a klasszikussal analég aramlasi folya-
matokkal birnak. A megmaradé toltéseknek és azok aramainak varhatod értékeit a modellben
értelmezhets részecskék atlagos sebessége koti Ossze.
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