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1. fejezet

Bevezetés

A véletlen bolyongasok szamtalan teriileten alkalmazhatok kiilonféle fo-
lyamatok modellezésére, mint példaul a természettudomanyok vagy a pénz-
tigyek. Az utébbi években egyre tobb kutatas foglalkozott a rekordok vizs-
galataval, statisztikai jellemzésével, melyeknek kiilondsen nagy jelentGsége
van a statisztikus fizika teriiletén. (Egy véletlen bolyongas soran a k-adik
lépésben rekord esemény torténik, ha a bolyongas értéke k-ban meghaladja
a bolyongas altal dsszes el6zéleg felvett értéket.)

A fent emlitett kutatdsok szimmetrikus és aszimmetrikus bolyongasok
esetén keresik a valaszt a kovetkezs kérdésekre: Hany rekord esemény torténik
n lépés alatt? Mennyi ideig all fenn egy rekord? Mekkora a leghosszabb
rekord élettartama?

A dolgozatomban véletlen bolyongasok rekord statisztikait vizsgalom tet-
sz6leges szimmetrikus és folytonos lépéseloszlas esetén. A rekordok élettar-
tamat tekintem; azt az id6t, ameddig egy rekord fennéll. Fz egy fiiggetlen
azonos eloszlasu valoszintiségi valtozo sorozatot hataroz meg: 71,79, 73,. ...
Az utolsd rekord élettartama az n-edik lépéskor még ismeretlen, tébbféle-
képpen lehet definidlni, és minden eset mas-mas eredményhez vezet. A, -nel
jelolom az utols6 rekord éppen aktualis élettartamat, 7,,-mel pedig az utolso6
rekord n-ben még ismeretlen teljes élettartamat. A szamitasok soran ezt a

két esetet fogom vizsgalni.



Szimmetrikus véletlen bolyongas esetén a leghosszabb ideig fenndllo re-
kord statisztikait vizsgaltak [4]-ben: mekkora valoszintiséggel d6l meg a re-
kord az n-edik lépésben, illetve mennyi ideig all fenn ez a rekord. En ezeket
az eredményeket terjesztem ki a k-adik leghosszabb élettartamu rekordra, az-
az a k-adik leghosszabb elemre a 71, 75, 73, ... valoszintiségi valtozok koziil. A
munkam soran a cikk jel6léseit hasznalom, illetve az ott leirt gondolatmenetet
kovetem.

A k-adik leghosszabb rekord statisztikat (K = 2,3,...) két mennyiség-
gel jellemzem: meghatarozom a k-adik leghosszabb rekord varhato értékét
(E(lx(n))), illetve annak a valoszintiségét, hogy a k-adik leghosszabb rekord
éppen n lépés utan dol meg (Qr(n)). A generatorfiiggvényeik segitseégével
megvizsgalom a két mennyiség aszimptotikus viselkedését, tovabba az els6
esetben megmutatom, hogy a £ = 1-nél megéllapitott Osszefiiggés fennall
atalanos esetben is E(l;(n)) és Qr(n) kozott.

Szamitasaim soran azt az eredményt kapom, hogy Qr(n) értéke fiiggetlen

a bolyongés lépéseloszlasatol, minden k-ra egy univerzilis konstans segitsé-

gével jellemezhetem. Ezzel a konstanssal az els§ esetben M novekedési
iitemét is jellemezhetem, mig a masodik esetben Blet) ygvekedési iiteme

n

egy 1j, az irodalomban eddig még nem latott sorozatot definial. Beldtom to-
vabbé, hogy Q(n) mindkét esetben egy valoszintiségi eloszlashoz tart, ahogy

n — 0.



2. fejezet

Korabbi eredmények

Az utobbi idében egyre nagyobb népszertiségnek érvend a rekordok sta-
tisztikdinak vizsgalata véletlen bolyongasok esetén. A dologzatomban szim-
metrikus bolyongasokkal foglalkozom, az ezen a téren elért legfontosabb ko-
rabbi eredmények a kévetkezsk:

|6]-ban megmutattak, hogy egy véletlen bolyongas soran a rekordok soro-
zatanak statisztikéi fiiggetlenek a lépéseloszlastol feltéve, hogy a lépéseloszlas
folytonos és szimmetrikus. Ezzel a megfigyeléssel mar [1]-ben is talalkozhat-
tunk, ahol azt bizonyitottak be, hogy a rekordidék eloszlasat a P(z, > 0)
valoszintiségek meghatarozzak.

[5]-ben jelent meg eldszor a QQ(oo) konstans, mint a leghosszabb élettar-
tami rekord (l,,4.(t)) varhato érétkének novekedési iiteme. Ez a konstans
késébb tobb mas cikkben is el6fordult, mint példaul [3]-ban, ahol frakcioné-
lis Brown mozgas esetén vizsgaltak l,q.(t)-t. [5]-ben tovabba egy egyszerd
Osszefiiggést is megallapitottak l,,.(t) és Q(t) kozott, ahol Q(t) annak a
valoszintisége, hogy a leghosszabb rekord élettartama ¢-ben dél meg.

|4]-ben véletlen bolyongasokban vizgsaltak a rekordok élettartamat n 1é-
pés alatt tetszGleges szimmetrikus 1épéseloszlés esetén. Haromféleképpen de-
finialtak az utolso rekord élettartamat (az utolsé rekord aktualis hossza; az
utolsé rekord n-ben még ismeretlen teljes hossza; illetve az utolsé ismert

rekord hossza n-ig). Megmutattak, hogy az élettartamok sorozatanak sta-



tisztikai viselkedése eltér a fiiggetlen azonos eloszlast valoszintiségi valtozok
sorozataétol; az élettartamok nem tekinthetGek teljesen fiiggetlennek, hiszen
mindharom esetben egy bizonyos korlat irhato el6 az Osszegiikre (n lépés
miatt). Megfigyelték tovabba, hogy az utolsod rekord megvalasztasa nagy
mértékben befolyasolja a sorozat viselkedését: a leghosszabb rekord varha-
t6 értéke (E(lnq:(n))), illetve annak a valosziniisége, hogy az utolsé rekord
a leghosszabb n-ig (Q(n)) mindharom esetben méas-mas eredményre veze-
tett. Az elsg esetben Q!(n) — Qf(00) egy (mér korabban |5]-ben megjelent)
konstanshoz tart, E(IZ (n)) pedig a 1épésszammal ardnyosan nd, a noveke-
dés iitemét Q7 (oco) hatérozza meg. Ebben az esetben az [5]-ben bemutatott
egyszerii Osszefiiggés is fennéll a két mennyiség kozott. A masodik eset-
ben Q'!(n) szintén konvergél, azonban egy mésik konstanshoz. A harmadik
esetben Q7 (n) 0-hoz, w pedig egy konstanshoz tart. Megmutattak
tovabba, hogy a kapott konstansok univerzalisak, azaz fliggetlenek a lépésel-
oszlastol, tetszéleges szimmetrikus véletlen bolyongas esetén fennallnak.

A dolgozatban ennek a cikknek az eredményeit terjesztem ki az elsd két
vizsgalt esetben a k-adik leghosszabb intervallum statisztikaira.

|2]-ben azt vizsgaltak, hogy egy standard Brown-mozgas soran mekko-
ra a valosziniisége, hogy az utolsé kirdndulds hossza a k-adik leghosszabb.
Az utols6 kirandulést kétféleképpen definidltak: az utolsd kirdndulas aktu-
alis hossza t-ben, illetve az utols6 kirandulés teljes (t-ben még ismeretlen)
hossza. Megmutattak, hogy ezek a valoszintiségek minden k-ra egy konstans-
sal jellemezhetSk. A dolgozat soran ugyanezeket a konstansokat kapom meg
QL(00) és QH(00) értékeire.

A masodik esetben kapott konstansok azonban sokkal elébb, [7]-ben je-
lentek meg elGszor. [tt azt vizsgaltak, hogy egy felijitasi folyamat soran mek-
kora annak a valosziniisége, hogy az utolsé kirdndulés a k-adik leghosszabb.
A dolgozatomban azonban egy sokkal egyszertibb modszert mutatok be az

eredmények kiszamitasara.



3. fejezet
Sajat eredmények

A munkam soran véletlen bolyongasok rekord statisztikait jellemzem tet-
sz6leges szimmetrikus és folytonos 1épéseloszlas esetén. A rekordok élettar-
tamat vizsgalom n lépés utan. Az utolsé rekord élettartaméat tobbféleképpen
lehet definialni, és minden eset mas-méas eredményhez vezet. A dolgozatban
az utolsé rekordot kétféleképpen definidlom (o = I, 11 eset): az utolsod re-
kord élettartaméanak aktuéalis hossza (A,,), illetve az utolso rekord n-ben még
ismeretlen, valos hossza (7,,).

A k-adik (k > 1) leghosszabb rekord statisztikait jellemzem két mennyi-
ség segitségével: n lépés utan a k-adik leghosszabb rekord varhato értéke
(E*(lx(n))), illetve annak a valosziniisége, hogy n 1épés utan az utolsd re-
kord a k-adik leghosszabb (Q¢(n)). Az utoébbi mennyiség megegyezik annak
a valoszintiségével, hogy a k-adik leghosszabb rekord az n-edik lépésben dél
meg.

Q% (n) aszimptotikus vizsgalata soran mindkét esetben azt az eredményt
kapom, hogy e mennyiség értéke fiiggetlen a bolyongas 1épéseloszlasatol, min-

den k-ra egy univerzalis konstans segitségével jellemezhetd.

Q5 (n) = Q5 (o0) (3.1)

Q% (c0) univerzalis konstans mindkét esetben tetszéleges k-ra kifejezhetd,

a kovetkez6 tételeket mondom ki réluk:



1. Tétel. Tetszdleges k > 1 egész szim esetén Q1 (n) generdtorfigguényére

fenmdll 3, - Qf(n)e™" ~ Q[ (o), amint s — 0, ahol
W

Kovetkezésképpen

T

Qi(n) = Qx(o0)

2. Tétel. Tetszdleges k > 1 egész szam esetén Qi (n) generdtorfiiggvényére

fenmdll 3, -, Qif (n)e™" = 1Q}f (c0), amint s — 0, ahol

dx

k—1
oo —3/2 1— 793) f ﬂd
1/ xr ( e (m 72 y)
11 1
(0. @)
k( ) 0

Pl (v VRervm)
Kowvetkezésképpen
i (n) = Q1 (c0)

erf(x) = % IN e " dt a Gauss-féle hibafiiggveény:

Q% (00) értékeit mindkét esetben 2 < k < 6-ra a 3.1 tablazat tartalmazza.
Ezek a konstansok kordbban mar megjelentek [2]-ben, ahol egy specialis eset-
ben, a standard Brown-mozgas sordn vizsgaltdk annak a valdszintiségét, hogy
az utolso kirdndulés hossza a k-adik leghosszabb. Ez az eredmény 6sszhang-
ban all az itt bemutatott eredményekkel, mivel egy véletlen bolyongasban
kolecsonosen egyértelmd megfeleltetés van a kirdndulésok hossza és a rekor-
dok élettartama kozott. A dolgozatomban azonban mas esetre, tetszéleges
folytonos és szimmetrikus lépéseloszlasi véletlen bolyongéasra igazolom ezt
az Osszefiiggést. A masodik estben kapott konstansok egy korabbi cikkben
|7] is megjelentek méar, ahol egy feltjitasi folyamat soran vizsgaltdk annak a
valoszintiségét, hogy az utolsod kirandulas a k-adik leghosszabb. A dolgoza-
tomban azonban egy sokkal egyszertibb modszert mutatok be az eredmények
kiszamitasara, generatorfiiggvények segitségével.

Belatom tovabba Q% (oc0)-r6l, hogy mindkét esetben egy valoszintiségi el-

oszlast definidl, azaz ), _, Q7 (o0) = 1.
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0,0230037... | 0,0117759...
0,0161046... | 0,00819089...

kK| Qi) Ql (<)

2| 0,143009... 0,0812482. ..
31 0,0630157... | 0,0334197...
410,0356484 ... | 0,0184591...
5

6

3.1. tablazat. Q¢(o0) értékei kiilonbozs k-kra

Az els6 esetben E’(I;,(n)) aszimptotikus vizsgalata soran azt az eredményt
kapom, hogy értéke linearisan né a lépésszammal, a novekedés iitemét pedig

a QL (n)-nél kapott konstanssal jellemezhetem.

3. Tétel. Tetszdleges k > 1 egész szamra E(IL(n)) generdtorfiigguényére
fenndll 3, - E(li(n))e*" ~ 5C{ amint s — 0, ahol

C,ﬁ = Olg—l -

= <y vdy) T Ty e vy
22 Jo (V2 4 rer f(ya)

1 / ([ y 3 evdy)" rerf(VT) "
2o (@ et 4 rerf(Va)!

és Cl = Q¥ (o). Kovetkezésképpen

Ezenkiviil ebben az esetben csakugy, mint k& = 1 esetén [4] a kovetkezd

osszefiigges all fenn B! (Iy(n)) és QL(n) kozott:
E'(I(n +1)) = B (lk(n)) + Qx(n) (3:2)

A masodik esetben E'/(I;(n)) aszimptotikus vizsgalata sorar szintén azt
az eredményt kapom, hogy értéke linearisan né a lépésszammal, azonban a
novekedés iitemét egy 1j, eddig nem latott konstansok sorozataval jellemez-

hetem:



k| cn

2 | 0,29664. ..
31 0,180855. ..
4] 0,14805. ..
510,133905. ..
6| 0,12645 . ..

3.2. tablazat. C}1 értékei kiilonbozs k-kra

4. Tétel. Tetszdleges k > 1 egész szamra E(IX(n)) generdtorfigguényére

fenndll 37, - E(I{' (n))e* ~ +C amint s — 0, ahol

ou‘/oo< L Jo P —e)dy
I
0

T2t Jrerf(Va)

LTy Pervdy [y (1 — e )dy
1 (@ e 4 Jrerf(VD)

o0 1 Ioo y—3/2(1 _ e_y)dy zoo y_3/2€_ydy k—2

2k=1 r=12e=* + \/mer f(\/x)

_ lfooo y—3/2<1 — e_y)dy (fxoo y_3/2€_ydy)k71 .
P @ e g e (VD)

Kovetkezésképpen

E(l'(n))

CIT ertékeit 2 < k < 6 esetben a 3.2 tablazat tartalmazza.

I
~ C,

3.1. A modell

A dolgozat soran [4] jeloléseit hasznalom.

Tekintsiink egy véletlen bolyongast tetszéleges szimmetrikus és folytonos
lépéseloszlassal: xy = 0, és minden ¢ > 0 id6pillanatban z; = x;_1 + 7,
ahol -k fiiggetlen azonos eloszlastu valdszintiségi valtozok, p(n) folytonos és

szimmetrikus stiriségfiiggvénnyel.



1. Definici6 (Rekord). A k-adik lépésben rekord esemény tirténik, ha a
bolyongds értéke k-ban meghaladja a bolyongds dltal Osszes eldzdleg felvett

értéket, azaz r), = max(xg,...,Ty).

A legels6 rekordot xp-nak tekintem. Egy rekord élettartama az az idd,

ameddig az adott rekord fennall.

2. Definici6 (Rekord élettartama). Legyen xp rekord esemény, ekkor xy

élettartama 7, ha xp > x; minden k < i < k + 7-ra, de Ty, > xk.

A rekordok élettartamai egy fiiggetlen azonos eloszlasiu valoszintiségi val-
tozo sorozatot hataroznak meg:7y, 79, 73, . . ., ahol 74 jeloli a k-adik és (k+1)-
edik rekord kozotti lépések szamat. Jelolje R, a rekord események szamat
n lépés alatt. Az n-edik lépésben az utolsd rekord élettartama még isme-
retlen, jeloljiik az éppen aktuélis hosszat A,-nel. Feltéve, hogy R, = m, a
szamitasaink soran tekintheté az utols6 intervallum a még ismeretlen nagy-
sagi T,,-nek, az utolso ismert élettartamnak, azaz 7,,_1-nek, illetve A,-nek
is (3.1 abra). Ezek az esetek mind kiilénb6z6 eredményekre vezetnek. Ebben
a dolgozatban az utolsé intervallum relevans hosszat o = I esetben A,-nek,
a = II esetben 7,,-nek tekintem. Legyen Aim = {1, 72y Tm-1, An} és

Affm ={7m, 72, .., Tm}

1

3.1. abra. A véletlen bolyongas soran R,, = 5 esetén az utolsé rekord élettar-

tama n-ben A,,, 74 vagy 75

Ahhoz, hogy a k-adik leghosszabb ideig fennallo rekord statisztikait vizs-
galjam, a = T esetén 7; (0 < i < R,), Apés Ry; o= Ilesetén; (0 <i < R,)

9



és R, egylittes eloszlasanak ismeretére van sziikségem.
Legyenek I7 = (Iy,la, ... lym_1,a) és I'T = (I3, 1y, ..., 1) az élettartamok
lehetséges realizacioi n 1épés alatt az 1. és I1. esetben feltéve, hogy m rekord

sziiletett. Ennek valdszintisége:
P(*,n,m) =P(AY =1 R, =m) (3.3)

Ahhoz, hogy ezt a valoszintiséget meghatarozzuk, két tovabbi mennyisé-
get kell definidlnunk: ¢(k) jelolje annak a valosziniiségét, hogy egy zo-bol
indulé bolyongéas k 1épés utan is xy alatt marad (q(0)=1); f(k) pedig annak
a valoszintiségét, hogy ez a bolyongéas a k-adik és (k — 1)-edik 1épés kozott
lépi 4t g szintjét (f(0) = 0):

qk) =P(z; <zy V1<j<k) (3.4)

flk)=P(zj <zy V1<j<k, zp>x) (3.5)

A két mennyiség kozotti kapcsolat egyszertien kifejezhet6 a kovetkezs

egyenlettel:
f(k) = q(k=1) —q(k) (3.6)

A kés6bbi szamitasok soran sziikség lesz f(k) és q(k) generatorfiiggvényé-

re.
1. Allitas. f(k) illetve q(k) generdtorfiigguénye:

f2) =S ) =1-VIi—z

n>1

3 . 1

Bizonyitds. f(k) generatorfiiggvényét egy [1|-beli tétel segitségével szamit-

hatjuk ki, amely a kévetkez6t mondja ki:
5. Tétel.

1 > s"
log ——— = — P(z, > 0)
R

10



(A tétel bizonyitasat a Fiiggelékben ismertetem.)
A véletlen bolyongasunkban a lépéseloszlas folytonos és szimmetrikus,
ezért P(z, > 0) = P(z, <0) = 1. Ezt felhasznalva:

o0

22" 1 z" 1
—P(z —:——lo (1-— lo
Zn 2n1n 8l ?) = g(\/l—z)

n=1

A 2. egyenl6ségnél azt hasznaltam, hogy log(l —a) = —> "7, % A fenti
kifejezés atalakitasabol adodik, hogy f(z) =1—-+v1-—2z
Felhasznalva (3.6)-ot, f(z) a kévetkezéképpen frhaté fel:

= Zf(n)zn = Z (q(n — 1) — q(n)) 2N =

==Y alm)z" = 3 a)" = 2(z) — (=) +4(0) = G(=)(z — 1)~ 1

Behelyettesitve f(z) = 1 —+/T — 2-t, és atrendezve az egyenletet, azt kapjuk,

hogy 4(2) = A=

]

¢(z) felirhato a kovetkezd negativ binomidlis sorként (Fiiggelék (5.3)):

i) = \/1_ nf: "‘1 (3.7)

Mivel a generatorfiiggvény meghatarozza az eloszlast, q(k) = % Ez

a kifejezés atalakithato a kovetkezGképpen:

(2k — 1) (2k)! 1 (2k)! 1 (Qk)

QR KIRE) 22 Kk 228\ k

) = 52 (7)) (3.5

[gy explicit modon kifejezhets q(k)-t és f(k)-t ((3.6) segitségével).

Tehat azt kapjuk, hogy

A késGbbiekben sziikség lesz q(k) és f(k) aszimptotikus viselkedésének

jellemzésére is, ekkor a kovetkez6 allitast hasznalhato:

11



2. Allités. .
1 /2 1
q(k) = ﬁ(k) by
1
f(k) ZQ(k—l)—Q(k)NW

Bizonyitds. El6szor q(k) aszimptotikus viselkedését bizonyitom, ehhez (3.8)-

at és a Stirling formulat hasznalom fel:

12k (k) = 1 (2k)! VArk(2k)*ekek 1
o2\ ) T T 9k T e 2nk) KRR 2% T nk

q(k) =
f (k) aszimptotikus viselkedésének vizsgalatahoz (3.6)-ot hasznalom:

1 1 (x/E—\/k—1>_

f(k)—q(k—l)—q(k:)%m—m—ﬁ & — Dk

b k—(k—1) :L 1 ~~
ﬁ(m(\/%+\/k—1)) ﬁ(kr (k=1) (k’—U\/E)
11
O

Visszatérve (3.3)-hoz, q(k) és f(k) segitségével a kovetkezGképpen irhatd
fel annak a valészintisége, hogy n lépés alatt m rekord sziiletik [* hosszak-
kal, ha felhasznaljuk azt a tényt, hogy véletlen bolyongasnal a kirandulasok
hossza kolcsonosen egyértelmi megfeleltetésben all a rekordok élettartamé-

val:

P/ (I mm) = () F(1) - fla)a@3(Y et am)  (39)

P n,m) = F(1)f(lL) . .. f(lm)I(Z_: <n< Y L) (3.10)

ahol I(-) az indikatorfiiggvény, 6(, j) pedig a Kronecker delta, azaz (i, j) =
1, ha i = j, kiilsnben 0.

12



3.2. 1. eset

Ebben az esetben az utolsé rekord élettartamanak A,,-t tekintem.

Jellje IL(n) az els6 esetben k-adik leghosszabb rekord élettartamat n
lépés alatt és Qi(n) annak a valészintiségét, hogy n lépés utan az utolso
rekord élettartama a k-adik leghosszabb. Ez a valosziniiség megegyezik annak
a valoszintiségével, hogy a k-adik leghosszabb rekord éppen n-ben dél meg.

Vegyiik észre, hogy barmely lépésben legfeljebb egy rekord délhet meg.
Tegyiik fel, hogy az utols6 intervallum a k-adik leghosszabb. Ha a kovetkezé
lépésben tovabb né a hossza, de még nem éri el a (k — 1)-edik leghosszabb
intervallum nagysagat, akkor csak [ (n) fog néni. Ha eléri [ (n)-t, akkor ez
a lépés utan két egyforma hossza intervallumunk lesz; [ (n+1) és lx_1(n+1).
Ezutan azonban az utolsé intervallum tovabbi novekedése mar nem eredmé-
nyezi [, (n + 1) tovabbi novekedését, ez az intervallum az eddigi (k — 1)-edik
leghosszabb lesz, és l,_1(n + 1) fog tovabb ndni.

Ezt az észrevételt felhasznédlva a két mennyiség kozott egy egyszerii Ossze-
fiiggés allapithato meg, csakigy, mint a leghosszabb rekord esetén [4]: a k-
adik rekord élettartama n-ben csak akkor nd, ha ebben a lépésben az utolsé
intervallum hossza volt a k-adik leghosszabb, mégpedig Q% (n) valoszintiség-
gel.

E(l](n + 1)) = E(L(n) + QL) (3.11)

El6szor a mésodik leghosszabb élettartami rekord statisztikait vizsga-
lom. Ez a mennyiség lehet az utols6, még befejezetlen inetrvallum (A,,)
hossza, vagy valamely kordbbi rekord (7;) élettartama. I4(n) eloszlasfiiggvé-
nye FI(t,n):

Fl(t,n) =P(i(n) <t) =Py, ly,..., A, <) + P(li(n) > t,13(n) < t)
(3.12)
Az eloszlastiiggvény felirhato Fy(t,n) =3 -, F3(t,n,m) alakban, ahol

Fl(t,n,m) =P(k(n) <t,R, =m) (3.13)

I5(n) < t akkor &ll fenn, ha mindegyik rekord élettartama kisebb vagy

egyenl6 t-nél, vagy ha a leghosszabb rekord élettartama nagyobb, mint £,
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de a tébbié kisebb vagy egyenls. A leghosszabb rekord az utobbi esetben

lehet A, vagy 71, ..., Tm_1 valamelyike. Ez alapjan a kovetkez6 mennyiségek

osszegeként all el FL(t,n,m):

Fl(tm,m) = ZZ Z ZP

l1=112=1 lm—1=1 a=0

m—1) Z Z Z ZP(ZI,n,m)—i- (3.14)

l1=t+112=1 lm—1=1 a=0
55 JD M 9
hh=11l2=1 lym—1=1a=t+1

Jelolje FI(t,n,m) generatorfiggvenyét FY(t,m,z). Ekkor (3.9)-et behe-
lyettesitve a kovetkez6t kapom:

3 (t,m, 2) ZFIt”mZ—<ngZJ> > a2+

(5ee) S e (Se0) 5 e
(3.15)

Legyen FJ(t,n) generatorfiiggvénye FI (t, z), ez kifejezhets FY (t,m, z) se-
gitségével:

= Z Fl(t,n)z" = Z Z F(t,n,m)z" = Z Fl(t,m,z) (3.16)
n>0 n>0 m>1 m>1

Alkalmazva, hogy 37,51 (m—1)2" " = 3 (32,51 2" 7) = 3 (Lpze @™) =
% (ﬁ) == m, azt kapom, hogy

F’I(t Z) _ ZE’ZO q(j)zj n Z;‘itﬂ f(])zj Z;‘:O Q(j)zj n Z?itﬂ q(j)zj _
a 1=30, f()# (1 - f(j)zj>2 1= f(h)#
_ 255040)? N Y F()F Y a(h)#
X0 (1S )

(3.17)
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Ff(t,n) segitségével kiszamithato a méasodik leghosszabb rekord élettar-

taméanak varhat6 értéke:

E(lj(n) =) _ (1 - F(t,n)) (3.18)

t>0

E(I{(n)) generatorfiiggvénye a kovetkezs:

SR = X5 (- Fn) = X (11 - Fin)

n>0 n>0 t>0 t>0

Felhasznélva (3.17)-et:

S0 d()? X FU)F Y a(h)7
S B@m =Y [t - T 2 0
L=z 137, f()> (1 -, f(j);ﬂ‘)

- 1 Yed)? o« TEeadi)d
=2 (1 -z 1= f(j)zj> ; L= F()

t>0

(. J/

Siso 75— Fi (4,2) ()
Y F)F Y a(h)#
2
= (1= f6)¥)

N J/
-~

(b)

(3.20)

Az els6 tag megegyezik a leghosszabb élettartami rekord varhaté értéké-
nek generatorfiiggvényével, amire a kovetkezs all fenn Q1 (c0) = 0, 626508 .. ..

konstanssal [4]:
1
> e TEH(1) & 5Qi(c0) (321)
n>0

Kiilon-kiilon kiszamitom (a)-t és (b)-t. Ezekhez a kovetkezd allitast al-

kalmazom:

3. Allitas.

t—

L= f(k)2" = q()2" + (1—2) ) q(k)2

0

—_

>
Il
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Bizonyitds. f(k)-t atirom (3.6) szerint:

t

=3 (R = 1= (alk = 1) = q(k) 2* = g(0) = q(k-— 1z+Zq

k=1

t—1 t—1

— 23 g zﬂ+z (O +(1-2) 3 qlk)*

]:0 k=0

Elgszor (a)-t szamitom ki. Az el6bbi allitas felhasznéalasaval

B Z]o'it-l—l q(4)%
@ =2 (- ) (8.22)

Ahhoz, hogy megkapjam E(I(n)) viselkedését nagy n-re, a generatorfiigg-

vény viselkedését z — 1 hatarértékben vizsgalom. Alkalmazva a kiévetkezs

s

helyettesitést: z = e™%, ahol s — 0, azt kapom, hogy

(a) = Z D e a()e” (3.23)

_ts __-s t—1 N\ g
2 iDe 1 (1o ) S a)e

~S

Hasznaljuk a ¢(j) = \/% ésaz f(j) = Q\ka aszimptotikat (2. Allitas):

Ly 20
. 7 e
(a) = Y —— T (3.24)

= \ft 1/2 e—ts + gL 1 Z] Oj—l/Qe—js

Ahogy s — 0, a diszkrét Gsszeget helyettesithetem integrallal. Végrehajt-

vaat=7ésaj= " valtozocserét azt kapom, hogy:

- () e
@=) e

1/2 T s1/2 _yd
s —x s -yay S
) e 45 R

I [y Ve vdy (3.25)

dxr =
s2 Jo amV2em 4 [Tyl 2evdy

L LTy erdy
82 )y a2 4 merf(\/7) v
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ahol er f(z) = \% Iy et dt a Gauss-féle hibafiiggvény. y = ¢2 helyettesitéssel

erf(vz) = = [y ey~ 2dy.
(b) hasonloképp szamithato, mint (a). A kovetkezd aszimptotikat kapom

ra:

11 /°° Vrerf(ya) [ y*3/26*ydyd
== x
$2Jo (@7 2e 4 rer (V)
Tehét az kovetkezét kapom E(I2(n)) generatorfiiggvényére:
B 1 o foo y_1/26_ydy
SR ll ~ I _/ T dr —
> B < (@1<oo> W= s

| oo 320y g 1
1 e merf(Vr) [y e Yir )| = —0,143009. ..
2Jo (2712 + /mer f(\/x)) °

(b) ~ (3.26)

(3.27)

Ezt az azonossagot atfrom 3_ e " E(l5(n)) = —4 (ano 6_5”@) ~

ds
S%O, 143009. .. alakra, amibdl a kévetkez6t kapom:

E(/
> semon 2 0, 143009 . .. (3.28)

n>0 n
se”" = (1 —e®)e " = P({ = n), ahol £ ~ Geo(1 — e~*). Mivel [;(n),
l1(n) + la(n), li(n) + la(n) + I3(n), ... szubadditiv, ezért lli"), ll("):b(")7

li(n)+la(n)+l3(n)

n

minden k-ra, ebbdl pedig az kévetkezik, hogy
E(l3(n))

n

lk(n)

n

, ... konvergalnak (Fiiggelek, 7. Allitas), igy is konvergél

~ 0,143009 . .. (3.29)

Most Q4(n) aszimptotikus viselkedését vizsgalom. Jelolje QI (n, m) annak
a valoszintségét, hogy n lépés alatt m rekord sziiletik, és ezek koziil az utol-
sO élettartama a méasodik leghosszabb. Ebben az esetben 74, ..., 7,1 koziil
pontosan az egyik intervallum hossza nagyobb A,-nél, ezért ezt a valoszint-

séget a kovetkezGképpen fejezhetjiik ki:

Qi(n,m) =P(A, =lh(n), R, =m) = (m—l)z Z Z Z P(l',n,m)

a>0 li=a+1l2=1 Ilm—1=1

(3.30)
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Annak a valoszintiségét, hogy n lépés utan az utols6é rekord élettartama
a masodik leghosszabb (Q?!(n)) megkaphatjuk tigy, hogy az elgbbi valoszinii-
séget Osszegezziik minden lehetséges m-re: Qj(n) = >, - Q3(n,m). Q3(n)

generatorfiiggvényét jeldlje QI (z).

) N2 S (k)
012 = Qe = 33 Qhnmyzr = Y W Ly [0

n>0 n>0 m>1 Jj=0 <1 - i:lgf(k)zk
(3.31)

Hasonlo modszerrel, mint £ (¢, n) kiszamitasanal, azt kapom Q}(n) ge-

neratorfiiggvényére, hogy

1

~ __

Ry e - v

x—l/Qe—m o —3/2€_yd 1
Jo v Y dr=-0,143009... (3.32)
S

Azaz ugyanazt a konstanst kaptuk, mint E(I1(n)) generatorfiiggvényének
kiszamitasakor. Tehat Y-, ., Q(n)e™*" = Qj(c0). Mivel Q'(n) konvergal,
ugyanazt a gondolatmenetet hasznalva, mint a varhato érték esetén, azt ka-
pom, hogy:

Q4 (n) — QL(c0) = 0,143009. .. (3.33)

és a kovetkezs dsszefiigges ll fenn E(I1(n)) és QL (n) kézott:

E(l3(n)

~ (Q2(n) (3.34)

Ez az eredmény Osszhangban all (3.11)-gyel, tovabba a két mennyiség gene-

ratorfiiggvénye egymasbol kifejezhets a kovetkezGképpen:

4. Allitas.
(1-2) Z E(1j(n))=" = ZZ Q4 (n)z"

n>0 n>0

Bizonyitds. Az allitas (3.11) egyszerii kovetkezménye. O

Ezutan a k-adik leghosszabb élettartamu rekordra szamitom ki ugyaneze-
ket a statisztikdkat (k tetszéleges).
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Elgszor 1} (n)-t vizsgalom, jeldlje F{(t,n) az eloszlasfiiggvényét. Ez az
eloszlasfiiggvény kifejezhets FY | (t,n) segitségével, ugyanis [} (n) < t akkor
all fenn, ha mar I | (n) <t is fennéll, vagy ha Il ,(n) > ¢, de lL(n) < t:

Flt,n) =P(ll(n) <t)=FL (t,n) + P(li(n) < t,IL_,(n) >1t) (3.35)

Ezt az eloszlastiiggvényt felithatjuk F/(t,n) = >°, -, Fj/(t,n, m) alakban,

ahol
Fl(t,n,m)=P(lL(n) <t,R, =m) (3.36)

Hasonlban IL(n) eloszlésfiiggvényéhez, ez a mennyiség is felihato F_ | (t,n,m)
segitségével:

Fl(t,n,m)=F (t,n,m)+P(i(n) <t,li_(n)>t,R,=m) (3.37)

Akkor, ha az els6 (k — 1) leghosszabb intervallum nagyobb, mint ¢, két
esetet kiillonboztethetiink meg: ha az utolsé intervallum (A,) is ezek kozott

van, illetve ha az els6 (k—1) leghosszabb intervallum mind 74, ..., 7,1 koziil

keriil ki. Ez alapjan F{(t,n,m) a kévetkez6képpen szamithato ki:

Fkl(tv n, m) = Fklfl<t7 n, m)+

[e§) 00 t t t
(S DIRED D SIS 3 9. (EEUE
l1=t+1 lo—1=t+11=1 Im—1=1 a=0

DTS S S

l1=t+1 lp_o=t+11l_1=1 lm—1=1a=t+1

(3.38)
Jelolje FE(t,n,m) generatorfiiggvényét ka(t, m, z):
Elt,m,z) = ZFkI(t,n,m)Z" = FL (t,n,m)+
n>0
¢ m—k 00 k—1 ¢
m—1 j j Wi
s ijz Z fiz ZQ(J)Z +
j=1 j=t+1 Jj=0
t m—k+1 00 k—2 00
m—1 j j i
Tl g > fiz > fiz OE
j=1 j=t+1 j=t+1
(3.39)
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Fl(t,m, z) segitségével felirhato F(t,n) generatorfiiggvénye is:

Fi(t,2) =) Fl(t,n)2" =Y Fl(t,n,m)z" = FL(t,n)+
n>0 n>0 m>1

n (Z;itﬂ f(j>zj)k_1 Zj’=0 q(j)% N (E}im f(j>zj) Z;itJrl q(j)#

N T
(3.40)

Itt azt az Osszefiiggést hasznaltam, hogy

m—k\ ., dtooamtt gkt 1 o 1
Z(k—1>‘“ T W)k =1 (o)l (k—D  (1—a)k

m>1
(3.41)

illetve hasonloképpen ) -, (75:2’“) gmRHl = W
I£(n) eloszlasfiiggvényének segitségével ki tudom szémitani a k-adik leg-

hosszabb rekord élettartamanak varhato értékét:
E(l(n) = (1 - Fl(t,n)) (3.42)
>0

Hasonlb6an, mint £ = 2 esetben, a varhaté érték aszimptotikus viselkedé-

sének vizsgalatahoz a generatorfiiggvényét szamitom ki:

SOE@Mm) =SS (1= Fltn) =Y (1 ! - F(, z))

n>0 n>0 t>0 t>0

(3.43)
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Behelyettesitve (3.40)-et, a kovetkez6t kapom:

SE(m) =3 (25 - At

n>0 >0

_ (Zgﬁtﬂ f(j)zj) Z;o'itﬂ q(j)% B <Z;it+1 f(])2]> Z;:o q(j)2’
(=S s0#) (1- S s0)=)

=S (- AL - (B s0)?) ¥F D)
;(1Zv k-1l ), ; (1_22:1f(]')2j>

S0 B, ()2

() . A\ k-1 t . 1
(Ej:tﬂf(J)zJ) > i=09(3)?
Nk

0 (1- i F0G)¥)

N

()

(D)
(3.44)
(c) és (d) kiszamitasahoz a k = 2-nél mar alkalmazott modszert haszna-
lom:
1 1 oo oo, —3/2 v k=2 roo —-1/2 v

@~ “/ Uy Perrdy) " fmy e rdy, (g )

52 (z2e7e + /rer (V)

11 o ([Cy 3 e vdy)

(d) ~ 5 k:—l/ "y e vdy) ﬁerf(;/i)dx (3.46)

52 0 (z=12e=® + \/mer f(\/x))

Tehat azt kapom E(I](n)) generatorfiiggvényére tetszGleges k > 2 esetén,
hogy:

SB((n)e™ ~

n>0

0o _ _ k— 0o _ _
< S Bl - S [ (J"y e vdy) " [y Pevdy
A 222 Jo (o1 2ee 4 rer f(y/T))
1 1 o0 (f;oy’“q’/ze’ydy)k_l ﬁerf(ﬁ)d
X

P2 Sy (@2 4 rer f(T)

(3.47)
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K cl
2| 0,143009...
310,0630157...
41 0,0356484. ..
5 10,0230037...
6 | 0,0161046. ..

3.3. tablazat. C} értékei kiilonbozs k-kra

k = 2 esetén azt kaptam, hogy >, - E(l5(n))e*" ~ 50,143009. .., ezt
az eredményt felhasznalva kiszamithato & = 3-ra az aszimptotika, majd ezzel
n>0 E(lf(n))e™ ~
+C{, ahol C{ egy k-tol fiiggs konstans. C{ értékeit 2 < k < 6-ra a 3.3

I
tablazat tartalmazza. Ugyantgy, mint £ = 2 esetén ebbdl és # konvergen-

k = 4-re, és igy tovabb. Minden esetben azt kapjuk, hogy >

cidjabol az kovetkezik, hogy

EG:) o (3.48)

n

Tehat az L. esetben E(IL(n))-r6l a kivetkezs tétel mondhato ki:

6. Tétel. Tetszileges k > 1 egész szamra E(IL(n)) generdtorfiigguényére
fenndll 3, - E(ly(n))e*" = 5C{ amint s — 0, ahol

00 ([ 4=3/2e=ydy\ ¥ 2 [ y=1/2e-v4
C/ﬁIClgq_ ! /0 (fx R y> fm A yda:—

2 (w1260 4 frer f (V)"

1 / ([ y e vdy)" Vrerf V) 40
2Ty (@ e yrerf(V)

és C1 = Q!(0). Kdivetkezésképpen

Ezutan ebben az esetben is megvizsgdlom Qf(n) aszimptotikus viselkedé-
sét. Jelolje annak a valosziniiségét, hogy n lépés alatt m rekord sziiletik, és

ezek koziil az utolso élettartama a k-adik leghosszabb QZ%(n,m). Ebben az
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esetben 7, ..., 7,1 koziil pontosan k—1 intervallum hossza nagyobb A,-nél,

ezért ez a valosziniiség a kovetkezdképpen fejezhets ki:

Qi(n,m) = P(A, = lg(n), Ry = m) =

S (SR D SO SEEED DD D o

a>0 l1=a+1 lg_1=a+1 =1 Ilm—1=1

;349

Q1 (n)-et tgy kaphatjuk meg, ha ezt a mennyiséget dsszegezziik minden
m-re: Qp(n) =Y, -, Qi(n,m). Qi(n) viselkedeset is a generatorfiiggvénye

segitségével vizsgalom:

= Qi) =) > Qiln,m)z" =

" ”20—7”? j m—k - k-1 (3.50)
- a2 (Z f(l)zl) (Z f(l)zl)

Alkalmazva (3.41)-et a kovetkez6t kapom:

e i 1)z o
o1 =51 (25 £ ) 1)

20 (1 - 1f(l)zl>

Ismét a szokésos atalakitasokat hasznélva Qé(z) aszimptotikus viselkedése

az alabbi:
e~ <foo e*yd k=1
~ 1 1 © 7= \UJe 2 y)
Qr(z) ~ P / — ! sdx (3.52)
O (S + Vrerf(Va))
ahol

da (3.53)

e [ poo o k—1
; 1 [ & (fx ys—/idy>
O (5 + Vrerf(Va))
egy k-tol fiigg6 konstans, melynek értékeit 2 < k < 6-ra a 3.4 tablazat
tartalmazza. Tehét csakigy, mint k = 2 esetén, azt kapjuk, hogy

Qi(n) — Qj(0) (3.54)

Tehat az 1. esetben QI (n)-r6l a kovetkezs tétel mondhato ki:
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kK| Qi)

2| 0,143009...
310,0630157...
41 0,0356484. ..
5 10,0230037...
6 | 0,0161046. ..

3.4. tablazat. QL (co) értékei kiilonbozs k-kra

7. Tétel. Tetszdleges k > 1 egész szdm esetén QL(n) generdtorfiigguényére

Jenndll 37, - Qf(n)e™" = 1Qf(c0), amint s — 0, ahol

Qloo) = [ <T<

Kovetkezésképpen
Qr(n) = Q)

Vegyiik észre, hogy Q1 (0o) értékei megegyeznek Cf konstansok értékeivel
minden k-ra. Ez alapjan E(Il(n)) és QL(n) mennyiségek kozott is fennall a
k = 2 esetén bemutatott Osszefiiggés:

E(lx(n))

R Qr(n) (3.55)

Ez a megfigyelés Gsszhangban &ll (3.11)-gyel, tovabba a két mennyiség
generatorfiiggvényérsl hasonléan belathatd a kovetkezé allitas, mint k& = 2

esetén:

5. Allitas.
(1—2) Z E(ly(n))z" = z Z Qp(n)z"

n>0 n>0

Mivel minden & > 1-re ismerjiik Q7 (n) aszimptotikus viselkedését, meg-

vizsgalhato, hogy ez egy valoszintiségi eloszlashoz tart-e (3.2 d4bra). Ha Ossze-
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geziik minden k-ra Q1 (oo)-t, akkor a kovetkezst kapjuk:

k-1
= =1 e ([T Sy -
; Qp(00) = kz:; ok—1 /o <% N ﬁerf(ﬁ))kdz =

—x

= /Ooi e\/f? ( f;o es/l;dy >k1 i
0 k=1 %—Fﬁerf(\/_) 26$+2\/_erf(\/_)
(3.56)

A geometriai sor Osszegképletét alkalmazom, illetve a kdvetkezs kifejezést:
o 1
/ y e Vdy = 207 Y27 — 2T < ) + 2y/mer f(x) (3.57)
ahol I'(z) = [~ y" ‘e "dy a Gamma-fiiggvény.

e

= T 2e 24 0 frerf (V)
;Q’“( /o — =+ mer f(V/x) ( 2T (3) )

1
= —— e 2y = —yr =1
ol v

(3.58)

Az utolso el6tti egyenlGség parcilis integralassal kaphaté meg.

Tehat QI (co) (1 < k) valoszintiségi eloszlést hatéroz meg.

3.3. 1II. eset

Ebben az esetben az utolsé intervallum (7,,) hossza az n-edik lépésben
még ismeretlen, R, = m esetén a rekordok élettartamanak egy lehetséges
=1,y ..., 1, realiziciojara a kovetkezs teljesiil:

-1

3

Lh<n<) I (3.59)

1 k=1

=
Il

Itt is ugyanazzal a két mennyiséggel jellemzem a k-adik leghosszabb re-

kord statisztikdit, mint az I. esetben: az élettartamanak varhato értékével,
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3.2. abra. 321, Q! (n) konvergal egyhez

és annak a valoszintiségével, hogy az utols6 rekord élettartama a masodik
leghosszabb.
Jelolje IH1(n) a k-adik leghosszabb rekord élettartamat n lépés alatt és
II(n) annak a valoszintiségét, hogy n 1épés utén az utolso rekord élettartama
a k-adik leghosszabb.
Elgszor a mésodik leghosszabb élettartamu rekord statisztikait vizsgélom.
Ez a mennyiség lehet az utolso, még ismeretlen inetrvallum (7,,) hossza, vagy
valamely korabbi rekord (71, ..., 7,,_1) élettartama. I2/(n) eloszlasfiiggvényét

jelélje FYL(t,n):
F (t,n) =P (n) <t) =P (n) <t) +P({'(n) > t, 1t (n) <t) (3.60)

Az eloszlasfiiggveny felirhato FY(t,n) = > _, FJI(t,n,m) alakban, ahol

m>1

Fl(t,n,m) =P((n) <t,R, =m) (3.61)

Az 1. esethez hasonloan FJI(t,n,m) a kivetkez6 mennyiségek dsszegeként
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all elé:

F”tnm ZZ ZZPHlnm

l1=11=1 lm—1=11;n=0

m=1) 3 > - Y N P n,m)+ (3.62)

lLh=t+11lx=1 Im—1=11;,m=0

+ZZ Z Z Pll(i,n,m)

lh=11=1 lym—1=11lpn=t+1

Jelolje FIT(t,n,m) generatorfiiggvényét F41(t,m, z). Ekkor (3.10)-et be-
helyettesitve a kévetkezét kapom:

FHtmz ZFthm

n>0

t ) m—1 4 1
I(;fﬂ) ;f@)l
—1) Z i (Zﬁzﬂ) > FG) 11__25

j=t+1

(3.63)

Az utols6 intervallum esetén a generatorfiiggvényben S iz U )= Jele—
nik meg ijl f(j)7’ helyett. Ennek az az oka, hogy (3.10) szerint Zk:l lp >
n, tehat a generatorfiiggvényben f(l,,) egyiitthatoja 1,2, 22 ..., 2/~ lehet
attol fiiggben, hogy mekkora n — Z;n;ll I, értéke.

Jelolje F{!(t,n) generatorfiiggvényét FI(t, 2), ez csakugy, mint 1. esetben
kifejezhets FII(t,m, z) segitségével:

EH(t 2) = ZFQH(t,n)z" = Z Z FH(t,n,m)z" = Z FH(t,m, 2)

n>0 n>0 m>1 m>1

(3.64)
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Az 1. esetben hasznalt atalakitdsokat alkalmazva azt kapom, hogy:

iy o1 (SO0 1 (YR ) -2)
R 1_Z<1—Z§:1f<j>zj>+1_z< S YRVITE )+
n 1 Z;‘)it-s-l f(])zj Zz‘:l f(])(l - Zj) _

s (1=t 1))

1 [ X2 fGH—2) . S F)ZF Y fUH(A =)
SR R MR (1=t 1))
(3.65)

A leghosszabb rekord esetén E(I11(n)) nem definialhato [4];az utolso re-
kord (7,,) hossza tetszSlegesen nagy lehet, ezért nagy értékekre I1(n) = 7,,.
Emiatt E(/{(n)) divergens. Azonban E(I{/(n)) aszimptotikus viselkedését
ugyanugy jellemezhetjiik, mint az I. esetben.

FII(t,n) segitségével kiszamithato a masodik leghosszabb rekord élettar-

taméanak varhat6 értéke:

E(ly'(n)) =Y (1 - F'(t,n)) (3.66)

>0

E(I£(n)) generatorfiiggvénye a kivetkezo:

YEW ()" => > (1-F'(tn)"=) (le .y z))

n>0 n>0 t>0 t>0
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Felhasznélva (3.65)-at

e e 1 [ S0 )
2 B =2 (1_ e

n>0

. Z;.O:H_l f(])zj 22:1 f(])(l - Zj)
(1= X 75))

1
R el D

t>0

L (SR G- )
1 - Z§:1 f)=

©

> it fG)2 X5 F()(A = #)

1
Z boe (1= St 1))

@

)-

(3.68)

Kiilon-kiilon kiszamitom (e)-t és (f)-et az Lesetben is hasznalt modszer-

rel, a kdvetkez6 eredményt kapom:

—3/2 ~d
(e)~—— T e v ey

s22 r Y2 93+\/_erf(\/§)

(f) ~ =2 / * oy Pemrdy Jy yT P = e ) dy
w12 4 rer (/7))

Tehat az kovetkezdt kapom E(I2(n)) generatorfiiggvényére:
_SnE(l[[( )) 1 /oo 1 1 fO —3/2 1—6 y)dy
E e n)) ~ — _
2 s2 2 3-1/2¢- ”C—l—\/_erf(\/_)

n>0
1f y—3/2e—ydyf y—3/2

)dy> da = —0,29664 ..
T e el (V) ;

Ugyanigy, mint az [. esetben ebbdl az kovetkezik, hogy

E(1'(n)

n

~ 0,29664 . ..
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Most Q! (n) aszimptotikus viselkedését vizsgalom. Jelolje QL (n, m) an-
nak a valoszintiségét, hogy n lépés alatt m rekord sziiletik, és ezek koziil az
utolso élettartama a méasodik leghosszabb. Ebben az esetben 7,..., 7,1
koziil pontosan az egyik intervallum hossza nagyobb 7,,-nél, ezért ezt a valo-
szintiséget a kovetkezGképpen fejezhetjiik ki:

T(n,m) =P(r, =11 (n), R, :m):

SN DD D S S LN

7121 l1=j+112=1 Ilm—1=1

(3.73)

I(n)-t megkaphatjuk tgy, hogy az elébbi valoszintiséget Osszegezziik
minden lehetséges m-re: Q3% (n) = 3 - Q5" (n,m). Q4 (n) generatorfiigg-

vényét jelolje QL ().

() = 3 QY ) = 3 Y QU m)e

_ 1 FOYA=20) 300 ) f (k)2 (3.74)
_Z 1—2 o R%
= (1- S f=)

Hasonlo modszerrel, mint I. esetben, azt kapom QI!(n) generéatorfiiggve-

nyére, hogy

- 11 r32(1 — —v( 1
e ~ / ) [y Ydw = 0,0812482 ...
54 (z=1/2e” ““’+\/_67“f(\/_)) s
(3.75)
Kovetkezésképpen
(n) — QY (c0) = 0,0812482.. .. (3.76)

Ezutan tetsz6leges k-ra hasonlé médon kiszamitom a k-adik leghosszabb
élettartamu rekord statisztikait.

Elgszor 117 (n)-t vizsgalom, jeldlje F(t,n) az eloszlasfiiggvényét. Ez az
eloszlasfiiggvény kifejezhtes FIL (t,n) segitségével, ugyanis [[1(n) < t akkor
all fenn, ha mar [1(n) < t is fenndll, vagy ha [L(n) > ¢, de IH(n) < t:

Fl (tn) = P (n) < 0) = B, (t,n) + PO () < 6,1, (n) > 1) (3.77)
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Ezt az closzlasfiiggvényt felirhatjuk Fy/'(t,n) = 35 -, F'(t,n,m) alak-
ban, ahol
FH(t,n,m) =P} (n) <t,R, =m) (3.78)

Hasonloan I1(n) eloszlasfiiggvényéhez, ezt a mennyiséget is fel lehet {rni
F1 (t,n,m) segitsé¢gével:

Ef(t,n,m) = B (t,n,m) + P (n) < t, 111, (n) > t, R, =m) (3.79)

Akkor, ha az els6 (k — 1) leghosszabb intervallum nagyobb, mint ¢ két
esetet kiillonboztethetiink meg: ha az utolso intervallum (7,,) is ezek kozott
van, illetve ha az els6 (k—1) leghosszabb intervallum mind 74, ..., 7,1 koziil

keriil ki. Ez alapjan F{’(t,n,m) a kovetkezképpen szamithato ki:

FH(t,n,m) = F (t,n,m)+

( SRS I I Db S
i)

lh=t+1 lp_1=t+1 =1 lm—1=11m

00 00 t
Jelolje FIT(t,n,m) generatorfiiggvényét F}7(t,m, z):

)SEED SN SRS SED S LAY

l1=t+1 lpg_o=t+11p_1=1 Im—1=11lm=t+1

(3.80)

FkH(t?m’ Z) = ZFkH(t7n7m)zn = Fklfl(t’T%m)—}_

n>0

t m—k o) J
(1)) (ij’> (Z fﬂj) Zf T
. jjl m—k+1]:t+; k 2 .
m— : A i
+<k:—2) <Z;szj> (Z szj) Zf

Jj=t+1 Jj=t+1

(3.81)

El(t,m, z) segitségével hasonloan, mint 1. esetben felirhato F/1(t,n) ge-
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neratorfiiggvénye is:

F,fltz ZFkthz—ZZFkthm

n>0 n>0 m>1

L (S f(j)zj)k_l S F) - )

= Flfl(t,n)
ANREE (1S 70)) '
1 <Z;‘it+1 f(j)zj> ) Z;im_l f(])(l - Zj)
+ 1—=z2 t N g k-1
(1 - Zj:l f(J)ZJ>
(3.82)

Fl(t,n) segitségével kiszamithato a k-adik leghosszabb rekord élettarta-

manak varhato értéke:

El'(n) =) (1—F'(tn)) (3.83)

t>0

E(Il1(n)) generatorfiiggvénye a kovetkezd:

SBOL 00 = X3 (1= A ) = X (1 - F )

n>0 n>0 t>0 >0
(3.84)
Felhasznalva (3.82)-at
1 5
ZE l[[ Z(l_Z—Fklll(t,n>>
n>0 >0
an()E(?rﬁl("))zn
00 k—2
_Z 1 Zj:tf()(l_z)(ZtJrl ()= ) B
1— A
£20 : (1 —Yia f(J)zJ> (3.85)
)

N Z ! Zé:l fG) = =) (Z]oit—&-l f(j)zj>k1
:tzo 1—2 (1 - 2221 f(j)zj)k

()
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Kiilon-kiilon kiszamitom (g)-t és (h)-t a szokdsos modszerrel, a kovetkezd

eredményt kapom:

N L2y = ey ([ y e vdy)"
(g) = ;2k—/ P e TN dr  (3.86)

N Iy (1 — ey ([ y e—ydy)k_l 287
T A v

Tehat az kovetkezdt kapom E(I11(n)) generdtorfiiggvényére:

ZefsnE lII ZefsnE ZII )

n>0 n>0
L1 [Ty = ey (f7 y e vdy)
=2/ <2k1 - 12e~ 1 Jrerf(\/7) - (3.88)
1 f y32(1 — e7¥)dy (f Y 3/26*ydy) > I
CF et e/ (VD)

k = 2 esetén azt kaptam, hogy Y o E(i4/(n))e™ ~ £0,29664 ..., ezt
az eredményt felhasznalva kiszamithato é = 3-ra az aszimptotika, majd ezzel
k = 4-re, és igy tovabb. Minden esetben azt kapjuk, hogy >~ -, E(l}!(n))e*" ~
S Cl!, ahol Cl! egy k-tol fiiggs konstans. C{' értékeit 2 S_k < 6-ra a 3.5
tablazat tartalmazza. Ezek a konstansok korabban még nem jelentek meg az

II n P 2
irodalomban. Ugyantgy, mint k = 2 esetén ebbdl és % konvergenciajabol

az kovetkezik, hogy
E(l!
Tehat a I1. esetben E(ILf(n))-r6l a kivetkez tétel mondhato ki:

8. Tétel. Tetszbleges k > 1 egész szdmra E(I11(n)) generdtorfigguényére
fenndll 37, - BE(I{' (n))e* ~ SC amint s — 0, ahol

7 _ OO 1 f —3/2 (1—e™¥)dy
ot = ( 37 e w+ferf<f> -

_ lfxoo y~ e vdy fox y 21— e)dy dz
I @t e (VR

33




k| cn
2 | 0,29664. ..
31 0,180855. ..
4] 0,14805. ..
510,133905. ..
6| 0,12645 . ..

3.5. tablazat. C}! értékei kiilonbozd k-kra

oo _ _ oo _ _ k—
cll = ol —/OO LSy ey ([ e vdy)
oy \ 2 w1 2emv + mer (V)

1Sy 2P0 —e)dy ([ g Qe‘ydy)k_l> d
- = T

2 (v 12e" + /mer f(v/x))"

Kovetkezésképpen
E(l'(n)) ~ O

. k

Ezutan ebben az esetben is megvizsgdlom QIf(n) aszimptotikus viselke-
dését. Jelolje annak a valoszintiségét, hogy n lépés alatt m rekord sziiletik,
és ezek koziil az utolso élettartama a k-adik leghosszabb Qi (n,m). Ebben
az esetben 7, ..., 7,1 koziil pontosan (k — 1) intervallum hossza nagyobb

Tm-nél, ezért ez a valosziniiség a kovetkezSképpen fejezhetd ki:

I(n,m) =P(r, =1} (n), R, =m) =

S () 5b DRI Sl S o SO

J=1 lhi=j+1 lg—1=j+11p=1 lm—1=1

(3.90)

I (n)-et ugy kaphatjuk meg, ha ezt a mennyiséget Osszegezziik minden

m-re: Qif(n) = 37,50 Qi' (n,m). Qif(n) viselkedését is a generatorfiiggve-
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nye segitségével vizsgalom:

1) =S Q=" = 30 @ (n,m)e" =

n>0 n>0 m>1
1—23 m—1 d 1! E A o
=> 210 N DB (UE > f)z
m2>1 j>0 =1 l=j+1
(3.91)
Hasonl6an, mint az I. esetben a kovetkezSt kapom:
(a2 (zl 1f(l)zl>k_1
Q=) =) 1 : (3.92)

720 (1 - 1)z

Ismét a szokasos atalakitasokat haszndalva Qk (z) aszimptotikus viselke-

dése az alabbi:

k-1
-3/2(1 _ ,—=x o0 e Y
() ~ / w7 dr  (3.93)
0

(2 + VAers(vm)'
ahol

00 VY

(o0) = — /Oo s <fm ymdy)k 1dx (3.94)
g (5 + vAerf(vm)'

egy k-tol fiigg6 konstans, melynek értékeit 2 < k < 6-ra a 3.6 tablazat

tartalmazza. Tehat csakigy, mint k = 2 esetén, azt kapjuk, hogy

i (n) = Qi (c0) (3.95)
Tehat a I1. esetben QZL(n)-r6l a kivetkezd tétel mondhato ki:

9. Tétel. Tetszdleges k > 1 egész szam esetén QI (n) generdtorfigguényére
fenndll 3, - Qff (n)e™" =~ 1Q}!(c0), amint s — 0, ahol
3/2( ) foo ud k=1
1 oo T lL—e™ (m 63/2 y)
(o0) = —/ Y - dx
C (5 VRerf(va)

Kovetkezésképpen
i (n) = Qi (c0)
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1 (c0)
0,0812482 ...
0,0334197 ...
0,0184591 ...
0,0117759. ..
0,00819089. ..

S| Ot W N R

3.6. tablazat. QI (co) értékei kiilonbozd k-kra

Mivel minden k > 1-re ismerjiik Q¥!(n) aszimptotikus viselkedését, meg-
vizsgalhato, hogy ez egy valoszintiségi eloszlashoz tart-e (3.3 dbra). Ha Gssze-

geziik minden k-ra QI (c0)-t, akkor a kovetkezst kapjuk:

k—1
00 o 7 —3/2 1 _ o o0 e;zd
> Qi'(o0) sz/ - : >(fx a ?2) dz =
(5 + vrerf(Va))

St (e ),
2Jo = %—’_\/7_767”10(\/5) 20~ +2y/mer f(Vz)

(3.96)

A geometriai sor Gsszegképletét és (3.57)-et alaklmazva:

/ r73/2(1 —e™®) <2e_zx_1/2+2\/ﬁerf(\/§))> i
- — f+\/_€rf(\/_) 2r' (3)

1
27321 — e ®)dx = 2y/pi =1
2r (%) / 2v/pi

(3.97)

Az utolso el6tti egyenlség parcidlis integralassal kaphaté meg.

Tehat Q7 (00) (1 < k) valdszintiségi eloszlast hatéroz meg.
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2.0
i=1

1.0}

0.8
06 "

04

3.3. abra. Y1, QM (n) konvergal egyhez
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4. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban [4] eredményeit terjesztem ki k > 1 esetre. Véletlen bo-
lyongésok rekord statisztikait vizsgaltam tetszéleges szimmetrikus és folyto-
nos lépéseloszlas esetén. A rekordok élettartamat jellemeztem n lépés utan.
Az utolsé rekord élettartaméat kétféleképpen definidltam (o = I,11): az ép-
pen aktudlis élettartama (A4,), illetve a még ismeretlen, valés élettartama
(). Az els6 és masodik eset més-mas eredményre vezet, azaz a rekordok
statisztikai igen érzékenyek az utolsé rekord megvalasztasara.

A k-adik (k > 1) leghosszabb rekord statisztikait két mennyiség segitsé-
gével jellemeztem: n lépés utan a k-adik leghosszabb rekord varhato értéke
(E*(lx(n))), illetve annak a valosziniisége, hogy n 1épés utan az utolsd re-
kord a k-adik leghosszabb (Q¢(n)). Az utoébbi mennyiség megegyezik annak
a valoszintiségével, hogy a k-adik leghosszabb rekord az n-edik lépésben dél
meg.

Az elsé esetben E!(Ix(n)) és QL(n) generatorfiiggvényeinek segitségével
meg tudtam hatarozni az aszimpotikus viselkedésiiket. Megmutattam, hogy
az értékiik fiiggetlen a bolyongas lépéseloszlasatol, minden k-ra egy univer-

zalis konstans segitségével jellemezhetok:

B0 gjo0) (4.1
Qhn) - Ql(c0) (4.2
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Q1 (00)-t explicit médon kifejeztem minden k-ra. Az igy kapott kons-
tansok mar elgfordultak [2]-ben, ott azonban csak a standard Brown-mozgas
esetét vizsgaltak, mig én egy masik esetre, tetszéleges szimmetrikus lépésel-
oszlast bolyongésra lattam be érvényességiiket.

Megmutattam tovabbé, hogy csakigy, mint k = 1 esetben, a két mennyi-
ség generatorfiiggvénye tetszéleges k esetén egymdasbol kifejezhets, illetve

fennall koztiik a kovetkezd Osszefiiggés:
E'(lx(n + 1)) = E'(lu(n)) + Qx(n) (4.3)

A masodik esetben Q¥ (n) vizsgélata soran szintén azt kaptam, hogy vi-
selkedése fiiggetlen a 1épéseloszlastol, minden k-ra egy univerzalis konstanssal

jellemezhetd:
i (n) = Qi (c0) (4.4)
1

i (00)-t explicit modon is kifejeztem tetszéleges k-ra. Ezek a konstansok
szintén megjelentek [2]-ben egy a mostanitol eltérd esetben; illetve [7]-ben,
itt azonban egy sokkal egyszertibb modon szamitom ki 6ket.

Ebben az esetben E''(I;,(n + 1)) aszimptotikus viselkedésének vizsgalata-

kor is egy univerzélis konstanst kapok:

Ell(lk(”)) ~ C}gl (4.5)
n

C! egy olyan sorozatot definial, amit még nem lattunk az irodalomban.
Ertékét minden k-ra explicit moédon kifejeztem.

Osszehasonlitva az eredményeket [4] leghosszabb rekordra kapott eredmé-
nyeivel azt vehetjiik észre, hogy mindkét estben n 1épés utan sokkal nagyobb
valoszintiséggel lesz az utolsd intervallum a leghosszabb, mint a k-adik leg-
hosszabb (k > 1).

Ezenfeliil mindkét esetben belattam, hogy Q% (oo) egy valoszintségi el-

oszlast definial.
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5. fejezet
Fuggelék

f(s) generatorfiiggvénye.

Egy szimmetrikus véletlen bolyongas soran f(k) annak a valosziniisége,
hogy a bolyongas a k-adik és (k—1)-edik lépés kozott 1épi at a kezdeti szintet.
Legyen f(k) generatorfiiggvénye f(k). Ekkor a kovetkezs mondhato f(k)-rol
[1]:

10. Tétel.
§n
> —P(z, > 0)

1
log _— =
Bizonyitds. Tetsz6leges n-re tekintsiik az els6 n 1épés Osszes lehetséges cikli-

kus permutaciojat. Ezek a kovetkezé alakuak:

(771177711+17 e My My - - 7771/71>

Osszesen n ilyen permutacio van, és egy adott permutaciot azonosithatunk az
els6 1épésének indexével v. Egy v permuticiohoz tartozé bolyongas értékeit
jelslje (20,2, 2.

Vegyiink egy k egész szamot (k < n), és minden permutacio esetén de-
finialjuk az Y valoszintségi valtozot a kovetkezSképpen: Y ) =1, han a
k-adik rekord indexe (20, 2, . .. 2{))-ben, kiilonben Y ) = 0.

v = 1 az eredeti bolyongast definialja, igy P(Y() = 1) = f,(lk), ahol fék) a
k-adik rekord idé eloszlésa. f,(Lk) k darab fliggetlen rekord id6 Osszege, ezért

£ lesz f(s)*-ban s egyiitthatoja.
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Y W)_k azonos eloszlast valosziniiségi valtozok, és csak 0 illetve 1 értéket
vehetnek fel, ezért:

1
fB —EYW)=_"EY!'+...+Y")

n

Konnyen belathato, hogy Y+ -+ Y™ csak a 0 vagy k értéket veheti fel,

emiatt

f<k>—%P(Y1+---+Y”—k)

Rogzitett n-re és k = 0,1,2,...-ra {Y! + .- + Y™ = k} események
kolcsondsen kizaroak, uniojuk pedig az {x, > 0} esemény. Osszegezve k-ra

tehat azt kapjuk, hogy

fB = ZP(x, > 0)

S| =

oo
k=1
Beszorozva s,-nel, és Gsszegezve n-re:

i i%Pxn>O

k=1 n=1

?vIH

Az egyenlet bal oldala megegyezik log #—el, igy megkaptuk a tételben

(s)
szereplG allitast.
m

Binomialis sor.

Tetszbleges v valos szam esetén x binomidlis sora a kovetkezd:

(z+a) = i (Z) o*ar* (5.1)

k=0

v\ (v+1)
(k) S Tk+1DI(v—k+1)

Negativ kitevs és a = 1 esetén azt kapjuk, hogy

- g(—nk(Z) o (5.2)

ahol
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Ennek egy specialis esete a kovetkezs:

(-2 = f: (Uﬁ f;%—l - (5.3)

k=0

Ez a sor |z| < 1 esetén konvergal.

A k-adik leghosszabb élettartam konvergenciija.
Az 1. esetben If(n) jeldli a k-adik leghosszabb rekord élettartamat n 1épés

utan.

6. Allitas. % 11(n) szubadditiv.

_1]

Bizonyitds. k = 1 esetén: Ha a leghosszabb intervallum n + m lépés alatt
teljes egészében az els6 n lépésben talalhato, akkor If(n +m) = l{(n) all
fenn. Ha az utolsé m lépés soran kovetkezik be, akkor I1(n +m) = If(m)
igaz. Ha ez az intervallum koztes pontjaként tartalmazza n-et, akkor egy
része az elsé n lépésbe esik, ez a rész nyilvan < I1(n), a masik része pedig az
utols6 m lépésbe esik, melyre szintén igaz, hogy < If(m). Tehat ez esetben

H(n+m)<l(n)+1U(m). Azaz minden esetben fennall
Hn+m) <Hn)+H(m)

Tetsz6leges £ > 1-re: Ha az els6 k leghosszabb intervallum mindegyike
Fn+m) =38 1(n).
i l(n4m) :ZJ L H(m). Ha
az els6 k leghosszabb intervallum vegyesen talalhatoé az els6 n és utolsé m

teljes egészében az elsé n lépésbe esik, akkor Z

Ha mind az utols6 m lépésbe esik, akkor Z

lépésben is, akkor azok az intervallumok, amik teljes egészében az elsG n
lépésbe esnek nyilvan n-ig is az elsé k leghosszabb intervallumba tartoznak,
igy belekeiilnek Z] v

tes pontként tartalmazza n-et, akkor az az elsé n lépés soran nem biztos,

I1(n) 6sszegbe. Ha van olyan intervallum, ami koz-

hogy bekeriil a k leghosszabb intervallum ko6zé, helyette nagyobb interval-
lum keriilhet be. Igy Zle lf(n) tartalmazza azokat az intervallumokat a

k leghosszabb koziil, amik teljes egészében k-ba esnek, az n-et tratalmazo
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részintervallumnél egy nagyobb vagy egyenl§ intervallumot, illetve tovabbi
intervallumokat, amik az els6 n lépés alatt beletartoznak a k legnagyob-
ba. Tehat Zle lf(n) mindenképp nagyobb vagy egyenld lesz az n + m
lépés alatti k leghosszabb intervallum els6 n 1épésbe es6 részénél. Hason-
16 gondolatmenettel ugyanez igaz az utolsé m lépésre is. Tehat ez esetben
z] U(n+m) < Z] L U(n )4—2‘7 \ l1(m). Azaz minden esetben igaz, hogy

k k
len—I—m §Z Z (m)
[l

A varhato érték monotonitasa és linearitdsa miatt Zj , 1 (n) szubaddi-
tivitasabol kivetkezik ZFl E(l}(n)) szubadditivitasa.

% konvergenciajahoz a kovetkezs allitasra van sziikség:

7. Allitas. Ha a, sorozat szubadditiv, akkor o konvergens.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy m egész szamot ugy, hogy m << n. Ekkor
letezik q és 1 egész szam (r < m), hogy n = mq + r. a, szubadditivitasa
miatt ekkor
an < qQm + Gy
Leosztva n-nel az egyenletet:

n o 90m | O T4O0m | Or
n n n n m n

n =mq+r (r <m) miatt =4 — 1, a—T<maX{‘“+“"‘m*1}—>0,tehét

mqam | Ar _, @m
nm n m
Azaz
. a .. .G
limsup — < liminf —
n—oo T n—oo M
Tehat %= konvergens. O

i Bjm)

Az el6z6 két allitasbdl kovetkezik tehat, hogy ) konvergens min-

den k-ra. Mivel E(l{(")) és E(l{(")HE(lé(n)) is konvergens ezért @ is kon-

vergens, ...stb. Igy minden k-ra belathato hogy konvergens
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