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1. Bevezetés

A kvantummechanika nemkontextuédlis rejtett-paraméter elméleteit kizar6 konfi-
guraciok irant folyamatos az érdeklédés. Ez kiilondsen igaz a Pauli-csoportbol
pont-egyenes geometriaként elobukkand konfiguracidkra, amelyek koziil a legis-
mertebbek a Mermin-négyzetek és a Mermin-pentagrammék [6].

Az ilyen konfiguracioknak a vizsgalata soran gyakran adddnak olyan esetek,
amikor valamilyen {1,...,n} halmaznak a k-elemii részhalmazai bukkannak el6;
lasd pl. [5]. A dolgozatban az eddigi mddszereink és a kényelmes kombinatorikus
modszerek kapcsolatanak a matematikai hatterét szeretném tisztazni. Ebben a fi-
zikusak altal kevésbé ismert Veldkamp-egyenesek fontos szerepet kapnak. A kom-
binatorikus megkozelités nem teljesen 1j, de valamiért mégsem terjedt el a témaval
foglalkoz6 fizikusok kozott, pedig nyilvanvald elonyei miatt jelentésen megkonnyiti
a vizsgalddast, foleg ha viszonylag sok qubittel kell dolgoznunk.

Szeretnék koszonetet mondani a csaladomnak a megértésért és hogy megterem-
tik a lehetoséget, hogy a tudoméannyal foglalkozhassak, Vrana Péternek a biraldi
feladat elvallalasaért, végezetiil pedig Lévay Péter konzulensemnek a kitartasaért
és a tamogatasaért.

2. A Pauli-csoport szimplektikus strukturaja

Ez a szakasz tobbnyire az [5] munkdbdl merit, az egyes részek viszonylag kevés
modositassal lettek dtvéve; lasd még [4]. Tehat az ismertetett gondolatok nem
ujak, viszont a teljesség miatt itt kell lenniiik, és az Gj megkozelitéssel is érdemes
Oket, 0sszehasonlitani.

Egy véges dimenziés H Hilbert-tér altal leirt kvantum rendszer megfigyel-
heté mennyiségeit a H-n értelmezett onadjungalt operatorok reprezentaljak. Egy
rogzitett H-beli bazisban minden ilyen operatornak a métrixa hermitikus. Kétélla-
pott kvantum rendszer, vagy elterjedtebb nevén: qubit esetén 2 x 2-es matrixokroél
van sz6, és az altaluk kifeszitett vektortérnek egy bézisa {I, X, Z,Y}. Itt [ a2 x 2
egységmatrix, és X, Z és Y a harom Pauli spin mdtriz, melyek definiciéja

X:((l) é) Z:<(1) _01> Y:iXZ:(? Bl> (2.1)

A tovabbiakban egy N darab qubitbol all6 kvantum rendszer megfigyelheto
mennyiségei koziil azok lesznek érdekesek, amelyek matrixai az I, X, Z és Y
métrixok N-szeres Kronecker-szorzatai. Ezeket a 2V x 2V-es matrixokat N -qubit



Pauli-operdtoroknak hivom, és legtobbszor a kifejezésiikbol elhagyom a ,®” jelet,
példaul X ® I ® Z helyett csak annyit irok, hogy X1Z.

Az N-qubit Pauli-operatorok altal generalt csoport
Py ={sA1As.. . Ay|s=+x1,41, A, =1, X, 2, Y}, (2.2)

és ennek a neve: N-qubit Pauli-csoport. Py centruma
Z(Pn) = {sly|s = +1,+i} (2.3)

ahol Iy a 2V x 2N-es egységmatrix. Z(Py) megegyezik Py-nek a [Py, Py] kom-
mutdtor-részcsoportjaval, ezért a Py /Z(Py) faktorcsoport Abel-féle. Ismert, hogy
Pn/Z(Pn) elemei

(sA1Ag. Ax|s = £1, +i} (2.4)

alaku ekvivalenciaosztalyok. Mindegyik osztalybdl reprezentansnak az A;As... Ay
Pauli-operatort célszert kivéalasztani.

Kovetkez6 1épésként nézzitkk Py a szimplektikus vektortér struktirdjat. (2.1)
alapjan, egy tetszéleges A = sA;...Ay € Py csoportelem gy irhatd, hogy
A= (iZiet) Xz g . XN 2N, (2.5)

ahol az X, illetve Z métrixok kitevéi 0 vagy 1 értéket vehetnek fel, és az i ki-
tevOjében szerepl6 szumma a természetes szamok N halmazan értelmezett szummat
jelenti. (2.5) azt mutatja, hogy a

(8,a1, ..., an, by, ..., by) (2.6)

rendezett 2N + 1-es egyértelmiien azonositja az A csoportelemet. A 2N + 1-es els6
elemét, azaz s-et elhagyva egy

r = (al, ...,CLN,bl, ...,bN) S ZgN (27)

vektor adédik. Ez az @ vektor az A;...Ay Pauli-operatort azonositja, igy azonositja
az Aj...An-et tartalmazé Py /Z (Py)-beli ekvivalenciaosztalyt is. Az utébbit jeldlje
(x). Gyakran a vektorokat, amilyen (2.7) is, szemléletesebb N-qubit Pauli-opera-
torokként kifrni 0-k és 1-ek 2N hosszu sorozata helyett. Példdul, a (2.5) formulaval
osszhangban, (1,1,0,0,1,1) ekvivalens azzal, hogy XY Z.

Az X és Z Pauli-matrixok teljesitik azt, hogy

ZX=-XZ b6 X*=7*=1. (2.8)



Emiatt, az A, A" € Py métrixok AA" szorzatara (2.6) gy néz ki, hogy
<Ss’(_1)zia§bi,a1 +all,...,bN+b/]V) , (29)

ahol ,+” a modulo 2 Osszeadést jelenti, ami nem mas, mint a Zs-beli osszeadas.
A (2.9) formulabdl latszik, hogy a Py /Z(Py)-beli csoportszorzds a 73N -beli vek-
tordsszeaddst indukdlja: ha A € (x) és A’ € (o),

AA e (x+ o). (2.10)

A (2.9) formulabdl az is latszik, hogy A és A’ akkor és csak akkor kommutadl,

ha
N

> (abj — ;) =0 mod 2, (2.11)
i=1
ellenkez6 esetben a két matrix antikommutal. (2.11) bal oldala egy nemdegeneralt,
ferdén szimmetrikus bilinedris format indukal a Z3" vektortéren':

N
() ZN x 72N = 7, (@, 2') = (ail} + biay) (2.12)

i=1

Altaldnosan, egy nemdegeneralt, ferdén szimmetrikus bilinearis format szimp-
lektikus formanak, és egy ilyennel ellatott vektorteret szimplektikus vektortérnek
hivnak. Tehdt a Z3V vektortér a (2.12) szimplektikus formdval elldtva egy Zs
feletti szimplektikus vektorteret alkot, amit a tovabbiakban Vi jelol.

(-,-) azt jelenti, hogy ha adottak az (x), (') € Py/Z(Pn) ekvivalenciaosztalyok,
ahol x, &’ € Vy, egy tetszileges A € (x) matrix akkor és csak akkor kommutél egy
tetszOleges A’ € (') matrixszal, ha (x,x’) = 0, azaz, ha x és &’ ortogonalisak.

Egy y vektorra ortogonalis & vektorok halmazat y perp-halmazanak hivom, és
Cy-nal jelolom. Cy a Vy-t Zo-re képezd & +— (x,y) linedris fiiggvény magtere,
emiatt, nemnulla y esetén, Vy-nek egy 2N — 1-dimenziés altere. |C,| konkrét
értékei megtalalhatok a C Fiiggelékben.

3. Kvadratikus formak és kvadratikus feluletek

Egy szimplektikus forma, példaul (2.12), a @ : Viy — Zs kvadratikus formahoz
asszocidlt bilinedris forma, ha minden x, ' € Vy-re teljesiil, hogy

(,2') =Q(x) + Q') + Q(x + x'). (3.1)

'Emlékeztetd: —1 = +1 mod 2, vagyis Zs-ben. Emiatt a ferde szimmetria is szimmetridra
redukalédik.




Ha (3.1) teljesiil Q-ra, akkor az aldbbi kvadratikus formara is teljesiil:

Qy(x) = Q(z) + (z,y)*,  y€e V. (3.2)
Mivel (x,y) € Zs, a négyzetreemelés elhagyhato.

3.1. Lemma. Az y — @Q, leképezés egy bijekcio Vy és a (3.1) tulajdonsdgot
kielégité kvadratikus formdk halmaza kézott.

Bizonyitds. Ha egy @' kvadratikus formara (3.1) igaz,
Qx+ )+ Q'(z+ ) = Q@) + Q'(z) + Q(z) + Q'(z). (3:3)

Ez azt sugallja, hogy érdemes a

p:Vn = Ls,  px) =Qz)+ Q' (), (3.4)
vizsgalni, amely Q # @' esetén nemtrividlis, és valamely nemnulla y vektorra
o(x) = (x,y). Ezt behelyettesitve a (3.4) formuldba adédik, hogy Q' = Q.
Nyilvanvaléan, Q" = @ a o nullvektor képe az y — @, leképezés szerint. O

A @ kvadratikus forma egy H kvadratikus feliiletet hataroz meg, ami nem mas,
mint a Q(x) = 0 egyenletet kielégité a vektorok halmaza. (3.1) dtrendezésével és
(3.2) alkalmazdsdval adddik, hogy

Qy(x) =Q(y) + Q(z +y). (3.5)

Ebbdl kovetkezik, hogy a @), dltal meghatarozott H, kvadratikus feliilet igy irhato:

H hayeH,
g, =Y ey (3.6)
y+H hayd¢ H.
Itt S az S C Vi vektorhalmaz Vy-re vett komplementere, és
y+S={y+xlxecS}. (3.7)

Az S+ S és S — y + S fiiggvények egymassal felcserélhetd involiicidk, emellett
|S| = 4" —|S| és ly + S| =1|9]. (3.8)

Mivel Q(y) = Qy(y), ami miatt y € H < y € H,, H kifejezhet6 gy, hogy

(3.9)

" y+H, hayec H,,
y+H, hay¢ H,.
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A 3.1. lemmabdl és a (3.6) és (3.8) formulakbdl kovetkezik, hogy szdmossag
szerint osztalyozva legfeljebb két tipusu kvadratikus feliilet 1étezik. Az alabbiakban
egy robusztusabb osztalyozast fogalmazok meg, és ehhez felhasznalom a maximaélis,
paronként ortogondlis vektorhalmazok, azaz a Lagrange-alterek fogalmat. Végiil
ki fog deriilni, hogy a két osztdlyozas ekvivalens.

Mindenekel6tt bevezetek néhany fogalmat. Jelolje W+ azoknak a vektoroknak
az alterét, amelyek a W altér minden vektorara ortogonalisak:

Wt ={x|W < C,}. (3.10)

W izotrép, ha W C W+, azaz ha a vektorai paronként ortogonalisak, és Lagrange-
altér, ha W+ = W. A szimplektikus forma nemdegeneraltsdga miatt

dim W + dim W+ = dim Viy = 2N, (3.11)

kovetkezésképpen minden Lagrange-altér N-dimenzios.

Tegyiik fel, hogy H a @ kvadratikus forma &altal meghatérozott kvadratikus
felillet, és U C H egy Lagrange-altér. Legyen y ¢ U, és legyen ¢ az « — (x,y)
leképezés U-ra vett megszoritasa. Mivel y nemnulla és U maximalis izotrép, ¢
nemtrivialis, igy a magtere,

kerop =UNC, <U, (3.12)

egy N — 1-dimenzids izotrép altér. Minden & € U \ Cy-ra (3.1) ugy alakul, hogy

Qlx +y) = Q(z) +Q(y) + (z,y) = 1+ Q(y). (3.13)
e —

Ezért minden y ¢ H-hoz tartozik 2¥~1 darab & +y € H \ U vektor, és minden
y € H \ U-hoz tartozik 2¥~! darab « +y ¢ H vektor. Mivel U C H C Vy, ebbdl
kovetkezik, hogy

lVN|—|H|:lH|—|Ul. (3.14)

=|[Vn\H] =|H\U|

Atrendezve és behelyettesitve az ismert szamossagokat adodik, hogy
1 1
[H| = S(Vil+ U]) = 522V +2%) =2V 12V 41, (3.15)

Tekintstik ismét a H kvadratikus forméat és az U C H Lagrange-alteret. Legyen
ye H Haye U, mively+U =U,U C Hy,. Hay ¢ U, az y vektor és az
U N Cy izotrép altér egy y-t tartalmazé U’ Lagrange-alteret feszit ki. Mint elébb,



U' C H,. Tehét, ha y € H, létezik U' C H, Lagrange-altér. Az eléz6 bekezdés
eredményébdl, de a (3.6) és (3.15) formulakbdl is kovetkezik, hogy

|H,| =21 (2N +1). (3.16)
Tovabbé, ha z ¢ H, egyetlen Lagrange-altér sem lehet H, részhalmaza, mivel

|H,| =2N"12N —1). (3.17)

Mindezekbol az a kovetkeztetés vonhato le, hogy eqy H kvadratikus feliletnek
valamely Lagrange-altér a részhalmaza akkor és csak akkor, ha |H| = 2N"1(2N +1).
Ha az utobbi igaz, a H kvadratikus feliilet hiperbolikus, kilonben elliptikus. A
hiperbolikus, illetve az elliptikus feliileteken 16v6 vektorok szamat (3.16), illetve
(3.17) adja meg. Konkrét értékek a C Fiiggelékben talalhatok.

Nem téveszthetd szem eldl, hogy a fenti megallapitas a H kvadratikus feliilet
és az U C H Lagrange-altér 1étezésébol kovetkezett. Tobbek kozt a kételyek el-
oszlatasa céljabdl is érdemes megvizsgalni egy olyan Qg kvadratikus format, amely
a Pauli-operatorok szimmetridjaval van kapcsolatban [4].

Egy () € Py/Z(Pyn) ekvivalenciaosztdly négy, egyszerre szimmetrikus vagy
antiszimmetrikus matrixot tartalmaz. Mivel I, X és Z szimmetrikusak, és Y an-
tiszimmetrikus, az (x)-beli matrixok szimmetridja attdl fiigg, hogy a reprezenténs
Pauli-operator tenzorszorzat alakjaban 1évo Y-ok szama paros vagy paratlan. Ezért,
ha az sszeget modulo 2 Osszegként értelmezziik, i kitevéje a (2.5) formuldban a
négy matrix szimmetridjat tikrozi. A kitevé a (3.1) tulajdonsdgot kielégité Qg
kvadratikus format hatarozza meg:

QO VN = 2o, Qo(w) = Zazbz (318)

A fentiek értelmében az (x) ekvivalenciaosztdly akkor és csak akkor tartalmaz
szimmetrikus matrixokat, ha Qq(x) = 0.

A Hj kvadratikus feliilet hiperbolikus, mivel tartalmazza az 6sszes
T = (al,...,aN,O,...,O), a; € Lo (319)

alaku vektort, és ezek egy U C H, Lagrange-alteret feszitenek ki. A vektorokhoz
tartozé (x) ekvivalenciaosztélyok elemeinek az alakja:

sXU . @XW, 5=l +i (3.20)



Tehét, ha Vy szimplektikus formdjat a Py-beli kommutéaciés reldcidk indukaljak?,
Pn/Z(Pn) szerkezete garantdlja, hogy létezik olyan H kvadratikus feliilet, amely-
hez létezik U C H Lagrange-altér; ez a kvadratikus feliiletek osztalyozasahoz kell.
Hogy ez miikédjon, Vy és Py /Z(Pn) kozott alkalmas megfeleltetési szabalyokra
van sziikség; a (2.5) és (2.7) formuldk altal leirt szabdly ilyen.

4. Geometridk és geometriai hipersikok

A pont-egyenes geometriak fogalmanak az ismertetése elott osszefoglalok néhany
halmazelméleti eredményt. Legyen X egy nemiires halmaz. Egy A C X halmaz
karakterisztikus figguényét tgy definidlom, hogy

(4.1)

0 haxeA,
XA 1 X — Zo, XA(JU):{

1 hazxd¢ A

Példaul, a 3. szakaszban a () kvadratikus forma a H feliilet karakterisztikus fliggvé-
nye. Az X halmaz 2% hatvdnyhalmazdn értelmezett halmazelméleti reldcidk és
miiveletek karakterisztikus fliggvényekkel az alabbi médon fejezhetdk ki:

A Xz =1+ xa, (4.2a)
AUB: XAUB = XAXB, (4.2b)
ANB: XAnB = XA+ XB + XAXB: (4.2¢)
AAB: Xaap =1+ xa+ Xa, (4.2d)
ACB: XAXB = XB- (4.2e)

2%_en értelmezhetd egy djabb fiiggvény, amit [8] szerz6i Veldkamp-osszegnek

hivnak:
AxB=AAB XAxB = X4 + XB- (4.2f)

A masodik formulabdl latszik, hogy barmely x € X az A, B és A x B halmazok
koziil vagy mind a haromban benne van, vagy pontosan az egyikben van benne.
Ez X-nek egy felosztasat hatarozza meg. Kovetkezésképpen, egyrészt,

ANB=AN(A*B)=BN(AxB)=ANBN(AxB), (4.3)

masrészt pedig
|A| +|B| + |A* B| = |X|+2|AN B|. (4.4)

2Lésd a 2. szakasz végét.



Ha A,B# X, ANB # (), és sem A C B, sem B C A nem teljestl, a

A, B, Ax B, A,B,Ax B, A, B,Ax B, A B ,AxB (4.5)

vektor-harmasok X-nek ugyanazt a felosztasat adjak. A harom halmaz metszetét
magnak nevezem. Példdul, as els6 harmas esetében a mag ANB. A 4.1. dbra a fel-
osztast és az osztalyok szerepét mutatja mindegyik esetre. A szinek az osztalyokat
azonositjak, a kozépsé haromszogek pedig a magokat reprezentaljak.

A B A B A B A B
:A*B :A*B :A*B :A*B

4.1. dbra. X-nek a Veldkamp-0sszeggel kapcsolatos felosztasa

A tovabbiakban két, Z, feletti, 2% alaphalmazt vektorteret fogok vizsgalni. Az
els6 (2%, A\); ebben a vektorosszeg a A szimmetrikus differencia, és () a nullvektor.
A miésodik (2%, %); ebben a vektordsszeg a * Veldkamp-osszeg, és X a nullvektor.
Mi tébb, A — A egy bijektiv linedris leképezés a két vektortér kozott, ugyanis

AxB=AAB=ANAB. (4.6)

Egy pont-egyenes geometria® egy T' = (P, L, I) hdrmas, ahol P a pontok hal-
maza, L az eqgyenesek halmaza és I C P x L az incidenciarelacio. Egy p € P pont
és egy | € L egyenes illeszkedését pll fejezi ki. Az [ egyenessel illeszkedd pontok
I(1) halmaza az [ pont-drnyéka*, és a p ponttal illeszkedd egyenesek I(p) halmaza
a p egyenes-drnyéka®, amit sugdrsornak®, is neveznek.

Egy pont-egyenes geometridban a kovetkezo axiomak teljestilnek:

1. nincsenek kettozott egyenesek, azaz nincs két kiillonbozo [ és k egyenes, ame-
lyekre I(l) = I(k). Emiatt minden [ egyenes az I(l) pont-drnyékaval ekvi-
valens, és az L egyenesek halmaza 27 részhalmazaként tekinthets. pll tehét
ugyanazt jelenti, mint p € [.

2. minden [ € L-re |l| > 2.

3 Az angol nyelvii elnevezések: point-line geometry [10] és line space [1].
4Angol nyelvii elnevezés: point-shadow.

5 Angol nyelvii elnevezés: line-shadow.

6 Angol nyelvii elnevezés: pencil of lines centered at p.



Két vagy tobb pont kollinedris, ha valamely | € L egyenessel mind illeszkednek,
és pdronként kollinedrisak, ha barmely kettd koziiliik kollinearis, de az 6sszestikkel
egyetlen [ € L sem illeszkedik. Egy p € P-vel kollineéris pontok halmazat, amelyet
esetenként p perp-halmazdnak is neveznek [8], pt jeldli.

Az A C P dltal kifeszitett pont-egyenes geometria I'(A) = (A, L(A), €), ahol
LA)={InA|le L, INA| >2}. (4.7)

['(A), vagy csak A, I'-nak egy altere, ha L(A) C P, azaz, ha minden [ € L-re
|lN A| > 2-bél kovetkezik, hogy | € L(A), és ennek megfelelden | C A. I'-nak egy
H geometriai hipersikja egy (valédi) H # P altere, amelyre minden [ € L esetén
igaz, hogy I N H # (). Vagyis minden [ € L vagy egy pontban metszi H-t, vagy
H-nak a részhalmaza.

Ertelmezem az aldbbi fliggvényt L-en:

Ya i L — Zo,

0 hal egy pontban metszi A-t vagy [ C A,
Ya(l) = { (4.8)

1 egyébként.

Szemléletesen, v4(l) = 1 azt jelenti, hogy [ ,itjaban all” A-nak, hogy az geometriai
hipersik legyen. v4 egy A(A) egyeneshalmaz karakterisztikus fliggvénye, ami egy

A 2P ol AA) ={l € L|va(l) = 0} (4.9)

leképezést definidl. Trividlisan, A(P) = L és A(0) = 0, és ' minden H geometriai
hipersikjdra A\(H) = L. Ha egy A # P ponthalmazra és egy K egyeneshalmazra
K C \(A) teljesiil, A egy geometriai hipersik K-ra nézve.

Tegyiik fel, hogy I' minden egyenesével pontosan harom pont illeszkedik, és
ennek megfeleléen az egyenesek {x,y,z} alakiak. Ebben a specidlis esetben 74
ugy irhato, hogy

Ya(l) = xa(z) + xaly) + xa(2), (4.10)

és konnyt belatni, hogy teljesiilnek az alabbi relacidk:

AA) = A(A), (4.11a)
AA x B) = MA) x A(B), (4.11b)
MA A B) = MA) A X(B). (4.11¢)

(4.11b), illetve (4.11c) alapjdn kovetkezik, hogy X : (2, %) — (2L, %), illetve
A (28, A) — (28, A) linedris leképezések. Az egyértelmiiség céljabdl az aldbbi
jeloléseket hasznalom:

ker, \ = {A C P|\(A) =L}, kera A = {A C P|\(A) = 0}. (4.12)
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A képtere esetén ez a probléma nem mertil fel:
A2PY < (2F%) & A2D) < (28 D). (4.13)

Mivel a {p} egyelemfi halmazok bézist alkotnak (27, A)-ban, az I(p) = A({p})
sugarsorok halmaza A(2F) bazisa (2L, A)-ban. Emellett, az A +— A leképezés
bijektiv és linedris (27, A) és (27, %) kozott, valamint (24, A) és (2%, %) kozott.

Kovetkezik, hogy a {p} szingleton-komplementerek halmaza (27, x) bdzisa, és az
I(p) sugarsor-komplementerek halmaza \(2F) bdzisa (2L, x)-ban.

5. Az N-qubit Pauli-csoport Veldkamp-tere

Mivel ebben a szakaszban csak specidlis esetek lesznek érintve, a Veldkamp-tér
fogalma a kovetkez6képpen definidlhaté”. Legyen H egy I' = (P, L, I) pont-egyenes
geometria geometriai hipersikjainak a halmaza, és legyen Hy azoknak a Hy N Ho,
Hy, Hy € 'H metszeteknek a halmaza, amelyekre teljesiil, hogy

HlﬂHQQH:>H1ﬂH2:HﬂH1:HﬂH2, VH € H. (51)

[’ Veldkamp-tere a (H,Hz, D) pont-egyenes geometria, és ennek a pontjait, illetve
egyeneseit Veldkamp-pontoknak, illetve Veldkamp-egyeneseknek nevezik.

Feltételezem, hogy Hy C Hy semelyik Hy, Hy € H-ra sem teljesiil, és minden
H, N Hy € Hy metszetre és p pontra egyértelmien létezik H € H ugy, hogy p € H
és Hy N Hy, C H. Igy minden Veldkamp-egyenes P-nek egy felosztdsdt hatdrozza
meg, amelynek H; N Hy egy osztalya. Az utébbit magnak nevezem.

Ha V = H U {P} zart a * Veldkamp-6sszegre, a Veldkamp-egyenesek halmaza
egybeesik a (V, x) vektortér projektiv egyeneseinek a halmazaval. Ez azt jelenti,
hogy minden Hy, Hy € H-ra létezik egy Veldkamp-egyenes

{Hl,Hg,Hl*HQ} (52)

pont-arnyékkal, és mas Veldkamp-egyenesek nincsenek.

Ezek utédn legyen Gy = (P, L,€) az a pont-egyenes geometria, amelynek a
pontjai, illetve az egyenesei Vy nemnulla vektorai, illetve projektiv egyenesei. Az
utobbiak

l={z, ',z +a'}, x#a, xz,x' € Vy \ {o} (5.3)

"Az Olvasé a teljes elméletet, az itteni feltételezések sziikséges feltételeivel egyiitt, megtalalja
az [1] vagy [10] mlben. Ahogy [8] szerzéi is kiemelik, [1] definiciéi [10] definicidindl kevésbé
korlatozok.
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alaki halmazok. Mivel Vx-bdl, és ennek megfeleloen a Py N-qubit Pauli-csoportbdél
bukkan el6, Gny-t Py pont-egyenes geometridjinak hivom.

Mivel harom kollinearis vektor paronként ortogonalis vagy paronként nemorto-
gonalis, zotrop és hiperbolikus egyenesek kiilonboztethetok meg. Példaul, a fenti
[ egyenes (x,x’') = 0 esetén izotrdp, kiilonben hiperbolikus. Az izotrdp, illetve hi-
perbdlikus egyenesek halmazat jelolje Lig,, illetve Lyy,. Természetesen, Lyy, = Liso,
és ez forditva is igaz.

Tekintstuk a
{@7 Liso; Lhyp; L} S (2L7 *) (54)

linedris altér 6sképét:
V = A", Liso, Luyp, L} < (27, %), (5.5)

ahol A a (4.9) formuldval definialt leképezés. Mivel V zart *-ra, felépithet6 beléle
egy Vn pont-egyenes geometria, amelynek a ponthalmaza V \ {P}, és az egyene-
sei (V,x) projektiv egyenesei. Annak ellenére, hogy az igy kapott Vy-nek csak
bizonyos pontjai geometriai hipersikjai Gy-nek, a tomorség kedvéért® Vy-t Py
Veldkamp-terének, egyeneseit pedig Py Veldkamp-egyeneseinek fogom hivni.

Leghamarabb a V-beli ponthalmazokat hatdrozom meg. Elészor is, egy A(A) =
L-et teljesito A € V halmaz x4 karakterisztikus fliggvényére igaz, hogy

xa(x) + xa(@') + xalz + ') =0, x,x' € P=Vy\{o0}. (5.6)
Ebbél latszik, hogy xa egy linedris leképezés, és emiatt valamely” y € Vy-re
xa(@) = (z,y). (5.7)
Kovetkezésképpen, A = C,. Mésodszor, ha A\(A) = L,
xa(@) + xalx') + xalz + ') = (z,2'), x, ' € P (5.8)

@’ helyébe x-et helyettesitve adédik, hogy xa(o) = 0. Igy ya egy, a (3.1)
osszefliggést kielégité kvadratikus forma, és A az altala megadott kvadratikus
felillet. Harmadszor, (4.11a) alapjan, ha A(A) = Lyyp, valamely H kvadratikus
felilletre A = H. Végiil, szintén (4.11a) alapjan, ha A(A) = 0, valamely y € Vy-re
A = C,. Mivel ezeknek az allitdsoknak a forditottja is igaz, A"H(L), A~ (Liso),
AN (Lyyp), dlletve X=1(0) a perp-halmazok halmazdval, a kvadratikus feliletek hal-
mazdval, a kvadratikusfeliilet-komplementerek halmazdval, illetve a perp-halmaz-
komplementerek halmazaval esik egybe.

8 A hasonlésagok ellenére ez a definicié jelentdsen eltér a Veldkamp-tereknek és a Veldkamp-
egyeneseknek [1] és [10] miivekben taldlhaté definiciditdl.
YVegyiik észre, hogy y = o lehetséges, mivel y most nem Gy pontjaként szerepel.
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Ezutdan Py Veldkamp-egyeneseit hatdrozom meg. Mivel ezek (V, %) projektiv

egyenesei, és (5.2) alakuak, ehhez elég lesz a V-beli * vektordsszeadas szabélyait

lefektetni. (4.2f) és a szimplektikus forma bilinearitdsa alapjan'®,

Cp % Cy = Crpy. (5.9)
Hasonléképpen, (3.2) és (4.2f) Osszehasonlitasabdl,
Ho* C,y = H,. (5.10)

H, egy onkényesen kivalasztott kvadratikus feliilet, példaul az, amelyet a Pauli-
operatorok szimmetridja definidl (3. szakasz). Igy a x-ra vonatkozd szabélyok:

Cw*Cy:Hw*Hy:Cw*ay:ﬁw*Fy: z+y> (511)
Cm*ay:Hw*ﬁyzam—f—y- .
Ebbél latszik, hogy A (Liso), A (Liyp) és A7H(0) a
ker, A = A"N(L) (5.12)

altér harom mellékosztdlya V-ben. Aszerint, hogy hogyan metszik ezt a négy
halmazt, a Veldkamp-egyenesek ot tipusba sorolhatok, és ezek reprezentansai

{Cw7Cy7Cw+y}7 {Hmtu70w+y}7 {Hanﬁyuéaﬂry} )

e e (5.13)
{C:B7Cya0w+y}a {H:l:aHy7O:B+y}

alaktak. A71(Liso) 6s A1 (Lyyp) a kvadratikus feliiletek tipusa szerint tovabb bont-
haté (3. szakasz), és a kvadratikus feliileteket is tartalmazé Veldkamp-egyenesek
altipusokba sorolhatok. A késGbbiekben részletesen targyalt altipusok:

{HY HS Cory}, {Hy H,,Cory}. {HS H, Cory}. (5.14)

Néhany egyszerii, a V \ { P} elemei kozt fennallé6 metszési viszonyokkal kapcso-
latos tény megkaphaté a (4.4) és (5.11) formuldkbol. Példaul, a (4.4) formulét a
Hy x Hy = Cgpyy Osszefiiggésre alkalmazva adddik, hogy

|Hy| + |Hy| + |Coiy| = V| + 2|Hzx N Hy|. (5.15)

Mér lattuk, hogy ha = # vy,

1
|Cpiy| = §yvNy = oN—1oN, (5.16a)

Az (5.9) formuldbdl latszik, hogy az @ — Cy, leképezés egy Viy — V bedgyazés.
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(3.16) és (3.17) alapjan H, és H, elemszdma gy irhatd, hogy

_2N+04

_ 2N+
‘Hy’ = 2N 1(2N +B> = 2—N’Cw+y" (516C)

ahol «, f = +1. Ezeket az (5.15) formuldba helyettesitve ad6dik, hogy

12V +a+
[He N Cory| = |He N Hy| = 55— [Coryl

124 a+p
2 2V 4a

(5.17)

| Ho|.
Az els6 egyenldség (4.3) kovetkezménye. Vegyiik észre, hogy

1. |Cgiyl egylitthatdja akkor és csak akkor 1, ha N =1¢ésa =/ =1,
2. |Hy| egyiitthat6ja akkor és csak akkor 1, ha N =14és f = —a = 1;

3. |Cety| egyiitthatdja akkor és csak akkor 0, ha N =1ésa == —1.
Ezek az alabbi mdédon értelmezhetok:

1. Cgpyy € H, akkor és csak akkor, ha N =1, H, hiperbdlikus és y € H,.

2. Hy C H, akkor és csak akkor, ha N =1 és H, elliptikus. H, C Cgyy-1a
ugyanez a feltétel érvényes. H,, sziikségszertien hiperbdlikus, mivel & # vy,
és N =1 esetén csak egy elliptikus kvadratikus feliilet 1étezik.

3. Az (5.17) formuldban a két metszet akkor és csak akkor iires, ha N = 1, és
H, és H, is elliptikusak. A fenti okok miatt az utébbi lehetetlen.

A maradék metszési viszony ezekbél azonnal kovetkezik. Végiil azt lehet mondani,
hogy, az N = 1 elfajult eset kivételével, V\ { P}-nek két kiilonbozé Hy és Hy eleme
mindig metszi eqymast, és Hy soha nem részhalmaza Hy-nek.

A 4. szakasz végén érintve volt, hogy A(27) nem a teljes 2F. Ez az allitds Gy-re
tovabb pontosithat6: barmely A C P-re A(A)

Liw CAMA) CL  és Ly, CAMA)CL (5.18)

koziil egyiket sem teljesiti. Ez a [11] munkdban bizonyitott, azonban most egy
altalanosabb eredménybdl kovetkeztetem, mégpedig abbdl, hogy
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5.1. Tétel. Ha ya rigzitett Liso-n, va(l) legfeljebb egy | € Lyy,-re vdlaszthaté meg
szabadon, €s ugyanez Liso-t €s Lyyp-et felcserélve is igaz.

Az 5.1. tétel bizonyitasa felhasznalja Pasch axiomajat, amely N > 2 esetén
teljestil Gy-ben, és amely miatt barmely harom x, y és z linedrisan fiiggetlen
vektor egy Q teljes négyoldalt vagy Pasch-konfigurdciot feszit ki (5.1. dbra). Az
x, y és z vektorok paronként kollinearisak, és rajtuk kivil még harom, paronként
kollinearis vektor-harmas talalhaté Q-ban:

T, r+y, T+ 2z, Y, r+y,y+z zZ,x+zYy+z. (5.19)

Ez a négy pont-hdrmas Q-ban ekvivalens, és barmelyikiik O-t fesziti ki.

Y y+z s =z

5.1. dbra. Az x, y és z altal kifeszitett Gy-beli Pasch-konfiguracié

A Pasch-konfiguraciokbol adédé Gy-beli megszoritdasok a kovetkezok. Egy Q
Pasch-konfiguracio [y, ..., 4 egyeneseire igaz, hogy

4

> vl =0, ACP (5.20)

=1

mivel @ minden p pontja két egyenesre illeszkedik, és igy minden y4(p) kétszer
szerepel a szummadban; lasd (4.10). Egy masik fontos kérdés az izotrép és hi-
perbolikus egyenesek Q-beli eloszlasa. A harom lehetséges esetet az 5.2. dbra
mutatja.

Legyen két izotrép (hiperbdlikus) egyenes, [ és k, szomszédos, és fejezze ezt
kil ~ k, ha | és k olyan Q Pasch-konfiguracié egyenesei, amelynek a mésik két
egyenese hiperbolikus (izotrép). Példaul, az 5.2 (b) dbran [ ~ k ésl' ~ k. [ és k
kapcsolodnak, ha 1étezik izotrép (hiperbdlikus) egyenesekbél allé

L=1o, L, o, L=k (5.21)

sorozat ugy, hogy l;_1 ~ l;, i = 1,...,n. Kissé visszaélve a jeloléssel, ugyancsak
[ ~ k-val fejezem ki azt is, hogy [ és k kapcsoldodnak. Trivialis, hogy ~ egy tranzitiv
relacié L-en.
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izotrép egyenes ——— hyperbdlikus egyenes

5.2. abra. Izotrép és hiperbdlikus egyenesek Pasch-konfiguraciokban

Legyen valamely [ € Lyy,-re v4 rogzitett az {l} U Lis, halmazon, és legyen
l ~k € Lyyp. Az (5.20) formulat alkalmazva arra a Pasch-konfiguraciéra, amely
miatt az (5.21) formuldban | = [y és [; szomszédosak, adddik, hogy v4(l1) rogzitett.
Ez v4(l2)-re is megismételhetd, és igy tovabb, egészen v4(l, = k)-ig. Levonhat6
az a kovetkeztetés, hogy minden k ~ l-re vy4(k) rogzitett. Az érvelés Ly, és
Lyy, felcserélése utan is érvényes. Ezért, az 5.1. tétel bizonyitasdhoz elég annyit
megmutatni, hogy barmely két izotrép (hiperbdlikus) egyenes kapcsolodik.

5.2. Lemma. Bdrmely két kilonbiozd, de eqy kézds ponttal illeszkedd izotrdp (hi-
perbdlikus) egyenes kapcsolodik.

Bizonyitas. Legyen a két egyenes [ és k, és legyen @ € [ Nk. Ha [ és k hi-
perbolikusak, a szimplektikus forma bilinearitdsa miatt 1étezik y € [ és z € k gy,
hogy (y,z) = 0. Ekkor x, y és z egy olyan Pasch-konfiguraciét feszitenek ki,
amilyen az 5.2 (b) abran is lathat6. Kovetkezésképpen, [ ~ k.

A két izotrop egyenes esete csak akkor problémésabb, ha N > 3, és minden
y € l-re és z € k-ra (y,z) = 0. Ekkor @ és barmely y € [\ {z} és z € k\ {x} az
5.2 (a) dbran lathaté Pasch-konfigurdaciot feszitik ki, amelynek a pontjai paronként
ortogonalisak.

Mivel Cp N Cy és Cp NC, a 2N — 1-dimenzids C altérnek 2N — 2-dimenzids
alterei, C, N Cy N C, dimenziészdma 2N — 3, és emiatt hdrom mellékosztdlya van
Cg-ben. Ezen mellékosztalyok valamelyike nem metszi sem Cy-t, sem C,-t, igy a
beldle valasztott v vektor teljesiti azt, hogy

(y,v) = (z,v) =1 és (x,v) = 0. (5.22)
Kapjuk, hogy | ~ {x,v,x + v} ~ k; 1l4sd 5.3 (a) dbra. ]

Namarmost, ha [ és k diszjunkt izotrép egyenesek, azaz nem illeszkednek egy
kozos ponttal, a szimplektikus forma bilinearitasa miatt minden x € [-re létezik
y € k gy, hogy (x,y) = 0. Ekkor, az 5.2. lemma alapjén, [ ~ {x,y,x +y} ~ k.
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izotrép egyenes ——— hyperbdlikus egyenes

5.3. dbra. Kapcsolédo egyenesek specidlis esetei

Ha [ és k diszjunkt hiperbdlikus egyenesek, két lehetdség allhat fenn. Ha vala-
mely y € [-re és z € k-ra (y,z) = 1, az 5.2. lemma alapjan [ ~ {y, z,y + z} ~ k;
lasd 5.3 (b) dbra. Az ellenkez6 eset az 5.3 (c) abran lathatd, ahol [ ~ ' ~ k' ~ k.

Ezzel az 5.1. tétel bizonyitasa véget is ért, mivel az elkeriilt G;-nek csupan
egyetlen hiperbolikus egyenese van.

6. A Pauli-csoport szimplektikus struktiraja egy
masik szemszogbol

A 2. szakaszban lattuk, hogy a Z, feletti 2 N-dimenziés Vi szimplektikus vektortér
az N-qubit Pauli-csoport sok tulajdonsagat képes megragadni. Mostantdl az @ €
Z3N vektorok a [2N] = {1,2,...,2N} halmaz részhalmazaiként lesznek kezelve, és
1 € x azt fogja jelenteni, hogy x-nek az i-edik komponense, z;, egyenld 1-el. fgy
az Uy uniét, az x Ny metszetet, az x \ y kilonbséget, az & + y szimmetrikus
differencidt és a [2N] halmazra vett ¢ komplementert minden x,y € Z2N-re a
szokasos, halmazelméleti médon kell érteni. Vegytik észre, hogy a szimmetrikus
differencia egyben a Z2"-beli vektordsszeadas.

Amennyiben nem okoz zavart, érdemes az
ijok={i,j, ...k} C[2N] (6.1)
roviditett jelolést hasznalni. Ha hangsilyozni kell, hogy a csupa 1 komponensii

vektorrdl van sz, [2N] helyett 1y-et irok, és ha a szévegkornyezet alapjan N
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egyértelmii, az als6 indexet elhagyom. Nyilvdnvald, hogy minden x € Z2Y komp-
lementere kifejezhetd ugy, hogy

=1+ (6.2)

[2N] részhalmazaként tekintve minden @ € Z2" vektornak van egy |z|-el jelolt
,mérete”, ami éppen a nemnulla komponensek szama. Példaul, |ijk| = 3. A

|-1:22¥ - NCR (6.3)

leképezés egy Z3N-n értelmezett normal! és egy [2N]-en értelmezett mérték. A
mértékelméletbdl ismert, hogy

[z +yl = |2+ |y| - 2lz Nyl (6.4)

A 2. szakaszban ismertetett, és a [4, 5] munkdkban is dtvett, megkozelités és
a hamarosan bemutatasra keriilo6 megkozelités kozotti kiillonbségek abbdl erednek,
hogy Z2N-t most, (2.12) helyett, a

()23 )Y = Ly, (zxy) =lz|lyl+]znyl mod2  (6.5)

leképezéssel latom el. Ez a formula [7]-ben is szerepel. Az utols6 tag egyenld
azzal, hogy -y = 21251 x;y;, ami az R?N-en értelmezett , szokdsos” skaldrszorzat.
Kovetkezik, hogy

73N x 72N — 7y, f(x,y) =|xNy| mod 2 (6.6)
egy szimmetrikus bilinearis forma. (6.4) alapjan ugyanez igaz a
92 X 13" = Lo, gx,y) = |zlly| mod 2 (6.7)

leképezésre is. Tehat (-, -) szimmetrikus és bilinedris. A (6.5) formulabdl trividlisan
kovetkezik, hogy (x, ) = 0. Ha @ nemnulla, paros |x| esetében valaszthaté i € x,
és paratlan |x| esetében valaszthaté i ¢ x tigy, hogy (i, ) = 1 teljesiiljon. Emiatt
(-,-) nemdegeneralt'?. Osszegezve: (-,-) szimplektikus forma.

Megjegyzendd, hogy a (6.5) szimplektikus formdval elldtott Z3Y-nek ugyanaz

a szimplektikus struktirdja, mint a (2.12) formdval ellatott Z2V-¢, mivel a (6.5) és
(2.12) kozti valasztés csupan egy béazisvalasztassal ekvivalens. (6.5) fontos elénye,

A || norma &ltal indukélt tavolsdg a kédoldselméletben jél ismert dy(x,y) = |z — y|
Hamming-tdavolsdyg.

12Fontos, hogy (-, -) nemdegeneréltsdga megkdveteli, hogy Vi paros dimenziés legyen, kiilénben
|1| paratlan, és ekkor nem létezik i ¢ 1.
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hogy Vy kanonikus bazisvektorai, amelyek most szingletonokként vannak tekint-
ve, ekvivalensek. Hadd fejtsem ki. A ,régi”, (2.12) szimplektikus formaval Vi
kanonikus bazisa ugy irhatd, hogy

{ela"'aeNafla“')fN}a (68)

ahol a bazisvektorokra teljesiil, hogy

<6i,€j> = <fl,fj> =0 és <ei7fj> = 51']'7 Z,] = 1, ,N (69)

Mas szavakkal, a (2.12) forméval a kanonikus bazis egy szimplektikus bdzis. Lasd
még a (2.7) formuldban a vektorkomponensek megkiilonboztet6 jeloléseit. A fen-
tiekkel ellentétben, a (6.5) forméval a kanonikus bézisnak, amely most gy ithato,

hogy
{1142}, ... {2N}}, (6.10)

nincsenek megkiilonboztetett részhalmazai, és a bazisvektorok az egységes
(i,j)=1—106y, ij=1.,2N (6.11)

tulajdonsagot elégitik ki.

Shaw [9] munk4jét kovetve, Viy-nek egy bazisa off-diagondlis'®, ha a bazisvekto-
rok a kanonikus bézisvektorokhoz hasonléan paronként nemortogonalisak. A (6.5)
szimplektikus forma kanonikus bazisra vett J matrixa egyértelmiivé teszi az elne-
vezés mogotti motivaciot:

01
10 - 2N x2N -
J= . . . € Z2 x s Jij = <Z,j> =1 5” (612)
11 --- 0
(6.8) alapjan, a (2.12) szimplektikus forma matrixa

J’::{[ IN] € 7NN, (6.13)
N

ahol Iy az N x N-es egységmatrix. Azonnal kovetkezik, hogy a bézisvektorokat
permutalé permutaciés matrixok koziil nem mindegyik 6rzi a (2.12) szimplektikus
formét. Ezzel szemben, a (6.5) format mindegyik permutédciés matrix 6rzi. Errdl
a 8. szakaszban bovebben lesz sz6.

13 Angol nyelvii elnevezés: off-diagonal.
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J segitségével a (6.5) szimplektikus forma tgy fejezhetd ki, hogy
(,y) =|xnNJy|=|JeNny| mod 2. (6.14)

J minden ¢ kanonikus bazisvektort az i¢ komplementerére képez, ezért

x ha |x| paros

Je=Y (i+1)=z+|z}1= | |p, ’ (6.15)
P ¢ ha |x| paratlan.

Mivel |x€| és |x| paritdsa megegyezik, egyrészt J egy involicié:

J =17, (6.16)
méasrészt pedig a J és (+)¢ leképezések felcserélhetdk:
. . ¢ ha |x| paros,
(Jx)¢ = Jz© = ) (6.17)
x ha |x| paratlan.

Ahhoz, hogy a (6.5) szimplektikus format a Py /Z(Px)-beli kommutacids rela-
ciék indukaljak a 2. szakasz végén részletezett modon, Vy paronként nemorto-
gondlis kanonikus bazisvektoraihoz Py /Z(Py) olyan ekvivalenciaosztélyait kell
rendelni, amelyeket pdronként antikommutdlo N-qubit Pauli-operatorok adnak
meg. Ezzel lemondunk a Vy és Py/Z(Pn) kozti, (2.5) és (2.7) altal leirt in-
tim megfeleltetési szabdlyrél. Egy tobb szempontbdl is kényelmes megfeleltetési
szabaly a kovetkezo:

1 YIIT..II, 2 ¢ XIIT..11,
3 ZYII..I1, 4 ZXTI..11,
5¢ ZZYI.II, 6« ZZXI..11, (6.18)

2N -1 2Z27272..2Y, 2N & ZZ77..ZX.

A Py-beli matrixok szimmetriai ismét egy Vy-en értelmezett Qo kvadratikus formét
indukélnak ugy, hogy (6.5) az asszociélt bilineéris forma, vagyis a (3.1)-hez hasonl6
Osszefliggés teljestl.
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7. Kvadratikus formak és egy kanonikus Veldkamp-
egyenes

Ebben a szakaszban egy kanonikus Veldkamp-egyenes lesz megkonstrualva az alabbi
kvadratikus formak segitségével:

h d4 1
Pla) = (|az|) mod 2 — 0 ha |z| mod 4 € {0,1}, (7 1a)
2 1 ha |z| mod 4 € {2,3},
Q) = <|ar:|—|—1) mod 2 — 0 ha |z| mod 4 € {0, 3}, (7.1b)
2 1 ha |z mod 4 € {2,1}.

Elészor be kell 1atni, hogy a (6.5) szimplektikus forma P-hez és (Q-hoz asszociélt
bilinearis forma. Az f(n) = (g) mod 2 fiiggvény relevans tulajdonsagai az A.
fiiggelékben vannak o6sszegytijtve. Javasolt, hogy az Olvasd nézze at oket, mivel
a tovabbi levezetésekben, a tomorség kedvéért, akar kiilon hivatkozas nélkiil is

alkalmazva lesznek.

Kezdjiik azzal, hogy

—2
Pla+y) = (!wﬂl!) _ (I-’B\ + 1yl \wﬂy!) mod 2
2 2
|| + \y\)
= + N d?2
( 2 @yl mo (7.2)
= ('ﬂ;') + (|g|) + |z|ly| + |z Ny| mod 2
= P(z) + P(y) + (z,y).
@ esetében ezt az eredményt, és a P és () kozti
Q(x) = P(x) + |x| mod 2 (7.3)

osszefiiggést felhasznélva,

Qx+y)=Plx+y)+|r+yl mod?2
= P(x)+ P(y) + (z,y) + |z| + |y| mod 2 (7.4)
=Q(z) + Qy) + (z,y).

P, illetve ) az alabbi kvadratikus feliileteket definialja:

Hp = {x € Vy||z| mod 4 € {0,1}}, illetve (7.5a)
Ho={x € Vy||z| mod 4 € {0,3}}. (7.5b)
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A kivant Veldkamp-egyenes harmadik pontja a
Cy, =HpxHy={x € Vy||z| mod 4 € {0,2}} (7.5¢)
perp-halmaz. Ez 6sszhangban van a (7.3) formuldval, amibél kovetkezik, hogy

P(z)+Q(x) = || = (z,1) mod 2. (7.6)

A {Hp, Hp, C,} kanonikus Veldkamp-egyenes kéz a kézben jar Vy-nek a vek-
torméretek modulo 4 kongruenciaosztalyokba valo sorolasa szerinti felosztasaval;
lasd (7.5a), (7.5b) és (7.5¢). Ez a felosztds a 7.1. dbrén lathaté. A kis korok a
o = (0,...,0) nullvektort, a kis fekete pontok pedig az 1 = (1, ..., 1) vektort repre-
zentéljdk. Hp és Hg akkor és csak akkor ugyanolyan tipustuak, ha 1 € Hp N Hg
(részletekért lasd 3. szakasz), akkor és csak akkor, ha

|1| mod 4 = 2N mod 4 = 2(N mod 2) = 0. (7.7)

Az osztalyt, amely az || mod 4 = k-t teljesité & vektorokat tartalmazza, VE
jeloli. Azt mondom, hogy V¥ a k-adrendii osztdly, elemei a k-adrendi vektorok, és
a részhalmazai k-adrendiiek. Példaul, a Hp N Hg mag a nulladrendii osztaly.

Hp Hg

1€HpﬂHQ 1¢HPQHQ
Nmod2=0 Nmod2=1

7.1. dbra. Vi felosztasanak a fliggése N mod 2-t6l

A 7.1. dbran a szaggatott vonalak azt jelentik, hogy egy osztaly két egyforma
méretli részhalmazra bonthaté tgy, hogy x és x° = x + 1 mindig kiilonboz6
részhalmazokba essenek. Ez a felbontds nem egyértelmi, azonban az (N 4 2) mod
4-edrendii osztaly esetében lehet olyan, hogy ha x és y kiilonb6z6 részhalmazok
elemei, || # |y|. Az N mod 4-edrendil osztaly esetében ez nem igaz az N méretii
vektorok miatt, ugyanis ezek komplementerének a mérete szintén N.

A két nem felbonthaté osztaly egyforma méreti, koztik  — x egy bijekeio,
és az uniéjuk N paritasatol fiiggéen C, vagy C,. Kovetkezésképpen, mindketto
22N=2 vektort tartalmaz. Kivonva 22¥ 72t a (3.16) és (3.17) formuldkbdl adddik,
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hogy egy felbontott osztaly mérete 22V=2 £ 2N-1 Legyen egy osztaly A, B, illetve
C tipusu, ha a méretére a

92N=2 92N=2 4 oN-1 illetve ~ 22V-2 _9N-1 (7.8)

képlet igaz. Konkrét értékek a C. fiiggelékben talalhatok. Vy felosztasaban mindig
van két A tipust, egy B tipusi és egy C tipusu osztaly.

A Hp és Hg kvadratikus feliiletek tipusa megkaphaté |Hp|-nek és |Hg|-nak
a (3.16) és (3.17) formulakkal vald Gsszehasonlitasabol; az el6bbiek fiiggése N-t61
kombinatorikus moédszerekkel meghatarozhaté. Ezt azonban sokkal tanulsagosabb
masképp megtenni.

Tegyiik fel, hogy Qo pillanatnyilag egy tetszdleges kvadratikus forma, amelyhez
az asszocialt bilinedris forma (6.5). (6.11) és matematikai indukcié segitségével
levezethet6 (lasd A. fiiggelék), hogy

Qolx) = Quli) + (';') mod 2, (7.9)

1EXT

ahol Qo(7) ugyanazt jelenti, mint Qy({i}). Bevezetve a

w = Z Qo(d) {i} (7.10)

vektort, amelynek az i-edik komponense éppen Qy(7), (7.9) tgy irhaté, hogy

Qo(x) =|lzNw|+ P(x) = (z,Jw) + P(x) mod 2. (7.11)
Definidlva a o
p=Jw=17> Qo) {i} (7.12)

vektort és (3.2) segitségével dtrendezve a (7.11) formuldt adédik, hogy'

Qp(x) = P(x). (7.13)
A P és @ kozti (7.3) kapcesolat alapjan kapjuk, hogy
Q) = Qplx) + (z, 1) = Qo(@) + (=, p) + (z,1)
= Qo(x) + (z, p°).

1A 07 a fels6 indexben csak annyit jelez, hogy a kvadratikus forma Q-bdl lett szarmaztatva,
nem pedig Q-bol.

(7.14)
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Kovetkezésképpen, definidlva a

2N
q=p°=Jw =J) [1-Qui){i} (7.15)
i=1
vektort adodik, hogy
Qq(z) = Q(x). (7.16)

Most tegyiik fel, hogy )y az a hiperbdlikus kvadratikus forma, amit a Pauli-
operatorok szimmetridi indukalnak (lasd a 3. szakasz végét). Qo(i)-vel ellentétben,
sem Hp tipusa, sem H( tipusa nem fiigg a Viy és Py /Z(Py) kozti megfeleltetési
szabalytél. Kovetkezésképpen, Qo(p) és Qo(q) csak N-tél fiigg, és ezek barmelyik
alkalmas bazisvektor—ekvivalenciaosztaly megfeleltetésébol meghatarozhatok. A
(6.18) megfeleltetést valasztva hasznalhaté a kényelmes

Qo(i) = i mod 2. (7.17)
Ebbdl |p| = N, és (7.13) felhasznaldsdval adddik egy dltaldnosan érvényes kifejezés:

0 ha N mod4 € {0,1},

7.18
1 ha N mod4 e {2,3}. (7.18)

Qulp) = Qhlp) = Plp) = () moa 2 - {

Felhivom a figyelmet, hogy ebbdl az érvelésbél nem kovetkezik, hogy |p| = N
altalanosan igaz. Csak annyi kovetkezik belole, hogy a béazisvektor—ekvivalencia-
osztaly megfeleltetéstol fliggetleniil

(’2") _ <];[> mod 2. (7.19)

Mivel |gq| = 2N — |p| = N, a Qo(q)-ra vonatkozd, (7.18) formuldhoz hasonld
kifejezés

Qo(g) = Q4(q) = Q(a) = (7.20)

(N+1)_ 0 ha N mod 4 € {0, 3},
2 ~ |1 ha Nmod4e {2,1}.

A Hp és Hq kvadratikus feliiletek tipusai, osszevetve a korabbi megfigyelésekkel,
a 7.2. abran lathatok. A piros bekarikazott betlik az osztdlyok tipusat, a kis kék
szamok pedig az osztalyok rendjét mutatjak. Az N mod 4-edrendi osztalyrdl ki-
deriil, hogy mindig B tipusi. A kis kor altal reprezentalt nullvektor mindig a
magban van, ezzel szemben a kis fekete pont altal reprezentdlt 1 csak akkor van a
magban, ha N paros.
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{Hf, Hy,Cy} {Hp, Hy,Cy} {Hp, HE,Cy} {HE, HY,Cy}
Nmodd=1 N mod 4 =2 Nmod4=3 N mod4 =0

7.2. abra. Vi felosztasanak a fiiggése N mod 4-t6l

A t6bbi, Vy-en értelmezett kvadratikus forma (3.2) el6irdsai szerint akér P,
akar @) segitségével is kifejezhetd. Mivel (7.6) dsszekapcsolja P-t és Q-t,

Py(x) = P(z) + (z,y) = Q(x) + (z,1) + (z,y)

=Q(x) + (z,Y°) = Qye(). (7.21)
(3.5), (7.1a) és (7.1b) alapjan,
Py(x)=P(y)+Plx+y) = ('g') + <|a: ;_ y|) mod 2, (7.22a)

Qy(@) = Qy) + Qx +y) = (yy|2+ 1) + (’m * g’ * 1) mod 2. (7.22b)

8. A kanonikus Veldkamp-egyenes stabilizator cso-
portja

Ebben a szakaszban azoknak a Zs-beli elemii, 2N x 2/ N-es matrixok-nak a csoport-
ja lesz megvizsgélva, amelyek gy hatnak Viy-re, hogy érzik a (6.5) szimplektikus
format és a vektorok rendjét, vagy, més szavakkal, a {Hp, Hgp,C,} kanonikus
Veldkamp-egyenes a fixpontjuk. Ezt a csoportot a kanonikus Veldkamp-egyenes
stabilizator csoportjinak nevezem, és Lon-el jelolom.

A (6.5) forméat megtarté M matrixok pontosan azok, amelyekre igaz, hogy
MTIM = J. (8.1)
Ezek az M maétrixok az Sp(2N,2) szimplektikus csoportot alkotjak, és ket is

szimplektikusnak mondjék. (6.12) alapjén, a permutéciés métrixok nyilvanvaléan
kielégitik a (8.1) feltételt, és igy Sp(2N, 2)-nek egy, az Say szimmetrikus csoporttal
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izomorf részcsoportjat alkotjak. Ezentil, hacsak masképp nincs jelezve, Son min-
dig Sp(2N, 2)-nek ezt a részcsoportjat'® jelenti. A permutdciés matrixok a vekto-
rok méreteit is megtartjak, és igy a rendeket sem valtoztatjik. Kovetkezésképpen,

SQN S L2N S Sp(QN, 2) (82)

Ismert [3], hogy Viy-nek egy specidlis transzformacié-osztalya, a transzvekciok
osztalya olyan elemeket tartalmaz, amelyek métrixai generaljak Sp(2N,2)-t. Az
y € Vy vektorhoz tartozo transzvekcio

Ty, V= Vy, Tyx)=z+ (y,z)y=I+yoy J)z. (8.3)
Ebbdl Ty-nek a a kanonikus bazisra vett matrixa:
T,=1+yoy'J. (8.4)

A tovébbiakban transzvekciok alatt a T, métrixokat kell érteni. Ezek teljesitik
azt, hogy

T, =1, T,T.T,=Tr,.. (8.5)
Ha (y,z) = 1, Ty, tgy alakul, hogy Ty, ., ami y-ban és z-ben szimmetrikus.
Kovetkezésképpen,

r,T.T,=T.,T,T, =T, .. (8.6)

A (8.4) formuldban y helyébe o-t, illetve 1-et helyettesitve adddik, hogy
To=1 illetve T,=I+101"=1J. (8.7)

A (8.5) azonossdgok Cozeter-relicidk néven ismertek [2]. A levezetés technikai
részletei irant érdeklédé Olvasé megtalalja 6ket a B. fliggelékben, ahol annak a
bizonyitasa is helyet kap, hogy a T, transzvekciok szimplektikusak.

ly| = 2 esetén T, egy, a kanonikus bézison értelmezett transzpozicié. Neve-
zetesen, T; felcseréli az {i} és {j} bazisvektorokat, és minden {k}, k # i,j a
fixpontja. Ezek a transzpoziciok generaljak Ssy-t, vagyis barmely P permutacios
matrix transzpoziciék T; - - - Ty szorzataként irhaté. A (8.5) Coxeter-relaciékbdl
azt kapjuk, hogy

PT,P~' = (Tj;-- Tp)Ty(Ty - T) " = (Tyj -+ Tp) Ty (T - - - Tyj)
= TTij"'Tkly (8'8)

158p(2N, 2)-nek t&bb olyan részcsoportja van, amely Spy-nel izomorf, azonban Spn mindig a
permutaciés matrixok részcsoportjara utal.
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Kovetkezésképpen, ha y fixpontja P-nek,

PT, = T,P. (8.9)

Ennek a szakasznak a f6 eredménye a kovetkezo:

8.1. Tétel. Lon-t a mdsodrendi y vektorok szerinti Ty, transzvekcidk generdljdk,
vagyis azok a Ty-ok, amelyekre |y| mod 4 = 2.

A bizonyitas menete a kovetkezo. El6szor, a teljesség kedvéért, a 6. szakasz for-
malizmusdban megmutatom, hogy a transzvekciék valéban generaljak Sp(2N, 2)-t.
Ezutan megmutatom, hogy ugyanez az érvelés hogyan és miért alkalmazhatd Loy~
re. Az érvelés egyes részei a [3] munkabdl lettek atvéve és egyszeriisitve.

Minden M szimplektikus matrixhoz egyértelmiien tartozik egy
B:{el,...,egN} (810)
off-diagonalis bazis ugy, hogy M B-t Vy kanonikus bazisara képezi, rdadasul

Me; = {i} =1, i=1,...,2N. (8.11)

Ha B és a kanonikus bézis diszjunktak, keresni kell a transzvekcidknak egy
olyan szorzatat, amely B-t egy B’ off-diagondlis bazisra képezi gy, hogy e; képe
1. Ha (1,e;) = 1, T4, erre alkalmas, de ha (1,e;) = 0, Ty1., nem miikodik.
(6.5) alapjan, (1,e;) = 0 kétféleképpen fordulhat el6: vagy |ei| paros és 1 ¢ ey,
vagy |ej| paratlan és 1 € e;. Az els6 esetben létezik i € e, a mésodik esetben
létezik i ¢ ey, és mindkét esetben ez az ¢ kielégiti azt, hogy

(i,1) = (i,e;) = 1. (8.12)
Kovetkezik, hogy
Ti+elel = i, Ti+1i =1 és Ti+1TZ‘+elel = 1. (813)
1 2 k—1 €k €ky1 €g42 €N
B/: . ° ° ° e °
Can.basis: I I e I o ° e .- o
1 2 k—1 k k+1k+2 2N

8.1. abra. A két bazis kapcsolata

Ezutan messe B a kanonikus béazist £ — 1 darab vektorban valamely k& > 2-re.
B-t megfeleld, T;; és T, ; alaki transzvekcidkkal képezve egy olyan off-diagonalis
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B’ bézis kaphaté, amelynek az elsé k — 1 béazisvektora 1, ... k — 1 (8.1. dbra).
Az el6z6 bekezdéshez képest az érvelés kissé elbonyolddik, mivel most egy olyan
transzvekcid-szorzatot kell keresni, amely nem pusztan ej-t képezi k-ra, hanem
minden j < k a fixpontja. Mivel az utébbiakra igaz, hogy

ha (k,er) = 1, Tiie, megteszi a szolgdlatot. Mint el6bb, Ty, nem miikédik, ha
(k,ex) = 0. Ekkor, ha |ex| pdros, (8.14) miatt k ¢ e, és minden j < k-ra j € ey.
Kovetkezik, hogy 1étezik olyan i > k, amelyre i € e, és igy (i, ex) = 1, kiillonben
er a j < k-t teljesit6 j-k oOsszege, sértve ezzel B’ linedris fliggetlenségét. Ez az i
kielégiti azt is, hogy

(1,k) = (i,j) =1, Jj<k. (8.15)

Kovetkezésképpen,
TiikTive €0 =k és TikTive,J = Js J<k. (8.16)

Ha (k,ex) = 0 és |eg| paratlan, (8.14) miatt k € ey és minden j < k-ra j ¢ ey.
Namarmost, ha k péaros, belefuthatunk abba a szerencsétlen esetbe, amikor

e, ={k,k+1,k+2,...,2N}. (8.17)

Ha k pératlan, vagy a (8.17) esetet sikeriilt masképp elkeriilni, véalaszthaté olyan
i > k, amelyre i ¢ ey, és igy (i,ex) = 1; ezek utan (8.15) és (8.16) szerint kell
eljarni. Ha (8.17) fenndll, vélasztani kell egy olyan e; € B’ bézisvektort, amelyre
[ > k, Te, 1e,-lel képezni kell B'-t, hogy ey és e; feleserélédjon'®, majd ej-el djra
kell kezdeni mindent a (8.14) formulatdl. Ezittal (8.17) biztosan nem fordul eld,
mivel ha (k, e;) = 0 és |e| paratlan, e; C e, és igy (e, e;) = 0, ami ellentmondés.

[gy, 16pésrél lépésre a (8.10)-beli B bézis a kanonikus bazisra képzodik, és csak
transzvekciok felhasznalasaval, amelyek szorzata nem lehet més, mint M.

Mielott az érvelést Loy-re alkalmaznam, észre kell venni a kovetkezot:

8.2. Lemma. k darab paronként nemortogonadlis, a« = +1 mod 4-edrendi xq, ...,
x; vektor osszege ak mod 4-edrendi.

Bizonyitas. Ez k-ra vett indukciéval bizonyithato. Ha k = 1, az allitas trivialisan
igaz. Legyen
S, =x1 + -+ x. (8.18)

Az induckiés hipotézis gy hangzik, hogy
|sk| = ok  mod 4. (8.19)

6 Emlékezteté: Te, te, felcseréli ep-t és e;-t, és B’ tobbi eleme a fixpontja.
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Mivel a vektorok paronként nemortogonalisak,
(Sk, Tpy1) = (X1, Tpy1) + -+ + (T, Tpr1) =k mod 2. (8.20)

A bal oladalt (6.5) segitségével kiirva és az indukcids hipotézist felhaszndlva, a
(8.19) formulabdl adédik, hogy

<Sk,:l:k+1> = |Skz||33k+1| + |Sk N (Ek+1| =k+ |Sk N ZBk+1| mod 2. (8.21)

A (8.21) és (8.20) formuldkbdl latszik, hogy |sp N @yi1| paros, tehat valamely
nemnegativ m egészre egyenlo 2m-mel. Kovetkezik, hogy

’.Sk + :Bk+1| = |Sk’ + |.’Bk+1’ —4dm = Oé(k + 1) mod 4. (8.22)
Vo: (6.4). Tehdt, az sg11 = sg + @11 vektor a(k 4 1)-edrendti, ahogy vartuk. [

A 8.2. lemma&bdl kovetkezik, és ez visz kozelebb a {6 eredményhez, hogy ha
egy M szimplektikus méatrix a kanonikus béazist valamely elsérend off-diagonélis
béazisra képezi (o = 1), M 6rzi a vektorok rendjét, és igy M € Loyn. Mivel az Loy-
beli matrixok ezt definicidszertien tudjék, egy M szimplektikus matrix akkor és
csak akkor eleme Lon-nek, ha a kanonikus béazist valamely elsérendii off-diagonéalis
bazisra képezi, vagy, ami ezzel ekvivalens, ha M valamely elsérendii off-diagonéalis
bazist a kanonikus bazisra képez.

Most ugorjunk vissza a (8.10) bézishoz, és tegyiik fel, hogy az elsérendii, ami
azt jelenti, hogy M € Loy. Gondosan megvizsgalva az ezutdn kovetkezo érvelést,
lathatd, hogy benne szereplé transzvekciok Ty, p alakiak, ahol (a,b) = 1, a vagy
szingleton, vagy @ € B C Vi, és ugyanez igaz b-re is. Kovetkezésképpen, a 8.2.
lemma alapjan, a4+ b méasodrendli. Ezeknek a transzvekcioknak a szorzata M-mel
egyenlo, és ezzel a 8.1. tétel bizonyitasanak vége.

9. Veldkamp-egyenesek a szimplektikus faktorte-
rekben

A 7. szakaszban targyaltaknak megfeleléen, Viy-nek a 6. szakaszban ismertetett
formalizmusa a Py N-qubit Pauli-csoportnak egy kanonikus Veldkamp-egyenesét
emeli ki. Ez a Veldkamp-egyenes két kvadratikus felilletbdl, Hp-bol és Hg-bdl, és
a tobbiek koziil kivalé 1 vektor C, perp-halmazabdl all. A 7. szakaszban lattuk,
hogy Hp és Hg tipusa, és ezzel egyidében a kanonikus Veldkamp-egyenes tipusa
hogyan fligg N-t6l (7.2. dbra).
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Py maradék, az (5.14) tipusok kozott 16vé tipusi Veldkamp-egyenesei szintén
megkozelitheték kombinatorikusan. Trividlis, hogy ezek megkonstrualhatok a P,
és Q0 kvadratikus formdk kvadratikus feliileteibdl; 1lasd (7.22a) és (7.22b). Viszont
kevésbé trividlis megkonstrudlni ket egy W C V3, gy izotrép altér W/W
szimplektikus faktorterében a P és () altal meghatarozott kvadratikus feliiletekbdl.
Ebben a szakaszban az lesz részletezve, hogy ez hogyan lehetséges.

Kezdésként érdemes atismételni néhany altalanos, a szimplektikus faktorterek-
re vonatkozé eredményt. Emlékezziink vissza, hogy egy W < Vi izotrép alteret
az definidlja, hogy W < W=, W+/W elemei

z+ W, xe Wt (9.1)
alakt mellékosztdlyok, és W /W vektorosszeaddsa
(x+W)+ (' +W)=(x+z')+W. (9.2)

A Vy-en értelmezett (-, -) szimplektikus forma egy W+ /W-n értelmezett szimplek-
tikus format indukal:

(Nt (WHIW) x (W /W) = Zs, (x+W,x' + W) = (z,2).  (9.3)

Ez a definicié konzisztens: ha w,w’ € W,

(x+w,z' +w) = (x,z)+ (w,z)+ (r,w)+ (w,w) = (z,z'). (9.4)

(3.11) alapjan,
dim W+ /W = dim W+ — dim W = 2(N — dim W). (9.5)

Tehét, WL /W egy szimplektikus vektortér, és Vi _qimw -vel izomorf.

Egy Vy-en értelmezett, W elemeit lenulldzé @ kvadratikus forma egy W+ /W-n
értelmezett kvadratikus format indukal:

QS :WHW = Zy,  Q%(x+W)=Q(x). (9.6)

Ez a definicié is konzisztens: ha w € W,

Qlx+w) =Q(x) + Q(w) + (x,w) = Q(x). (9.7)
>

A (-, +)g szimplektikus forma a Q®-hez asszocidlt bilinedris forma: ha x, ' € W+,

Q¥+ + W) =Q(z + ') = Q(x) + Q') + (x, ')

=Q8x+ W)+ Q%@ + W)+ (x + W, x' + W) (98)
= 5 fs-
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A t6bbi, W /W-n értelmezett kvadratikus forma (3.2) szerint az alabbi médon
frhaté: ha x,y € W+,
piw (@ + W) = Q@+ W) + (@ + Wy + W)

(9.9)
= Q(z) + (z,y) = Qy(x).

Vy-nek minden U > W Lagrange-alteréhez egyértelmiien tartozik W+ /W-nek
egy U’ Lagrange-altere: U’ tartalmazza W-nek az U-ban 1év6 mellékosztélyait, és
az U'-beli W-mellékosztalyok uniéja U. Ezen alapszik Vy-beli és a W+ /W-beli
kvadratikus feliiletek tipusai kozti kapcsolat.

9.1. Lemma. Egy H C Vy kvadratikus feliilet akkor és csak akkor hiperbolikus,
ha barmely W C H izotrop altér valamely U C H Lagrange-altér része. Tovdabba,
ha H elliptikus, minden W C H izotrop altér egqy N — 1-dimenzios Y C H izotrop
altérnek a részhalmaza.

Bizonyitds. Legyen H a () kvadratikus forma feliilete, W C H egy izotrép altér, és
M C H egy maximélis izotrép altér gy, hogy W C M. Az M+ /M-en értelmezett
Q" kvadratikus forma egy H®™ C M*/M kvadratikus feliiletet ad meg, és M
maximalitdsabol kovetkezik, hogy H™ = {M}. Namarmost, H™ vagy hiperbélikus,
vagy elliptikus. Feltéve, hogy az elobbi, a

ok=1(2F 1) =1 (9.10)

egyenletet megoldva k-ra adédik, hogy k = dim M+ /M = 0. Kovetkezésképpen,
M egy Lagrange-altér és H egy hiperbolikus kvadratikus feliilet. Ezutéan, feltéve,
hogy H' elliptikus, a

ok=1(ok — 1) =1 (9.11)

egyenletetbdl k = dim M+ /M = 1. Mivel ekkor M+/M =V,
MM ={M, z+ M, y+ M, z+ M}, (9.12)
és teljesiilnek az alabbi 6sszefliggések:
(x,y) = (x,z) = (y,z) =1 és z=x+vy. (9.13)
Mivel y + M ¢ H®S, (3.6) alapjan,
Hpoy ={M, ¢+ M, z+ M}. (9.14)
Hsz+ v egy hiperbdlikus kvadratikus feliilet, mivel tartalmazza, példaul, az

(M, €+ M} < M*+/M (9.15)
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Lagrange-alteret. A fys y-et indukald, Viy-et leképezd @, kvadratikus forma a

MU (z+ M) < Vy (9.16)

Lagrange-altéren eltiinik, ezért a H, C Vy kvadratikus feliilet hiperbdlikus. (9.6)
alapjan,
Qy) =Q%(y + M) =1, (9.17)

azaz y ¢ H. Kovetkezik, hogy a H kvadratikus feliilet elliptikus. O

9.2. Kovetkezmény. A Vi-en értelmezett QQ kvadratikus forma H C Vy kvadra-
tikus feliilete ugyanolyan tipusi, mint a H® C W+ /W indukdlt kvadratikus feliilet,
amit a WL /W -n értelmezett, Q dltal indukdlt Q® hatdroz meg.

Ezekkel felfegyverkezve, tekintsiik egy W C V@, g izotrép altér W /W
szimplektikus faktorterét. A (7.1a) formuldval megadott P kvadratikus forma egy
WL /W-n értelmezett P® kvadratikus format indukal. (9.6) miatt P® akkor és
csak akkor nulldzza az @ + W mellékosztalyt, ha P minden &’ € x + W-re nulla.
A (7.1b)-beli Q &ltal indukalt Q-re ugyanez igaz. Kovetkezik, hogy

|&1| = |22] mod 4, x, €T+ W (9.18)

minden x + W € W /W mellékosztdlyra fenndll, és ez lehetévé teszi a mellékosz-
talyok ,,méretének” az értelmezését:

|- : wH/Ww —{o,...,3}, |z + W] = || mod 4. (9.19)

Ezzel a leképezéssel P® és Q kifejezhetd gy, hogy

h 1
2 1 ha [lz+W| € {2,3},

+W|+1 0 ha ||lz+ W] € {0,3}
a4+ W) = (”m ) mod 2 = 25 (9.20b
Q(z+W) ) bzt W) e 2.1y, (020D
vo: (7.1a) és (7.1b). Egy maésik lényeges megfigyelés, hogy
0 ha |+ W]| €{0,2},
x+ W14+ W), = 9.20c
< )i {1hM@+Wﬂeﬂ£} (9.20c)
Tegyiik fel, hogy 1 € W. Ekkor 1 + W =W, és
Coiw = Cw = WH/W, (9.21)
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mivel W a W+ /W faktortér nullvektora. (9.20c) miatt ||z + W/ minden  + W €
WL /W-re péros, és emiatt a P® dltal megadott HS és a Q® altal megadott HS
kvadratikus feliiletek egybeesnek. Mivel 1 € W csak paros N + dim W esetén
fordulhat el8, és ekkor Hp és Hg ugyanolyan tipustiak, nincs ellentmondds: HS
és HS ugyanolyan tipusu, mint Hp vagy Hg.

Ha 1 ¢ W, lennie kell olyan &+ mellékosztalynak, amelyre ||z+W|| paratlan,
kiilonben minden & € Wt-re |x| pdros. Emiatt HS # HS, és a {Hp, Hg,C,}
kanonikus Veldkamp-egyenes eqy

{HE, HS, Coiw} (9.22)
Veldkamp-egyenest indukdl, amely ugyanolyan tipusi, mint az eredeti; 1asd (5.14).

Az elhangzott gondolatokat a 9.1. dbra szemlélteti. Ismert, hogy G, pontosan a
GQ(2,2) altaldnositott négyszog. A bal oldali diagram Go-nek a Vs vektortér feloli
megkozelitését mutatja, a jobb oldali pedig azt, hogy G, hogyan néz ki a W+ /W
szimplektikus faktortér szemszogébdl, ahol W = {0,1234} C V7). Latszik, hogy a
két diagramon 1évé Veldkamp-egyenesek kulonbozo tipusiak.

9.1. dbra. Veldkamp-egyenes a szimplektikus faktortérben

A. Fuggelék: (g) mod 2 és )y tulajdonsagai

El6szor beassuk magunkat az f(n) = (Z) mod 2 fliggvény rejtelmeibe, majd a (7.9)

Osszefiiggést is bizonyitjuk. (g) egyszerlien csak egy roviditett jelolése annak, hogy
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%n(n — 1), ahol n barmilyen egész szam lehet. Konnyen meg lehet gyéz6dni réla,

hogy a mindkét irdnyban végtelen f(n), n € Z sorozat gy néz ki, hogy
100110011001 ... (A.1)

ahol a félkévér nulla f(0)-t jeloli, és n balrdl jobbra né. Ez a sorozat tomoren gy

irhaté, hogy
0 hanmod4e{0,1},
1 hanmod4 e {2,3}.

Szamitégépen f(n)-et egy olyan fiiggvény valdsitja meg, amely az n egész szdm
kettes-komplemens reprezentacidjanak a masodik legkisebb helyiértéki bitjét adja
vissza. Igy minden k egészre

Fln+2k) = (” J;%) — (Z) +k=f(n)+£k mod?2. (A.3)

Elemi algebra alapjan, tetszoleges m és n egészekre igaz, hogy

flm+n) = (m ; ”) - @) + (Z) +mn = f(m)+ f(n)+mn mod 2. (A.4)

A jobb oldalon a harmadik tag a legkisebb helyiértéki bitek ¢sszeadasabdl szar-
mazé atvitel, feltéve, hogy m és n kettes-komplemens alakban van. Az (A.4)
formuldban m helyébe 1-et helyettesitve,

Fn+1) = (”‘2”) - (Z) Y n=f(n)+n mod?2. (A.5)

Az (A.3) osszefiiggést alkalmazva a jobb oldalon, kapjuk, hogy

3n -n 0 hanmod4 € {0,3},
1) = d2= d2= A6
fin+1) (2)m0 (2>m° {1 ha n mod 4 € {2,1}, (A.6)

mivel 3 = —1 mod 4.

Most mar nekifoghatunk (7.9) bizonyitasanak. Ha || = 2, vagyis ha valamely
i,7 € [2N]-re ¢ =iy, (3.1) és (i,j) = 1 miatt (7.9) trividlisan igaz:

Qulid) = Quli) + Qoli) + 1= Quli) + Qo) + (5) mod 2. (A
Legyen n ¢ x. A (7.9) formuldt, mint indukcids hipotézist Qo(x)-re alkalmazva,
— ZQO(i) + (|§|) + Qo(n) + (x,n) mod 2.

€T

(A.8)
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A jobb oldal utolsé tagja gy irhaté, hogy

(@,n) = (i,n) =|x| mod 2. (A.9)

1EX

Visszahelyettesitve az (A.8) formuldba, éppen az  + n-re vonatkozé (7.9) adddik:

Qo(x+n)= > Qi)+ ('2') + |&| mod 2
i€x+n
— Z Qo) + (|a:|2+ 1) mod 2 (A.10)
i€Ex+n
= Z Qo) + (|a:—2kn|> mod 2.
i€Ex+n

B. Fiiggelék: a transzvekcidk tulajdonsagai

Az els6 dolog, amit a T, transzvekcidkkal kapcsolatban tisztdzni kell az, hogy a T,
matrixuk szimplektikus. Ahogy a 8. szakaszban is elhangzott, az utdbbiak fogom
transzvekciéknak hivni. M helyébe T,-t helyettesitve, (8.1) bal oldala igy alakul:

T,JTy, = (1+Jyoy")I(I+yoy"J)

B.1
=J+Jyoy' D)+ Jyoy"J)+ (Jyoy Jyoy'd). (B.1)

A jobb oldal masodik és harmadik tagja kiejti egymaést, és a negyedik tag eltiinik,
mivel kozépen y"Jy = (y,y). Emiatt Ty-ra (8.1) igaz, tehat T, € Sp(2N,2).

Ezutan megmutatom, hogy a (8.5) azonossdagok fennallnak. T, és T, szorzata:

T,T.=I+yoy J)I+2z02"])

B.2
=1+ (yoy d)+(z02"))+ (yoy'Jzo2"T). (B:2)

A jobb oldal utolsé tagjanak a kozepe y'Jz = (y, z). Kovetkezésképpen,
T,T. =1+ (yoy J)+ (z02"J)+ (y,z)(y o z"J). (B.3)

Ennek két fontos kovetkezménye van. Egyrészt, ha y = z, a bal oldalon Ti lesz,
mig a jobb oldal méasodik és harmadik tagja kiejti egymast, és a negyedik tag
eltinik. Ez igazolja, hogy T, egy involicié. Masrészt, ha (y,z) = 0, (B.3) jobb
oldala y-ban és z-ben szimmetrikus, és ekkor T, és T, kommutalnak:

T,T. = T.T,. (B.4)
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Most feltételezve, hogy (y, z) = (y,y + z) = 1, és felhanszdlva a (B.3) formulét,
Tye:Ty =T+ [(y+2)o(y+2) I+ (yoy J)+{y+z)oy’J] (B

A zéardjelek felbontdsa és a kétszeres tagok elhagydsa utan (B.3) jobb oldala adddik.
Kovetkezésképpen, ha (y, z) =1,

TyTz = Ty+zTy' (B'6)
(B.4) és (B.6) 6sszevonhatd:
T,T. = Tr,.T,. (B.7)

Ezt jobb oldalrdl szorozva T,-nal, megkapjuk (8.5) méasodik azonossagat.

C. Filggelék: szamtablazatok

A perp-halmazokban és a kvadratikus feliileteken 1év6 vektorok szama.
Lésd (3.16) és (3.17).

N|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

[Cyl[2 8 32 128 512 2048 8192 32768 131072 524288 2097152
|H|, hip | 3 10 36 136 528 2080 8256 32896 131328 524800 2098176
|H[,ell |1 6 28 120 496 2016 8128 32640 130816 523776 2096128

Az osztilyok elemszama V) felosztdsaban. Lasd (7.8) és 7.2. bra.

N |
A tipus
B tipus
C tipus

3 4 5 6 7 8 9 10 11

16 64 256 1024 4096 16384 65536 262144 1048576
20 72 272 1056 4160 16512 65792 262656 1049600
12 56 240 992 4032 16256 65280 261632 1047552

O N =
DO O = DN
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