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Kivonat

Egy 6sszefiiggd graf minimalis levélszamu feszitofajanak megtalalasa a Hamilton-tt
probléma egyik legtermészetesebben adddé dltalanositdsa (a minimalis levélszam akkor
és csak akkor 2, ha a grafnak van Hamilton-ttja), igy persze ez a probléma is NP-nehéz.
Lu és Ravi [3] azt is megmutatta, hogy a feladatra nem létezik konstans faktord appro-
ximacié sem. A 3-regularis grafok Hamilton-koreivel és Hamilton-tutjaival kapcsolatos
vizsgalatok mindig is az érdeklodés kozéppontjaban alltak, kiillonosen sikgrafok esetén,
hiszen Tait sejtésébél (minden 3-regularis 3-Osszefiiggd sikgrafnak van Hamilton-kore)
azonnal kovetkezett volna a hires négy szin sejtés. A 3-regularis grafok minimalis level
feszit6faival kapesolatos legfrissebb eredmények az [I] és [2] cikkekben taldlhatok. A
[2] cikkben Goedgebeur és szerzétarsai bebizonyitjak Zoeram és Yaqubi sejtését [4],
mely szerint minden Osszeftiggd n cstcsu 3-reguldris grafnak van legfeljebb & + % le-

velii feszitéfaja és megmutatjak, hogy ha a graf ezen feliill még 2-6sszefiiggd is, akkor

ez 1;;-1”6 javithato. Megfogalmazzak tovabba azt a sejtést, hogy minden 2-0sszefiiggod
n csucsu 3-regularis grafnak van legfeljebb {5 + 1 levelt feszitéfdja, vagyis a g érték

akar %—re is javithaté (ennél tovdbb viszont mar nem, mint ahogy az § + %-OS becslés
is éles). Az [I] cikkben (szdmos egyéb eredmény mellett) Boyd és szerzdtarsai meg-
mutatjak, hogy minden 2-0sszefiiggd n csicsi 3-regularis multigrafnak van legfeljebb
&t % levelti feszitéfaja. A dolgozatban egy korabban nem hasznalt megkozelités segit-
ségével jelentosen megjavitjuk Goedgebeur és szerzotarsai eredményét: megmutatjuk,
hogy 2-6sszefiiggd 3-regularis grafok esetén a %-és érték %—ra javithaté és egyben 1j
bizonyitast adunk Boyd és szerzotarsai eredményére is. A modszer tovabbfejlesztésével

nem tlinik elérhetetlennek Goedgebeurék sejtésének igazolasa sem.
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1. Bevezetés

A dolgozatban szereplo grafok osszefliggck, de nem feltétlentl egyszeriek. Multigraf
alatt olyan grafot értiink, amelyben lehetnek tobbszoros élek, de nincsenek hurokélek.
Egy T fa levelén egy els6foku cstucsat értjiikk. Egy graf k-requldris, ha minden cstiicsanak
k a fokszama, és kétszeresen dsszefiiggo, ha legalabb 2 csticsa van, és barmely cstcsat

elhagyva Osszefliggé6 marad.

1.1. Definicié. A G graf ml(G)-vel jelolt minimdlis levélszama a feszitéfainak levél-

szamanak minimuma.

A dolgozatban 3-regularis grafok minimalis levélszamaval foglalkozunk. A mini-
malis levélszamu feszitofa keresése a Hamilton-1t probléma természetes altalanositasa,
és a 3-regularis grafok Hamilton-utjai a grafelmélet egy intenziven kutatott teriilete.

Goedgebeur és szerzétarsai a kovetkez6 eredményt bizonyitottak ezzel kapcsolatban.
1.2. Tétel. [2] Ha G n csicst, egyszerti, osszefiiggd, 3-regularis graf és n > 5, akkor
mi(G) < 2+ 41,

Ez a tétel éles olyan értelemben, hogy végtelen sok n-re léteznek olyan n csicsu
grafok, melyekre ml(G) = ¢ + % Zoeram és Yaqubi a [4] cikkben konstrudlt ilyen

grafokat, melyek Osszefiiggdségi szama 1.

1.3. Sejtés. Ha G n cstcsu, egyszeri, kétszeresen Osszefiiggd, 3-reguléris graf, akkor
ml(G) < [15].

A [2] cikkben taldlhaté konstrukeid végtelen sok n-re olyan n cstcst egyszerii, két-
szeresen Osszefiiggd, 3-regularis grafra, melyekre m/l(G) = [ ].

A [2] cikkben a sejtést nem igazoljak, de tesznek egy fontos lépést az g-os
becslés érdemi javitasaval.
1.4. Tétel. [2] Ha G n cstcst, egyszert, kétszeresen Osszefiiggd, 3-regularis graf, akkor

13n ~

Jelen dolgozat {6 eredménye e becslés jelentos javitasa:

1.5. Tétel. Ha G n csticst, egyszerii, kétszeresen Osszefiiggd, 3-regularis graf, és n > 8,
akkor ml(G) < 5+ 1.

Kétszeresen 0sszefiiggd, 3-regularis multigrafokra a kovetkezo eredmény ismert, me-

lyet Boyd és szerzétarsai [I] bizonyitottak Momke és Svensson eredményére [5] épitve.
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1.6. Tétel. [1] Ha G kétszeresen Osszefiiggd, 3-reguldris multigraf, akkor ml(G) < 2+2.
A késébbiekben 1 bizonyitast adunk az[1.6] Tételre, és egy egyszerii konstrukeciéval

azt is igazoljuk, hogy a tétel lényegében éles.
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2. Kétszeresen 0Osszefiiggo, egyszeru grafok

A [1.5] Tétel igazolasdhoz az alabbi definiciokra lesz sziikségunk.
2.1. Definicid. Egy (g,T) part gydkeres finak nevezink, ha T fa, a g gyokér pedig T

egy csucsa.

2.2. Definicié. Egy g gyokerii gyokeres faban egy ¢ levelet d-levélnek neveziink, ha
l{+#g.

2.3. Definicié. Egy gyokeres fa dsszmélysége a csicsok gyokértdl vald tavolsagainak

Osszege, ahol két cstics tavolsaga az Oket a faban 0sszekoto egyértelmii 1t éleinek szama.

2.4. Definicid. Egy cstics dsei a cstcsot a gyokérrel 0sszekoto egyértelmii Ut csiicsad.
Ha egy p csticsnak a g cstics 0se, akkor p-t q leszdrmazottjinak nevezziik. Egy a cstcs
azon b 0sét, amely egyben szomszédja is, a csucs szildjének nevezzilk. Ekkor a-t a b

csucs gyerekének hivjuk.

2.5. Definicié. Legyen ¢ d-levél egy olyan gyokeres faban, amelyben van legalabb
harmadfokt cstics. Az £ levél szdra a levelet a hozza legkozelebbi legalabb harmadfoku
csuccsal 6sszekoto 1t cstcsai, a levelet is beleértve, tove pedig ezen az iton a legalabb

harmadfoku cstcs melletti csuces.

A bizonyitas soran G egy alkalmas, Hamilton-1tt6l kiilonb6z6 T gyokeres feszit6fa-
janak minden d-leveléhez hozzéa fogunk rendelni 6 darab T-ben masodfoki cstcsot oly
modon, hogy kiilénb6z6 levelekhez kiillonb6zo csticsokat rendeliink. Ekkor megbecstl-

hetjiik T leveleinek szamat, ehhez a kovetkezo allitasra lesz sziikségiink.

2.6. Allitas. Ha F egy 3-regularis graf feszitéfaja, és F leveleinek szdma f, akkor

harmadfokt cstucsainak szama f — 2.

Bizonyitas. Jelolje a masodfokt cstiicsok szamat m, a harmadfoktakét h. F' foksza-
mainak Osszege f + 2m + 3h, és ez a szam F éleinek szaméanak kétszerese. Mivel F
f 4+ m+ h cstcsu fa, ebbél az f + 2m + 3h = 2(f +m + h — 1) egyenléséget kapjuk,
ahonnan h = f — 2. O

Jelolje T leveleinek szamat k. Ha T gyokere levél, akkor a harmadfoki cstcsok
szama a. Allités szerint k—2, a d-levelek szdma k— 1, az ezekhez rendelt mésodfoki
csticsok szama 6(k — 1). Tgy k4 (k —2) + 6(k — 1) < n, tehét k < g+ 1



2. KETSZERESEN OSSZEFUGGO, EGYSZERU GRAFOK 7

Ha T gyokere nem levél, akkor k darab d-levele van T-nek, igy k+ (k —2) + 6k < n,
tehdt &k < 2 + 1.

Gyakran kiilon megjegyzés nélkiil hasznaljuk a kovetkezo egyszeri allitast.
2.7. Allitas. Legyen T fa, és a T" grafot k ¢l torlésével és k él hozzavételével kapjuk
T-bél. Ekkor T” pontosan akkor fa, ha osszeftiggd.

Bizonyitéas. Ha T" fa, akkor Osszefiiggé. Jelolje T' cstcsainak szamat n, ekkor éleinek
szama n — 1, és igy ugyanennyi 1" éleinek szama is. Kénnyen lathaté, hogy minden n
csucsu, n — 1 éli osszefiiggd graf, igy T is fa. O
A maésodfoku csiicsok hozzarendelésénél a kovetkezd lemmakat hasznaljuk. A lem-
makban G 0sszefiiggé multigraf, 7" pedig G-nek olyan minimaélis levélszamu feszit6faja,
mely nem Hamilton-1t.
2.8. Lemma. G-ben nem vezet él T' egy ¢ levelébdl egy masik ¢ levelébe.
Bizonyitas. Ha lenne ilyen e él, T'Ue-ben volna egy egyértelmli kor. Mivel T nem tt,

a kor csucsai kozott van olyan, ami legalabb harmadfokt G-ben, egy ehhez csatlakozo
korbeli élet elhagyva kevesebb csicsu feszitofat kapnank . abra). O

1. 4bra

2.9. Lemma. G-ben nem vezet él T' egy ¢ levelébdl egy masik levél t tovébe.

Bizonyitas. Ha volna ilyen él, T-hez az ¢t élt hozzavéve és a t-t a szomszédos, legalabb
harmadfoku h csticesal 6sszekoto élet elhagyva egy kevesebb levelii feszitofat kapnank

@ abra). O

A kovetkezo lemmakban az eddigieken feliil feltessziik, hogy T a G grafnak egy

olyan gyokeres feszitéfaja, amelynek
1. a lehet6 legkevesebb levele van,

2. ezen belill maximalis az 0sszmélysége.
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2. 4bra

2.10. Lemma. Legyen az ¢ cstcs T-nek egy d-levele, és legyen az m cstcs T-nek egy
olyan méasodfokil cstucsa, amely nem Ose f-nek. Ekkor G-ben nem vezet él az m és ¢
csucsok kozott.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van ilyen él, £ mélysége legyen dy, m mélysége ds.

Ha d; > ds, hagyjuk el T-bol az m-et az 6 s sziil6jével 6sszekotod élet, és vegyiik
hozza az {m élet abra). A kapott 7" graf fa és legfeljebb annyi levele van, mint
T-nek. T’-ben m-nek és leszarmazottainak nagyobb a mélysége, mint T-ben, mig a
tobbi csics mélysége a két faban azonos, ami ellentmond 7' valasztasanak.

Tegytik fel, hogy dy < dy. Ekkor T-bol hagyjuk el az ¢ levél ¢ tovét az 6 s sziilojével
0sszekoto élet, és vegyiik hozza az ¢m élet . abra). A kapott graf fa, és legfeljebb
ugyanannyi levele van, mint 7T-nek. Jelolje i az ¢ levél szaran levé csticsok szamat.
Ekkor T"-ben az ¢ levél szaran levé csticsoknak a mélységei dy, do+1, ..., do+1 lesznek, T-
ben pedig ugyanezen cstcsoknak a mélységei dq,d; —1, ..., dy — i, a tobbi cstics mélysége
azonos T-ben és T'-ben. T’ Osszmélysége tehat nagyobb, mint T 6sszmélysége, ami

ellentmond 1" valasztasanak. O

3. dbra
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4. abra

2.11. Lemma. G-ben nem mehet él egy ¢ d-levél t tove és egy masik ¢ d-levél t' tove
kozott.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekten, hogy van ilyen él G-ben. Feltehetd, hogy a ¢ cstcs
mélysége legfeljebb akkora, mint ¢’-é. T-bol hagyjuk el a ¢ csicsot az 6 s sziil6jével
Osszekotd élet és vegyilk hozza a tt' élet abra). A kapott T" graf fa, és pontosan
annyi levele van, mint T-nek. A [2.10] Lemma bizonyitdsahoz hasonléan kapjuk, hogy

T’ 6sszmélysége nagyobb, mint T' 6sszmélysége, ami ellentmond T valasztdsanak. [

5. abra

2.12. Lemma. Ha a g gyokér levele T-nek, és a v cstics g-nek szomszédja G-ben, de nem
szomszédja T-ben, akkor v nem lehet gyereke egy masik ¢ levél olyan s szomszédjanak,
ami nem /¢ szaran van.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekten, hogy g-nek van ilyen v szomszédja. Hagyjuk el
T-bol az sv élet, és az £ levél t tovét a sziilojével Osszekotod élet, és vegyiik hozza a gv
és Us ¢éleket @ abra). Konnyen lathatd, hogy a kapott T" graf fa, és kevesebb levele

van, mint 7T-nek, ami ellentmond 7' valasztasanak. U
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6. abra

A kovetkezo lemmakban az eddigieken kiviil azt is feltessziik, hogy G 3-regularis.
Egy T-beli cstics G-szomszédainak nevezziik azokat a csicsokat, amelyek G-ben szom-

szédai, de T-ben nem.

2.13. Lemma. Ha T-ben egy ¢ d-levél egy s G-szomszédja nem a levél szaran van,
akkor az s cstucs T-ben masodfoki, és az egyértelmli a gyereke is masodfoki. Ezen

feliil az a csiics nem lehet G-szomszédja ¢-nek, sem ¢ szaran barmely masik csicsnak.

Bizonyitds. Az s cstics nem lehet els6foki a [2.8] Lemma szerint, és nem lehet
harmadfokt sem, hiszen G 3-regularis, s tehat masodfoku.

Lassuk most be, hogy a is masodfoki. Nem lehet levél, mert ekkor a masodfoku s
csucs az a szaran helyezkedne el, ami ellentmondana a Lemmanak. Tegytik fel,
hogy az a cstics harmadfoki. Hagyjuk el T-bdl az sa élet, és vegyiik hozza az £s élet
(7l abra). A kapott T” graf fa, és kevesebb levele van, mint T-nek, ami ellentmond T’
valasztasanak, igy az a cstucs valoban masodfoku kell legyen.

Most tegyiik fel, hogy az a cstics G-szomszédja a levélnek, vagy egy masik v csiicsnak
a levél szaran. Jelolje b a v cstcs szilojét. Hagyjuk el T-bol a vb és sa éleket, vegytlik
hozzéa az fs és va éleket . abra). A kapott 7" graf fa, mert 7"-ben az s, [, v és a
cstucsok azonos komponensben vannak, és v, a és b csiicsok is azonos komponensben
vannak, ugyanis az a csics 0se [-nek, és igy b-nek is.

T’ 6sszmélysége nagyobb, mint T' 6sszmélysége, mert a T-beli sb titon éppen annyi
csucs van, mint a T-beli sl Gton, igy az ezen tton levo csticsok 6sszmélysége a két faban
ugyanannyi, de az s csucs Osszes tObbi leszarmazottjanak nagyobb a mélysége T’-ben,

mint T-ben. Ez ellentmond T valasztasanak.
O
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s
a
1
7. dbra
9
a
b
v
14
8. 4bra

2.14. Lemma. Ha T-ben egy ¢ d-levél egy s GG-szomszédja nem a levél szaran van,
akkor az s csics a gyerekének G-szomszédja nem lehet egy masik ¢ d-levél, vagy az ¢/

levél ¢ tove.

Bizonyitas. Tegytik fel, hogy az a csics szomszédos egy (' levéllel vagy annak ¢’
tovével. Hagyjuk el T-bél az as élet és a t'-t az & h sziildjével dsszekotd élet és vegytlik
hozzé az ls és {'a illetve t'a éleket (]§| és . abrak). A kapott T" graf fa, mert T’-ben
az s, | és a csucsok azonos komponensben vannak, ugyanis s, és ezért a is 0se [-nek
a[2.10] Lemma szerint. A t', a és h csticsok szintén azonos komponensben vannak.

T'-nek kevesebb levele van, mint T-nek, ami ellentmondas. O

2.15. Lemma. Ha T-ben az ¢ d-levél egy s G-szomszédja nem ¢ szaran helyezkedik
el, és az ' d-levél egy s’ G-szomszédja nem az (' szaran helyezkedik el, akkor a és o
gyerekeik nem lehetnek szomszédosak G-ben.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az a és a' csicsok szomszédosak G-ben. Hagyjuk el
T-b8l az sa és s'a’ éleket és vegyiik hozza az s és ('s' éleket (L1} 4bra). Bebizonyitjuk,
hogy a kapott T" graf osszefiiggd, igy fa. Feltehetd, hogy T-ben az a cstics mélysége

legaldbb akkora, mint az a’ csicsé. Ekkor az al uton nem toroltink élet, ezért az a, ¢
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s
‘ a
h 4y
1 v
9. 4bra
9
a
h "
14
10. abra

és s csucsok T'-ben azonos komponensben vannak. Igy az a/, ¢/ és s’ csticsok is azonos
komponensben vannak. T’-ben az aa’ él két levelet kot ossze, ezért a 2.8, Lemma

szerint lenne T-nél kevesebb levelii feszitofa, ami ellentmondés. O

11. 4bra

2.16. Lemma. Ha T-ben egy ¢ d-levél G-szomszédai s és s', ezek gyerekei az a és
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a’ csucsok, melyek szomszédosak G-ben, akkor az £ levél szardan nem csak az ¢ cstcs
talalhato.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a levél szardn csak az ¢ cstics van, jeldlje b az £ sziil6jét.
A feltevés szerint b harmadfoku. Hagyjuk el T-bol az sa, s'a’ és £b éleket, vegyiik
hozzé az (s, (s’ és aa’ éleket abra). Feltehet6, hogy s mélysége nagyobb, mint
s’ mélysége. Ekkor s, s, a és a' is £ 8se, és ez négy kiilénb6z8 pont, mert a [2.13]
Lemma szerint s és a’ nem egyezhet meg. Ekkor az a's iton nem toroltiink élet, tehat
a kapott T" grafban az a/, s, £ és s’ csticsok azonos komponensben vannak, és az a, o
és s csucsok is azonos komponensben vannak. A b cstcsnak is 6se a T-ben, igy az £,

s, a', a és b csucsok is egy komponensben vannak, igy 7" Osszefuiggs. Tehat T” fa, és

kevesebb levele van, mint T-nek, ami ellentmond 7" vilasztasanak. Il
/ /
8/ \ S/
a 9.\ a
/ \
| \
\ \
\ \
e5! S
a
v ‘
1
be b
I
/ VUV /
12. abra

Most ratérink az [I.5] Tétel bizonyitdsdra. Legyen T az egyszer(i, kétszeresen

Osszefiiggd, 3-regularis G grafnak egy olyan feszitofaja, amelynek
1. a lehet6 legkevesebb levele van,
2. feltéve az el6zot, a leheto legnagyobb az 6sszmélysége.

T minden d-leveléhez hozza fogunk rendelni 6 darab, T-ben mésodfoku csticsot.

2.17. Definicié. Egy levél dtrendezése a szara csicsainak olyan sorrendje, amelyben

az elso a levél tove, és barmely két egymast koveto csics kozott van G-ben él.

Ha a T fa egy levelét atrendezziik, akkor egy vele izomorf fat kapunk. Egy cstcs
atrendezéssel levéllé tehetd, ha egy ilyen atrendezés utan kapott grafban levél.

A hozzarendeléshez 6t esetet kiillonboztetiink meg, melyek koziil pontosan egy tel-
jestl T' fa minden d-levelére. Minden esetben bizonyitjuk, hogy valéban 6 kiilonbozd,

T-ben masodfok csiicsot rendeltiink a levélhez.
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1. eset: A levél két G-szomszédja, s és s’ nem a levél szaran helyezkedik el, és gyerekeik,
a és a kozott nem megy él G-ben (13| dbra).

A levélhez hozzarendelt cstcsok: a, a', s, s', valamint s-nek és s'-nek b illetve o/
G-szomszédja.

AR.8 Lemma szerint s és s’ nem levél, és nem lehetnek T-ben harmadfokiak, mert
van G-szomszédjuk. Feltehetd, hogy s mélysége nagyobb, mint s-6. A 2.13] Lemma

szerint a’ és s nem lehet azonos, igy s, s', a és a’ 4 kiilonb6z6, T-ben méasodfok cstcs.

AR2.14] és a2.12l Lemma szerint b és b’ nem lehet levél, és igy ugyanaz a csics sem

lehet. T-ben harmadfokt sem lehet b és b', mert van G-szomszédjuk.

13. dbra . Az ¢ levél és a hozzarendelt csticsok az 1. esetben

2. eset: A levél két G-szomszédja, s és s’ nem a levél szaran helyezkedik el, és gyerekeik,
a és a’ kozott megy él G-ben (|14, dbra).

A levélhez hozzérendelt csicsok: a, d/, s, s', valamint a levél ¢ tove és t-nek az s”
G-szomszédja.

Az eddigiek szerint s, s, a és @’ 4 kiilonbozd, T-ben mésodfoku csiics. A [2.16]
Lemma szerint ¢ egy (-t8] kiilonbo6z6, T-ben masodfokt cstcs. A [2.9) Lemma szerint
s” nem levél, nem lehet T-ben harmadfokd, mert van G-szomszédja, és nem lehet
azonos a korabbi hozzarendelt csiicsokkal, hiszen azok egymas, illetve ¢ G-szomszédai.
3. eset: A levél egyik G-szomszédja, ' a levél szaran van, a masik, s, nem. . abra).

A levélhez hozzarendelt csicsok: s, s, ezek gyerekei, a és ¢/, valamint a és ¢/ G-
szomszédai, b és s”.

Az eddigiek szerint s, a és b kiillonboz8 masodfokt csticsok T-ben, a 2.13] Lemma
szerint b nincs ¢ szaran. Az s’ csics £ szaran van, és nem £, tehat mésodfokia T-ben.
Mivel G egyszeri graf, ¢/ # (, és igy ¢’ is méasodfoku, s6t a levél szaranak a levél t

tovétdl induld ts'0l bejardsa szerint levéllé tehetd. Igy szomszédja, s is mésodfoki
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14. dbra . Az ¢ levél és a hozzarendelt csticsok az 2. esetben

T-ben, és ezért nem lehet azonos b-vel.

15. 4bra . Az ¢ levél és a hozzarendelt csticsok a 3. esetben

4. eset: A levél mindkét G-szomszédja, ¢ és ¢ a levél szaran van, és koziiliik a nagyobb
mélységii csucs gyerekének, ¢'-nek az s G-szomszédja nem a levél szaran van (16| abra).
A levélhez hozzarendelt csicsok: ¢, ¢, 0/, s, s gyereke, a, és a G-szomszédja, b.

A ¢ és  és V' csicsok ¢ szaran helyezkednek el, masodfokiak T-ben és ¢ levéllé
tehetd. Az el6z6 esethez hasonléan s, a és b harom kiilonbo6z6, masodfoku csics, nem
¢ szaran.

5. eset A levél mindkét G-szomszédja, ¢ és ¢’ a levél szaran van, és koztlik a nagyobb
mélységtli ¢ cstcs gyerekének, -nek a ¢’ G-szomszédja is a levél szdran van.

A levélhez hozzarendelt csuicsok: ¢, , ¢/, ¢, egy alkalmas (" cstics a levél szaran és
annak G-szomszédja, s. Az (" cstcs a levél tove, vagy dtrendezéssel levéllé tehetd .

abra).
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17. Abra . Az ¢ levél és a hozzarendelt csticsok az 5. esetben

A levél szaran ¢, ¢, ¢ és I’ négy kiillonb6z6, masodfoki csics. Megmutatjuk, hogy a
levél t tove kiillonbozik ezektdl, vagy valaszthaté még egy I” cstics a levél szaran, amely
T-ben masodfoku és levéllé teheto.

G kétszeresen Osszefliggd, igy van olyan él, ami a levél szardrdl egy szaron kiviili
csucsba vezet, tehat van olyan csics a szaron, mely kiillonbozik £, ¢, ¢, ¢’ és I’ mind-
egyikétol. Tegyiik fel, hogy ezek kozott van a levél tove, és a tobbi, a szaron levo cstcs
nem tehetd levéllé.

A ¢’ cstcs elhelyezkedése szerint a kovetkez6 esetek lehetségesek.

o A csucs a levél tove abra).

A e szakaszon (vagyis a ¢ és ¢ csticsot 6sszekotd it c-tél és ¢-tél killonbozo

cstcsai kozott) nem lehet csics, mert akkor a ¢ cstics d gyereke a ¢”cld uton (ahol
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18. abra

nem 7T-hez tartozo éleken haladunk, ha a két cstics kozott vezet ilyen, kiilonben a
szar élein) levéllé tehetd lenne. gy az ¢ szakaszon sem lehet cstics, mert akkor
az [ csucs d szilGje a ’clc’d Gton levéllé tehetd lenne. Végiil a e’ szakaszon sem
lehet cstics, mert akkor a ¢’ cstics d gyereke a ¢’¢'lc/d iton levéllé teheté lenne,

igy ellentmondésra jutottunk.

o A (" csics a ¢ és ¢ csticsok kozé esik (19 dbra).

19. dbra

A ¢’ szakaszon nem lehet cstcs, mert akkor a ¢ csics d gyereke cld tton levéllé
tehetd lenne. Igy az €0 szakaszon sem lehet cstics, mert ekkor az £ cstcs d sziil6je
a cld "l'd aton levéllé tehetd lenne. Végiil a ¢’¢” szakaszon sem lehet cstics, mert
akkor a ¢ cstcs d sziildje a clc'l'c”’d Gton levéllé tehet6 lenne, igy ellentmondésra

jutottunk.
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o A (” csics az ( és U csticsok kozé esik (201 dbra).

20. abra

Az 0'0" szakaszon van cstics, mert G egyszeri graf. Ha d jeloli ¢’ sziil6jét, akkor

a d csucs a cc'lc’0'd aton levéllé tehetd lenne, ami ellentmondas.

Tehat tényleg kivalaszthaté egy, az eddigiektél killonbozé ¢7 cstcs, ami a levél tove,
vagy atrendezéssel levéllé tehet. Ennek a csicsnak az s G-szomszédja nem lehet ¢, ¢/,
¢ vagy ¢, mert ezek egymdsnak, vagy f-nek a G-szomszédai. A 2.8 és Lemmdk

szerint s is masodfokd T-ben.
2.18. Allitas. Nem rendeltiik két kiilonboz6 d-levélhez ugyanazon csticsot.

Bizonyitas. Tetszoleges ¢ levélhez hozzarendelt valamennyi csiics a kovetkezo tipusok

valamelyikébe tartozik:

1. s-tipust: az £ levélnek, vagy egy levéllé tehetd csiicsnak a G-szomszédja, amely

nem ¢ szaran helyezkedik el
2. t-tipusu: az (¢ levél tove
3. u-tipusi: egy t-tipusu csucs G szomszédja
4. (-tipust: atrendezéssel levéllé tehetd csics
5. a-tipust: egy s-tipusu csucs gyereke
6. b-tipust: egy a-tipusu cstucs G-szomszédja

7. c-tipust: az £ levél szaran helyezkedik el, és G-szomszédja a levél, vagy egy masik,

a levélhez hozzarendelt cstics
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Két, kiillonboz6 levélhez rendelt s-,u-,c-, vagy b-tipusu csics nem lehet azonos, mert
egy T-ben masodfoku cstcsnak csak egy G-szomszédja lehet. Ugyancsak nem lehet
azonos két, kiilonbo6zo levélhez rendelt t-, /-, vagy c-tipusi cstucs, hiszen kilénb6zo

levelek szaran vannak. A maradék esetek:
e s-tipusu és t-tipusi csics nem lehet azonos a Lemma szerint.
e s-tipusu és (-tipusu cstics nem lehet azonos a Lemma szerint.
e s-tipusi és a-tipusi csiics nem lehet azonos a[2.14] Lemma szerint.
e t-tipusi és u-tipusi csics nem lehet azonos a[2.11] Lemma szerint.

e {-tipusu és a-tipusu csics nem lehet azonos, mert a Lemma szerint a-tipusi

csucs nem lehet egy masik levél szaran.
e t-tipusi és b-tipusi cstics nem lehet azonos a[2.14] Lemma szerint.
e u-tipust és (-tipust csics nem lehet azonos a 2.9 Lemma szerint.
e u-tipust és a-tipusi csics nem lehet azonos a[2.14] Lemma szerint.

e /-tipusu és a-tipusu csucs nem lehet azonos, mert a [2.13, Lemma szerint a-tipusia

cstics nem lehet egy masik levél szaran.
o (-tipusi és D-tipusi csiics nem lehet azonos a Lemma szerint.
e két a-tipusi cstcs nem lehet azonos, mert sziloik kiilonboznek.
e a-tipusi és b-tipust cstics nem lehet azonos, a 2.15 Lemma szerint.

e a-tipust és c-tipusu csiuics nem lehet azonos, mert a2.13, Lemma szerint a-tipusi

csucs nem lehet egy masik levél szaran.

g

Tehat minden d-levélhez hozzarendeltiink 6 darab masodfoku csicsot, és kiillonb6z6
levelekhez rendelt csticsok kiilonbozdek. Ezzel befejeztiik az [I.5] Tétel bizonyitdsat.
O
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3. Kétszeresen 0Osszefiiggdé multigrafok

Most az [I] cikkben bizonyitott . Tételre adunk egy 1j bizonyitast, az . Tétel
bizonyitasaban hasznalt médszereket kovetve.
G most kétszeresen Osszefiiggo, 3-regularis multigraf, az el6zohez hasonléan legyen

T a G grafnak egy olyan feszitéfdja, amelynek

1. a leheto legkevesebb levele van,

2. feltéve az el6zot, a leheto legnagyobb az sszmélysége.

Most minden d-levélhez 4 darab, T-ben masodfoki csicsot fogunk hozzarendelni.
A hozzarendelés az aldbbi esetek szerint torténik:
1. eset A levél két G-szomszédja, s és s’ nem a levél szaran helyezkedik el.

A levélhez hozzarendelt csicsok: s, ', valamint az 6 a és a’ gyerekeik . abra).

Egy levél két G-szomszédja nem lehet ugyanaz a v cstcs, mert a 3-regularitas miatt
v csak levél lehetne, ami a . Lemma miatt nem lehetséges. Igy s és s kiilonboznek,
nem lehetnek levelek és nem lehetnek T-ben harmadfoktak, mert van G-szomszédjuk.
Igy a Lemma szerint s, §', a és a’ 4 kiilonb6z6, T-ben masodfoku csucs.

21. 4bra

2. eset A levél egyik G-szomszédja, s, a levél szaran van, a masik, s, nem.
A levélhez hozzarendelt cstcsok: s, s, az s csucs gyereke, az a csucs és az a csucs

G-szomszédja, b dbra).
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Az eddigiek szerint s, s’ és a 3 kiilonboz8, T-ben mésodfoki cstics. A és2.12
Lemmak szerint b nem levél, és nem lehet T-ben harmadfoki, mert van G-szomszédja.
A masik harom hozzéarendelt csticcsal sem lehet azonos, ugyanis azok egymasnak, illetve

f-nek a G-szomszédali.

22. 4bra

3. eset A levél mindkét G-szomszédja, ¢ és ¢’ a levél szaran van.

A levélhez hozzarendelt csucsok: ¢, ¢ és egy alkalmas ¢’ cstcs a levél szaran és
annak G-szomszédja, s. Az ¢’ csics a levél tove, vagy atrendezéssel levéllé tehetd (23]
abra).

A levél szaran ¢, ¢ kiillonb6z6 masodfoka csicsok. Feltehetd, hogy ¢ mélysége
nagyobb, mint c-é. Megmutatjuk, hogy a levél ¢ téve kiillonbozik az eddig kivalasztott
csucsoktél, vagy valaszthaté még egy ¢ cstcs a levél szaran, amely T-ben méasodfoku
és levéllé teheto.

G kétszeresen Osszefiiggd, igy van olyan él, ami a levél szarardl egy szaron kiviili
csucsba vezet, tehat van a széron f-en, c-n és ¢-n kiviil egy masik csics is. Ha ez a
csucs ¢ 6se, akkor a levél tove nem lehet ¢, igy ¢ sem. Ha ¢ és ¢ kozott van cstcs,
akkor ¢ gyereke, d a cld uton levéllé tehet6. Ha pedig £ és ¢’ kozt van csucs, akkor ¢
gyereke a cc'fd uton levéllé teheto.

Az 0’ cstcs s G-szomszédja nem egyezhet meg ¢, ¢ és ¢’ egyikével sem, és masodfoki

T-ben a 2.8 Lemma szerint.
3.1. Allitas. Nem rendeltiik két kiilonbozé levélhez ugyanazt a csicsot.
Bizonyitas. Az Tétel bizonyitdsa soran mar beldttuk. O

Ha a g gyokér levele T-nek, akkor G-szomszédai, v és v kilonb6z6 méasodfoki

csucsok. Nem egyezhetnek meg a d-levelekhez mar hozzarendelt csicsok egyikével
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23. 4bra

sem, mert a fokszdm miatt csak a-tipustak lehetnének, de ez a [2.12] Lemma miatt
nem lehetséges.

Jelolje T leveleinek szamat k. Ha 1" gyokere levél, akkor a harmadfoku csicsok
szama k — 2, a d-levelek szama legalabb k — 1, az ezekhez rendelt masodfoku cstcsok
szama 4(k — 1), és 2 csticsot g-hez rendeltiink. Igy k+ (k—2) +4(k —1) +2 < n, tehét

k<242
Ha T gyokere nem levél, akkor k + (k — 2) + 4k < n, tehat k < % + 1. Mindkét
esetben ml(G) <k < § + % O

Most megmutatjuk, hogy az Tételben szerepl6 korlat 1ényegében éles.
3.2. Allitas. Végtelen sok n-re léteznek olyan n csicst, kétszeresen osszefiiggh, 3-
reguldris multigrafok, melyekre mé(G) > .
Bizonyitas. Tekintsiik a[24] abran lathat6 Gy, grafokat. Ezek kétszeresen osszefiiggd,

3-reguldris multigrafok, csicsszamuk 6k. Ha T egy feszitéfaja Gy-nak, minden H

részben kell, hogy legyen levele, igy ml(G) > k. O
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24. abra A Gy grafban a H rész k-szor ismétlodik

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetomnek, Dr. Wiener Gabornak a téma ajanlasat

és a dolgozat elkészitéséhez adott segitséget, észrevételeket, javaslatokat.
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