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|. Bevezetés

A fragmentacio szerteagazé jelenség, amely széleskorti irodalommal rendelkezik. Szamos
érdekes ¢és gyakorlati szempontbdl is fontos jelenség megértésében van dontd szerepe, mint példaul
domborzati formak 1étrejotte és folyamatos valtozasa, vagy példaul az tirszemét felhalmozddasa
[31 [4] [5].

Korabbi kutatasok kiilonboz6 torési folyamatok (mallas, robbanas, iitkozés) altal 1étrejovo
fragmensek méretét és formajat is vizsgaltak mar [1] [2]. Az eltéré folyamatok altal 1étrejott
fragmenshalmazokon végzett vizsgalatok mind a fragmensek méretét, mind formajat illet6en
feltartak univerzalis torvényszerliségeket.

Munkank célja a 2016-ban megkezdett, repedezett sziklafelszin morfologiai elemzésével
foglalkozo kutatasunk [6] folytatasa.

Ezen el6zményben a Szilardsagtani Tanszéken mar évek ota folyo kutatasok soran [1] [2] az
egyedi geometriai jellemzoket feltard vizsgalati modszereket hasznaltuk felszini repedésképen,
2D-s mintakat vizsgalva.

A korabban is vizsgalt helyszinr6l (1. abra, 2. dbra), a Harmashatar-hegy tetejérol (€. sz. 47°
33', k. h. 18° 59') véletlenszeriien begyiijtésre keriilt 556 darab fragmens, melyekr6l okkal
feltételezhetd, hogy az el6z6 kutatasunkban [6] vizsgalt repedezési folyamat soran keletkeztek.
Ezek mar 3D-s mintak, de hasonlo elvek alapjan vizsgéalva dket, 0ssze lehet vetni a korabbi TDK-

munka [6] kereteiben kapott 2D-s mintak eredményeivel.
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2. abra: A fragmensek gytjtésének helyszine (2016-0s sajat foto)
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II. Vizsgalat

Elészor ennek a valogatas nélkiil begyljtott 556 darab fragmensnek a fizikai paramétereit
kezdtik el vizsgalni. Elsé 1épésként minden fragmenst sorszammal lattunk el a késObbi
azonosithatdsag érdekében (3. abra).

Ezutan a fragmenseket egyenként, manualisan mértiik le, a kovetkez6 modszerrel: minden
fragmensnek megmértiik a tomegét, majd hosszmérésre alkalmas mérdeszkozzel megkerestiik a
fragmensek leghosszabb tengelyét, melyet ,,a”-nak neveztiink el. Ezutan e koriil a tengely koriil
forgatva a kovet, megkerestiik az ,a”-ra merdleges leghosszabb tengelyt, melyet ,b”-nek
neveztiink el. A kévet 90 fokkal elforgatva az utols6é mért érték az ,,a”-ra és ,,b”-re is merdleges
leghosszabb tengely, mely a ,,c”” megjeldlést kapta.

Ezutan a fragmensek stabil és instabil egyenstlyi helyzeteinek megtalalasa kdvetkezett, melyet
szintén manualis uton, ,,probalgatassal” allapitottunk meg. A stabil egyenstlyi helyzetek szamat

,,8"-¢l, az instabilokét ,,u”-val jeloltiik.

3. abra: A sajat mérésiink kdzben késziilt fotd

A mérés soran tigyeltiink arra, hogy az egyes fragmensek mérésével kozel azonos 1d6t toltsiink

el, hogy ezzel is csokkentsiik a statisztikai hibdkat. Erre f6leg azért volt sziikség, mert a stabil,
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illetve az instabil egyensulyi pontok szdmanak meghatarozasakor a talalt pontok szdma aranyosan
no a kereséssel eltoltott idovel.

Az igy lemért adatokat felhasznalva egy olyan adathalmazt kaptunk, mely tartalmazza az 6sszes
begylijtott fragmens legfontosabb paramétereit.

A Szilardsagtani és Tartoszerkezeti Tanszéken folyd kutatas keretein beliil mind az 556 mintat
— toliink fliggetleniil — mas személy is ugyanezzel a modszerrel lemérte. Az egyszeriiség kedvéért
a tovabbiakban a mi mérésiinket ,,Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok”-ként, a tanszéken toliink
fiiggetlentil kapott adatokat ,, Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok”-ként fogjuk emliteni.

Az altalunk kapott, illetve az ettdl fiiggetlen tanszéki adathalmaz 6sszehasonlithato volt, mivel
az adatok a fragmensek sorszdmahoz vannak rendelve. Az Gsszehasonlitdsnak két célja volt:
igazolni a mérési modszer pontossagat, illetve megkeresni az eltéréseket, és vizsgalni ezek
valoszinil okait. Ez kiilonosen a stabil és instabil egyenstlyi pontok keresésénél vezetett érdekes

eredményekre.
I1l. Adatok elemzése, 0sszehasonlitasa

Eldszor a teljes adathalmazokra vonatkoz6 adatokat vetettiilk 6ssze. Az elsd 1€épés az 6t mért
érték atlagainak dsszehasonlitasa volt, ezt mutatjuk be a kovetkez6 két grafikonon. Az 4. abran jol
lathato, hogy a tengelyhosszak esetében a ,,Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok™ atlagai minden
érték esetén magasabbak voltak a ,,Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok”-nal:

Tengelyhosszak atlagainak 6sszehasonlitasa
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B Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok

4. abra: A mérés soran kapott tengelyhosszak atlagainak dsszehasonlitdsa
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A 5. dbran ugyanilyen modon hasonlitottuk 0ssze a két adatsort, ahol szintén azt kaptuk, hogy

az atlagok a ,,Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok™ esetében nagyobb értékeket vesznek fel:

Egyensulyi helyzetek atlagainak
0sszehasonlitasa

5,5

4,5

3,5
Stabil egyensulyok ["s"] Instabil egyensulyok ["u"]

Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok

Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok

5. abra: A mérések soran talalt egyensulyi helyzetek szama atlagainak 6sszehasonlitasa

A 4. és 5. dbran tovabba jol 1athato, hogy az 556 fragmensbdl nyert adatok atlagai kozotti eltérés
viszonylag alacsony. A legnagyobb eltérés a ,,b” érték esetén adodott, ez 7,3 %, mig az egyensulyi
helyzeteknél 4-4,5 % a kiilonbség. Ezekbdl még nem vonhato le igazi kovetkeztetés a mérések
pontossagaval kapcsolatban, ehhez érdemes az egyes adatsorokat kiilon-kiilon vizsgalni.

Kovetkezd 1épésben kiilon vizsgaltuk a megtalalt stabil, illetve instabil egyenstlyi helyzetek
szamait a két mérés esetén. A vizsgalat pontossaga érdekében az egyezéseket manualis modszerrel,
fragmensenként kerestiik meg, ennek eredménye lathato a 6. abran. (Kevésbé pontos modszer lett
volna az egyes egyensulyi helyzetek szdmértékeihez darabszamot rendelni, és a két mérés koziil a
kisebb darabszdmot venni egyezdnek). A nem egyezd eseteket eltavolitottuk, de az érdekesség

kedvéért megnéztiik az eltérés mértékeit, melyre a 6. abra jobb oldali oszlopainal lathat6 példa:
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CSAK AZ EGYEZOK: ELTERES:
Stabil  Instabil Stabil Instabil
-1 -4
-1 ]
0 -2
] -1
-1 -2
-2
1 -2
] -1
-1 0
] 1
-3 -1
-3 2
0 0
1] 1]
1 1
0
0
0 -1
0 1
0 ]
-1 -2
0 0
[Egyezések szama: Eltérések mértéke: | -0,21 -0,20
63,49%  23,20% Maximum + eltérés: 4 5
Az egyezések %-ban Maximum - eltérés: -3 -6

6. abra: Az egyezések ¢€s eltérések vizsgalatanak modszere és az eredmények bemutatasa

A ,—,, elgjel azt jelenti, hogy a ,,Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok™ esetében volt nagyobb
az egyensulyi helyzetek szdma.

A elgjel hianya azt jelenti, hogy a ,,Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok™ esetében volt nagyobb
az egyensulyi helyzetek szama.

A 0 jeloli az egyezést a két adatsor kozott.

Az egyezéseket vizsgalva (6. abra bal oldali oszlopai) azt lathatjuk, hogy nagy az eltérés a
stabil €s az instabil egyenstlyi helyzetek szamat tekintve: mig a stabil egyensulyi helyzetek szama
az 556 fragmensrol levett adatbol 353 esetben egyezik a két mérésnél (63,49%-os pontossag), addig
az instabil egyensulyi helyzetek esetén ez a szam csak 129 (23,2%-os pontossag). Mar ebbdl is jol
sejthetd, amit a mérések soran is tapasztaltunk, hogy a stabil egyensulyi helyzeteket kdnnyebb
pontosan megtalalni, viszont az instabil egyensulyi helyzeteknél bizonytalanok és kevésbé

pontosak a mérések.
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Az eltéréseket vizsgalva (6. abra jobb oldali oszlopai) a stabil egyensulyi helyzetek esetén a
két szélsoérték a -3 és a 4 volt, mig az instabil egyenstlyi helyzeteknél a -6 és az 5 volt. Ez is
igazolja a fentebb feltett allitdsunkat, hogy az instabil egyensulyi helyzetek megtalalasa kevésbé
pontos, mint a stabil egyensulyi helyzetekeé.

Az eltérésének atlagai szintén leolvashatok a 6. abrarol (-0,21 és -0,20), és kiadjak a 4. abrarol
is leolvashat6 tényt, hogy mind a stabil, mind az instabil esetben a ,, Tanszéki 2017-ben mért 3D-s
adatok”-ban volt nagyobb a megtaldlt egyensulyi helyzetek szama. Erdekes azonban, hogy az
eltérés mértéke kozel azonos a stabil (-0,21) és az instabil (-0,20) egyensulyi helyzetek szamanal,
ellentétben az egyezések darabszamanal (6. abra) tapasztalt nagy kiilonbséggel. Azonban ezek az
atlagok stabil esetben 203 eltérésbol, mig instabil esetben 429 eltérésbol adodnak.

Az ezutan kovetkezd 1épés az volt, hogy az adatsort még jobban felbontva vizsgaljuk a stabil
¢s az instabil egyensulyi helyzetek szamanak egyezéseit. Legelszor a két adatsorbdl kinyertiik az

egyes egyensulyi helyzetekhez tartozo6 eldfordulasok szamat (7. abra, 8. abra).

Stabil egyensulyi helyzetekhez tartozé darabszam
180
160
140
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100
80
60

El6frodulasok szama [db]

40
20

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Stabil egyensulyi helyzetek szama [db]
Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok

Tanszéki mérés trendvonala Sajat mérés trendvonala

7. abra: A mérések soran kapott stabil egyensulyi helyzetek el6fordulasanak 6sszehasonlitasa
A 7. abran a trendvonalakkal kiemelve az lathato, hogy az el6fordulasok szama a stabil
egyensulyi helyzetek szamanak fiiggvényében mindkét mérés esetében kozelitéleg Gauss-gorbe

alakot vesz fel, és a két gorbe kdzott nagyon minimalis az eltérés. Tovabba mérési pontatlansag is

8
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felfedezhetd, ugyanis mig 10, 11, illetve 12 egyensulyi helyzettel rendelkezd kovet nem talalt egyik
mérés sem, a ,,Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok™ kozott taldlhatdo 1 darab 13 stabil egyensulyi
helyzettel rendelkez6 fragmens. Ennek oka lehet mérési hiba vagy manualisan elkovetett (pl. az

adat bevitelekor torténd elgépelés) hiba.

Instabil egyensulyi helyzetekhez tartozé darabszam
160

140

120

100

80

60 i

4 S B N B e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Instabil egyensulyi helyzetek szama [db]

o

El6fordulasok szama [db]

o

I Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok

-------- Tanszéki mérés trendvonala Sajat mérés trendvonala

8. abra: A mérések soran kapott instabil egyensulyi helyzetek eléfordulasanak 6sszehasonlitasa

Az 8. abra mutatja az el6fordulasokat az instabil egyensulyi helyzetek esetében. Itt is Gauss-
gorbe jelleget mutatnak a trendvonalak, azonban itt mar nagyobbak az eltérések a két mérés kozott,
példaul eltérd helyen talalhat6 a géorbék maximuma. Ennek legvaldsziniibb oka a mar korabban is
emlitett bizonytalansag az instabil egyensulyi helyzetek mérésénél.

Az igy kinyert jabb adatokat ezutan Osszehasonlithattuk az el6z6 adatsorbdl kinyert
egyezések darabszaméval, az egyensulyi helyzetek szdmahoz rendelt médon. Ehhez eldszor az
egyensulyi helyzetek szadmahoz hozzéarendeltiik az egyezések szamat. Ezt mutatja a kovetkezo

tablazat:
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INSTABIL
STABIL egyensilyi
Egyezések szama egyensulyi Egyezések szama
helyzetek szama
helyzetek szama
2 29 1 0
3 71 2 7
4 109 3 21
5 92 4 28
6 43 5 33
7 9 6 22
8 0 7 9
9 0 8 9

A tablazat adatait a 9. és 10. abran abrazoltuk. Az egyezések esetében is a két adatsornal kiilon-

kiilon (7. és 8. abra) is tapasztalt Gauss-gorbe eloszlast lathatjuk:

Egyezések szama STABIL egyensulyi
helyzetek esetén
120
100

Egyezések szama [db]
N B (o)) [os]
o o o o o

~ R

« [

= [

o [

- IR

~ l

Stabil egyensulyi helyzetek szama [db]

N Stabil egyensulyi helyzetek ~— ceccece Trendvonal

9. abra: A két mérés kodzotti egyezések szama a kiilonb6z6 stabil egyensulyi helyzetek szamahoz
viszonyitva

10
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Egyezések szama INSTABIL egyensulyi
helyzetek esetén
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10. abra: A két mérés kozotti egyezések szama a kiilonb6z6 instabil egyensulyi helyzetek szamahoz
viszonyitva

Ennek a folyamatnak az utolso6 1épéseként arra voltunk kivancsiak, hogy mennyire volt pontos
a két mérés esetében az egyensulyi helyzetek megtaldldsa. A sejtésiink az volt, hogy minél
kevesebb az egyensulyi helyzetek szama, annal nagyobb valdszinliséggel meg is talaljuk azokat.
Ez a sejtés mar a mérés kozben is felmeriilt, és logikusnak tiinik, hogy ha egy fragmensnek példaul
2 darab stabil egyensulyi helyzete van, akkor azokat jo eséllyel meg is talaljuk.

Ehhez 0Osszevetettiik egyensulyi helyzetek szamahoz tartozé eldéfordulasok szdmat az

egyezések szamaval, szazalékos formaban (11. abra, 12. bra).

11
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Mérési pontossag a STABIL egyensulyok fliggvényében
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11. abra: Mérési pontossag a stabil egyensulyi helyzetek szamanak fiiggvényében

A stabil egyensulyok esetében nagyon szépen lathatd, hogy a feltevésiink igaz volt, és az
egyensulyi helyzetek szamanak novekedésével csokken a mérési pontossdg mindkét mérés
esetében (11. abra). Fontos megjegyezni még, hogy még a 6-8 stabil egyensulyi helyzet esetén is
legalabb minden masodik k6 esetében mindkét mérés megtalalta ezeket az egyensulyi helyzeteket,

ami j6 eredménynek mondhat6 a pontossagot illetden.

12
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Mérési pontossag az INSTABIL egyensulyok fliggvényében
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12. abra: Mérési pontossag az instabil egyenstlyi helyzetek szamanak fiiggvényében

Az instabil egyenstlyi helyzetek esetében (12. abra) wjra lathatd, hogy sokkal kevésbé
pontosak az eredmények — példaul a 2-es esetben a stabil egyenstlyi helyzeteknél tapasztalt 80-
90%-o0s pontossaggal ellentétben, itt mar csak 17% ¢és 35% volt a két mérés pontossaga. A
szazalékos értékekben vald nagyobb eltérések betudhatok annak, hogy sokkal kevesebb szamu
egyezést talaltunk, ahol mar egy adat is nagyobb eltérést eredményez. A két gorbe jellegét
vizsgalva a ,,Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok™ egyértelmiien ugyanazt a csokkend tendenciat
mutatjak, mint amit a stabil egyensulyi helyzeteknél (11. abra) tapasztaltunk. A ,,Sajat 2017-ben
mért 3D-s adatok™ esetében mar nehezebb kovetkeztetést levonni. Ez a fajta tendencianélkiiliség
valésziniileg a korabbi grafikonokon is tapasztalt eltérésekbdl, illetve az egyezések szamanak
alacsonysagabol kovetkezhet.

A két fiiggetlen adatsor lehetdséget adott még arra, hogy bizonyos Osszefliggéseket ugy
vizsgalhassunk, hogy azt két fliggetlen mérés is alatamasztja. Ilyen volt tobbek kozott a stabil
egyensulyi helyzetek szamanak, valamint a fragmensek geometriai jellemzdinek 6sszehasonlitasa.

A mérések soran tapasztaltak alapjan az volt a sejtésiink, hogy minél nagyobb egy adott

fragmens, annal valdsziniibb, hogy nagyobb lesz a stabil egyensulyi helyzeteinek szdma. Ehhez
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el6szor az adatokat a stabil egyensulyi helyzetek darabszama alapjan csoportokba rendeztiik, majd
vizsgaltuk az egyes csoportokban 1évé adatsorok geometriai jellemzdit. Az dsszehasonlitashoz a
kovek ,,nagysdgat” a tengelyhosszak szorzataként jellemeztiik, azaz a*b*c értékkel. A 13. 4bra
mutatja a stabil egyensulyi helyzetek szama alapjan beosztott csoportok adatsorainak a*b*c

értékeinek atlagait:

a*b*c és a stabil egyensulyi helyzetek 6sszefliggése
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-------- Tanszéki mérés trendvonala Sajat mérés trendvonala

13. ébra: a*b*c geometriai jellemz0 és a stabil egyensulyok szamainak Osszefiiggése

Mivel 9-nél tobb stabil egyensulyi helyzettel rendelkezé fragmensbdl nagyon csekély szamu
volt, igy ezeket kivettiik az atlagolasbol.

A 13. abra igazolja a felvetésiinket, miszerint az a*b*c szorzat értékének novekedésével n6 a
stabil egyensulyi helyzetek szama.

A mérések soran tapasztaltuk még, hogy ha egy fragmens ,,lapos”, azaz az ,,a” és a ,,b” tengely
nagysagrenddel nagyobb a ,,c” tengelynél mért értéknél (melyet egyszeriisitve az a*b/c értékkel
jellemeztiink), akkor jo eséllyel a fragmensnek 2 darab stabil egyensulyi helyzete lesz. Az el6z6
modszerhez hasonloan itt is a stabil egyensulyi helyzetek szdma alapjan osztottuk csoportokra az

adatokat, majd az a*b/c értékek atlagai alapjan kaptuk a 14. abrat.
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A 14. abran jol lathato, hogy az a*b/c értéke 2 darab stabil egyensulyi helyzet esetén jelentdsen
nagyobb értéket mutat, 3 esetében kisebb mértékben, de szintén pozitiv irdnyu eltérést mutat. Majd

4 stabil egyensulyi helyzettél kezddd6en kozel konstans értékeket vesz fel (8-nal mar Kisebb szamu

minta allt rendelkezésre, ez okozhatja az eltérést):

a*b/c és a stabil egyensulyi helyzetek 6sszefliggése
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Stabil egyensulyi helyzetek szama [db]
s Tanszéki 2017-ben mért 3D-s adatok Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok

-------- Tanszéki mérés trendvonala Sajat mérés trendvonala

14. abra: a*b/c geometriai jellemz6 és a stabil egyenstlyok szamainak osszefiiggése
Mivel 8-nal tobb stabil egyensulyi helyzettel rendelkezé fragmensb6l nagyon csekély szamu

volt, igy ezeket kivettiik az atlagolasbol.
Az adatsorok elemzésének kovetkezo 1épéseként egy grafikonon (15. abra) abrazoltuk a tomeg

¢s a tengelyarany Osszefiiggését a ,,Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok™ alapjan:
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2017-ben mért 3D-s adatok

0,7

Tengelyarany
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15. abra: A mért tomeg és a tengelyarany 0sszefliggése a ,,Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok™ esetében
Ezutan az idén mért adatokat (,,Sajat 2017-ben mért 3D-s adatok™) k6zos grafikonon (16. abra)
abrazoltuk a tavaly lemért 2D-s adatokkal (tomeg helyett a 2D-s adatok esetében a teriiletet
hasznaltuk, tavalyi dolgozatunkban [6] kifejtettiik, hogy miért tehetjiik meg ezt) és az [1]-es cikk
adataival. Az 6sszehasonlithatdsag érdekében az Gsszes adatsor tOmegét vagy teriiletét az adott

adatsor legnagyobb értékével leosztva vettiik, igy a legnagyobb tomeg minden adatsor esetén 1.
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16. 1 abra: Tengelyarany-teriilet 6sszehasonlitas harom kiilonb6z6 mérés esetén

16



Repedezett sziklafelszinrdl szarmazo6 fragmensek morfologiai elemzése Kerekes Adria Flora, Biiki David

IV. Torésszimulacid

Ez alapjan a grafikon alapjan alkottuk meg azt a feltevést, hogy a harom kiilénb6z6 adatsor a
kovek idérendben egymast kdvetd harom kiilonbozo allapotat régzitik. A legkorabbi allapot a 2D-
s repedéskép, ezutan az idén altalunk lemért kovek allapota kovetkezik. Mivel ezeket a kdveket a
repedések helyszinérdl hoztuk el, feltételezhetjiik, hogy a kovek kordbban szintén a repedéskép
részei voltak. A harmadik adatsor azt az allapotot mutatja, amikor a kovek mar kopottabbak.

Feltevésiink igazoldsara azt a modszert valasztottuk, hogy szimulaljuk egy program segitségével
a kovek torését, és igy megvizsgaljuk, hogy a kiilonb6zo allapotok valoban egymasba vihetok-e.

A kovek torését végzé programot Visual Basic programnyelvben, Excel makro feliileten
készitettiik. Tobbféle verziot is teszteltink a kovek szimulalt torésére, mind az eltoré kovek
kivalasztasaban, mind pedig a torés végbemenetelében. Mivel a 3D-s adatok mellett 2D-s adatok
is rendelkezésiinkre alltak, ezért minden adatsor esetén az ,,a” és ,,b” atlo hosszaval szamoltunk.
fgy a 2D-s és 3D-s adatok dsszevethetéek.

A program a fragmenseket olyan téglalapoknak tekinti, amiknek hosszabbik oldala ,,a”

hosszusagu, rovidebbik oldala ,,b” hosszsagu, és teriilete ,,A”.

IV.1 Véletlenszeruen kivalasztott k6 torése

Az els6 verzidban a kdvetkezé modon gondolkodtunk:

Tegyiik fel, hogy a természet ugy tori el a koveket, hogy kivalaszt véletlenszeriien egy kovet,
majd szintén véletlenszerlien kivalasztja a kO egyik oldalat, ezutan pedig pontosan kettd
ugyanakkora darabra tori azt. Ezutan a két ugyanakkora darab visszakeriil az eredeti halmazba, és
kezdddik elolrdl a folyamat — most mar egyel tobb ko koziil kivalasztva az eltorendot.

Az eltorendd ko6 véletlenszerii kivalasztasahoz a program general egy random szamot 0 és 1
kozott, majd ezt megszorozza a kovek darabszamaval (n), és egészre kerekiti a kapott szamot. fgy
megkapjuk, hogy melyik k6 fog eltorni.

Ezutan kivalasztja, hogy ,,a” vagy ,,b” oldal fog-e eltérni. General egy Gjabb random szamot 0
és 1 kozott, majd azt megszorozza (,,a”+ ,,0”)-vel. Ha az igy kapott érték kisebb, mint ,,a”, akkor
& oldal fog torni, ellenkez6 esetben pedig ,,b”. Mivel minden esetben igaz, hogy ,,a”> ,,b”, ezért
,,a” oldal nagyobb eséllyel torik el, és minél elnyultabb a k6, annal nagyobb eséllyel torik el ,,a”

oldal.
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A két 0j k6 pontosan ugyanakkora lesz, és visszakeriil az eredeti halmazba, és igy a kovek szama
eggyel no.

Ezutan a program kivalaszt egy Gjabb kovet, és azt is eltori. Az, hogy hany darab torés torténik,
az elején megadott szam alapjan dol el. Miutan a torések végbementek, az 01j adatsort ugyanazon a

grafikonon abrazoljuk (17. abra).
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17. abra: 2016-ban mért adatok torésének szimulacidja az egyes szamui programmal

A tovabbiakban a kovetkez6 elnevezéseket vezetjlik be:

A17: 2017-ben mért kdvek adatai (a grafikonon sarga szinnel jelove);

A16: 2016-ban mért fragmensek adatai (a grafikonon zdld szinnel jeldlve);

M(A16): a 2016-ban mért fragmensek szimulalt térése utani adatok (a grafikonon barnaval
jelolve).

A grafikonok alapjan megallapitottuk, hogy minél tobbszori torést szimulalunk A16 adatsoron,
annal jobban emlékeztet a grafikon alakja A17 grafikonjara jellegében. A szimulaci6 tehat részben
bebizonyitja a hipotézisiinket.

Azonban M(A16) tengelyaranyainak értéke nem kozelit A17 tengelyaranyainak értékéhez. Ha
az egyes mérések €s szimulalt torések Osszes tengelyaranyat kidtlagoljuk, a kovetkezd értékeket

kapjuk:

Al7 0,708785137
Al6 0,612104112
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M(A16) 100 torés 0,618790446
M(A16) 500 torés 0,61421029

M(A16) 5000 torés | 0,576997366
M(A16) 10000 torés | 0,569535397

Tehat A16 torése esetén a tengelyaranyok atlaga csokken, és nem kozeliti meg A17
tengelyaranyainak atlagat. A tengelyaranyok csokkenésének oka a kovetkezo:
A program véletlenszerlien donti el, hogy az adott k6 hosszabbik vagy rovidebbik oldala

torjon ketté. Amennyiben a hosszabbik oldal torik ketté, akkor a tengelyarany né, hiszen
b b

<@

ha pedig a rovidebbik oldal torik ketté, akkor a tengelyarany csokken, mivel

, 2
> 2
a a

Tehat ha az 0sszes tengelyarany atlaga csokken, akkor az azt jelenti, hogy nagyobb mértékben
csokkennek a tengelyardnyok a rovidebb oldal torése miatt, mint ahogyan ndnek a hosszabbik oldal
torése miatt. Ebbdl az kovetkezik, hogy ahhoz, hogy A17 tengelyaranyainak atlagdhoz kozelitsen
M(A16) tengelyaranyainak atlaga, mas modszer alapjan kell kivalasztani azt, hogy melyik oldal
torjon ketté. Tehat a megfeleld algoritmus megtaldlasa az eltérendd oldal kivalasztidsara a
torésszimulacio fejlesztésének lehetséges iranya.

A masodik programvaltozat a kovek kivalasztdsaban nem moédosult. Tehat a program szintén
azzal kezd, hogy random valaszt egy kovet. Ezutdn ismét random kivélasztja a ké egyik oldalat, de
a torés maga itt mas algoritmus alapjan megy végbe.

A pontos félbetdrés helyett a program ismét general egy random szamot, és az alapjan donti
el, hogy a kivalasztott oldal mentén hol tori el az adott kovet.

Az ezzel a modszerrel kapott eredményeket is abrazoltuk (18. abra).
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18. 4bra: 2016-ban mért adatok tdrésének szimulacidja a kettes szamu programmal

A kapott grafikon alapjan megallapitottuk, hogy ez a modszer kevésbé jo eredményeket ad,
mint az el6z6. Tehat a természetben végbemend torések jobban kozelithetdk azzal a modszerrel,
ha minden kdvet pontosan félbetoriink, mint azzal, ha véletlenszertien dontjiik el, hogy hol torjon

el.

IVV.2 Minden k§ vizsgalata egyesével

A harmadik programvaltozat alapjaiban tér el az el6z6ekt6él. Ebben az esetben ugy vizsgaljuk
a kovek torését, hogy minden egyes ko esetében kiilon eldontjiik, hogy az a ko eltorik-e vagy sem.
Ezzel a moddszerrel végigmegylink mind a 3619 db mintdn, majd a kovetkezd korben ismét
végigmegyiink a mar eltort kdveken is.

Amennyiben egy ko6 az elsé korben nem torik el, akkor kikeriil az alaphalmazbol olyan modon,
hogy tobbet egyik korben se torhet el, de a legvégén a torések lefolydsa utan a grafikon
felrajzolasakor figyelembe vessziik. A tovabbi kordkben is minden olyan kO, ami nem torik el,
kikeriil az alaphalmazbél. Igy az n-edik kor végén az alaphalmaz (2p)™ - N, kévet tartalmaz.

Amennyiben egy ko eltorik, akkor véletlenszeriien valamelyik oldala mentén pontosan
kettétorik. Ezutan a két egyforma darab visszakeriil az alaphalmazba, és a kdvetkezé kdrben mar

ezekrdl donti majd el a program, hogy torjenek-e vagy sem.
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A kovek torésének gyakorisagat azzal befolyasoltuk, hogy mekkora a valoszintisége (p) annak,
hogy egy k& eltorik.

Az els6 esetben p = 0,8-at vettiink fel.

A kapott eredményeket grafikonon abrazoltuk (19. abra).
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19. abra: 2016-ban mért adatok torésének szimulacidja a hdrmas szdmu programmal

A program miikodésének ellenérzésére azt a modszert alkalmaztuk, hogy kiszamoltuk ,,n”
darab lefutas esetén a kovek varhatd darabszamat, és ezt 6sszevetettiik a program tényleges lefutasa

utani darabszdmmal. A varhato darabszamokra a kovetkezo altalanos képletet irtuk fel:

n
Nn:<1+22i—1.pi>.NO

i=1
Ahol: Nn: a program n-edik lefutasa utan a kovek darabszama;
No: a kiindulasi adatsorban szerepld kdvek szama (jelen esetben 3619);
p: annak a valdszintisége, hogy az adott k6 eltorik.
Bizonyitas:
A bizonyitast a teljes indukcidé mddszerével fogjuk elvégezni.

Ehhez els6 1épésben bebizonyitjuk, hogy n=1 és n=2 esetben igaz a képlet.
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El6szor irjuk fel, mi torténik, ha a program egyszer lefut, ha eredetileg No db k6 van. Ny - p db

ko eltorik, ezért ebbdl 2 - Ny - p db kb lesz. Ny - (1 — p) db k6 pedig nem torik el. Ebb6l adodik,

hogy
Ny =2-Ny'p+Noy-(1-p)=Q2p+1—p) Ny=(1+p)N,

behelyettesitve:

Ny = (1+2°-

p') Ny = (14 1p)Ny = (1 +p)N,

Tovabb gondolva N2 esetben, ahol az el6z6 korben eltorott kovek p-szerese torik el (lesz

altalanos

képletbe

kétszer annyi beldliik) és (1-p)-szerese nem, ezeken kiviil pedig hozza kell még az el6z6 korben

nem eltorott koveket, a kovetkezdt kapjuk:

Ny=2p-2:p) No+(A—=p) No+ ({1 —p):2:p-No=(4p*+1—p+2p—2p*) N,

= (1+p+2p*)N,

Az altalanos képletbe behelyettesitve:

Ny=(1+42%p*+2'-p?)-No =1+ 1p + 2p*)Ny = (1 + p + 2p?)N,

k
Nk — <1+Zzi—1.pi>.N0
i=1

valdszintiséggel toriink el.

k
Ngpq = (1+Zzi-1-pi>-N0+p-(2p)k-1v0 = <1+
i=1

k

i=1

k+1
= (1+Zzi-1-pi>-1vo

i=1

Az eredmények a kovetkezok lettek:

Ezutan bebizonyitjuk, hogy amennyiben a képlet igaz n=k-ra, akkor n=k+1-re is.

A k+1-edik kérben Ny, +p-(2p)*-N, db k& lesz, mivel (2p)*-N, db kovet p

z 21'—1 . pi + 2k . pk+1) . NO

A teljes indukci6 modszerével bebizonyitottuk, hogy a képlet barmely n esetén igaz.

a kovek varhato darabszama

a program lefutdsa utdni darabszam

%-0s eltérés

No 3619 3619 0,000%
N1 6514,2 6502 0,187%
N2 11146,52 11102 0,399%
Ns 49390,95392 49002 0,788%
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Az eltérések elhanyagolhatéoan kicsik, ezért a programot a darabszamok alakulasanak
szempontjabol jonak itéljiik.
A masodik esetbenp = 1 — s-t vettiink. Ebben az esetben tehat minden egyes ko eltorése fligg

az adott ko tengelyaranyatol. Minél elnyultabb egy ko, annal nagyobb az esélye ra, hogy eltorik.
A kapott eredményeket grafikonon dbrazoltuk (20. abra).
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20. abra: 2016-ban mért adatok torésének szimulacidja a négyes szamu programmal

IV.3 Hatvanyra emelés bevezetése

Arra a problémadra, hogy A16 torése esetén a tengelyaranyok atlaga csokken, €s nem kozeliti
meg A17 tengelyaranyainak atlagat, azt a lehetséges megoldast talaltuk, hogy amikor a program
eldonti, melyik oldal torjon el, akkor nem az oldalhosszak aranya alapjan valaszt, hanem az
oldalhosszak hatvanyéval aranyosan. Igy nagyobb eséllyel vélasztja a hosszabbik oldalt a toréshez,
mint a korabbi esetben.

A torés oka a természetben lehet a kdében kialakuld nyomaték. A nyomatéki abranak
kéttamaszl tartd és megoszlo erd esetén masodfoku gorbéje van. Ezért az elsd korben az
oldalhosszakat négyzetre emeltiik.

A tengelyarany-tomeg grafikon a 21. dbran lathato.
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21. abra Torésszimulacio az oldalhosszak négyzetre emelésével
A tengelyaranyok atlagainak alakuldsa az egyes torések utdn a 22. dbran lathato.
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222. abra: Tengelyaranyok atlaganak alakulasa masodik hatvanyra emelés esetén

A tengelyaranyok atlaga tehat a grafikon alapjan oszcillalé viselkedést mutat.
Amennyiben csak a paratlan korok lefutdsa utani eredményeket vizsgaljuk, akkor a 23. dbran

lathatd gorbét kapjuk.
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23. abra: Tengelyaranyok atlaganak alakulasa negyedik hatvanyra emelés esetén a paratlan korok
lefutasat nézve

Ez alapjan azt allapitottuk meg, hogy a tengelyaranyok elkezdtek néni, de nem monoton
moddon. Tehat feltehetden valoban tobbszor torik a hosszabbik oldal, de a modell még nem képezi
le hibatlanul a természetben végbemend torési folyamatot.

A kovek eltorését okozhatja a deformaciojuk is. Mivel kéttamaszu tartd esetén a lehajlasgorbe
negyedfok, igy az oldalhosszak negyedik hatvanyra emelését is leteszteltiik.

A tengelyarany-tomeg grafikon a 24. abran lathato.
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24. abra: Torésszimulacid az oldalhosszak negyedik hatvanyra valo emelésével
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A tengelyaranyok atlagainak alakuldsa az egyes torések utdn a 25. dbran lathato.
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25. 4bra: Tengelyaranyok atlaganak alakuldsa negyedik hatvanyra emelés esetén

A tengelyaranyok 4tlaga tehat a grafikon alapjan ismét oszcillald viselkedést mutat. Ezt a

jelenséget a tovabbiakban még vizsgalni szeretnénk.

Amennyiben csak a paratlan korok lefutasa utani eredményeket vizsgaljuk, akkor a 27. abran

lathatd gorbét kapjuk.

Tengelyaranyok atlaga

0,7
.\.—.
0,68

0,66

0,64
0,62

0,6
0,58

0,56
0. kor 1. kor 3. kor 5. kor 7. kor 9. kor

Program lefutdsanak szama

26. dbra: Tengelyaranyok atlaganak alakuldsa negyedik hatvanyra emelés esetén a paratlan korok

lefutasat nézve

Az eredmények alapjan azt allapitottuk meg, hogy az oldalhosszak negyedik hatvanyra

emelése esetén a tengelyaranyok atlaga 0,68-hoz kozelit.
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V. Osszefoglalas

Meérési adatainkat két szempont alapjan vizsgaltuk. Egyrészt dsszehasonlitottuk az idén
altalunk, illetve a tanszék altal toliink fliggetleniil kapott mérési adatokat, igy vizsgalhattuk a
mérések pontossagat, valamint a mért adatok atlagait, eloszlasait. Ezek mellett igyekeztiink

vizsgalni a mérés soran el6forduld esetleges mérési hibakat, pontatlansagokat is.

Masrészt az idén mért adatokat 0sszehasonlitottuk a tavaly mért adatokkal. A két adatsor
Osszefiiggését igyekeztiink megtalalni olyan modon, hogy szimulaltuk a torés folyamatat. A kapott
eredmények alapjan (24. abra) azt feltételezziik, hogy sikeresen megtalaltuk az alapjait egy olyan

programnak, ami tudja szimuldlni a kavicsok természetben végbemend torési folyamatat.
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Ko6szonetnyilvanitas

A munkank soran nyujtott segitségért koszonetiinket fejezziik ki konzulensiinknek, dr.

Domokos Gabornak.
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