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1. Bevezetés

Vékony filmek mechanikai viselkedésével szamtalan, a kozelmultban megjelent
publikacio foglalkozik (példaul [1, 2]). Dolgozatomban a két végén befogott, vékony,
rugalmas filmek htizas hatasara kialakulé rancosodésat vizsgaltam kisérleti és
numerikus uton. A jelenség modellezésére eddig a Karméan Todortél szarmazo,
nagy lehajlast, vékony lemezek elméletét [6, 5| hasznaltdk. Az elmélet a nagy
alakvaltozas feltételezése miatt (geometriai értelemben) nemlinearis, azonban
alkalmazhatosaganak korlatot szab, hogy csak kis nyulasokat enged meg.

A Karmén-féle elmélet szerint az elegendGen vékony film kismértékid huzésa-
nal kialakulé rancos mintazat - fiiggetleniil a tovabbi nyujtds mértéktsl - mindig
stabil. Egy friss publikacio [3] ezzel szemben egy, a film vastagsagatol és oldalaranya-
itol fliiggd kritikus nyulas felett a rancok eltiinését és a sikbeli (trivialis) megoldas
1jboli stabilitdsat josolja, a Karméan-féle elmélet nagy nyulasokra Kkiterjesztett
valtozata alapjan. Dolgozatom témaja ezen elGrejelzés kisérleti igazolasa, tovabba a
kisérletek soran meghatarozott kritikus nyulasok Osszevetése a klasszikus, Karméan
és a nagy nyulasokra kiterjesztett elméleteket egyarant tartalmazo, j, nemlinearis
végeselemes algoritmus eredményeivel.

A kisérletek soran egy vékony, rugalmas, két végén befogott szalagra adott
megnytlast kényszeritettem. A [3| alapjan a vart viselkedés:

1. Kezdetben alakvaltozéasmentes feliileten bizonyos mértéki megnytulasnal rancok
jelennek meg, amelyek a nytlas novelésével mélyiilnek, majd csokkenek, mig ujra
kisimul a feliilet. (1. abra) Ezzel szemben a Karméan-féle elmélet szerint a rancok a
megnytlas novelésével tovabbra is megmaradnak.

2. Adott vastagsagu anyag esetén a réancosodas csak bizonyos oldalaranyt filmek
esetén jelentkezik (2. abra). A Karman-féle elmélet szerint az intervallumon kiviil
es6 oldalaranyok esetén is rdncosodik a feliilet.

Az elméletek és a kisérletek osszehasonlitasahoz a [5, 3] publikaciok alapjan Matlab
koérnyezetben nemlineéris végeselem programot készitettem, amely az alkalmazott
szalag anyagi és geometriai jellemzéi segitségével meghatérozza az egyes elméletek
altal szamitott, a rancosodés kezdetéhez ill. végéhez tartoz6 megnyulast.

Dolgozatomban 0Osszefoglalom a kapcsolodd lemezelméleteket, részletesebben
kitérve a Karman-féle elméletre és a nagy nytlésokra Kkiterjesztett valtozatara.
Ezutan bemutatom a numerikus algoritmust és a felhasznalt modszereket, majd a
kisérletek ismeretetése utan osszevetem a mért és a szamitott eredményeket. Végiil
kitérek a a tovabbi feladatokra és a problémahoz kapcsol6dé érdekes kérdésekre,
lehetGségekre.
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2. abra. A [3] publikacio elérejelzése: az oldalaranyok és a rancosodas kapcsolata



2. Elméleti hattér

Az elméleti hattér leirdsa soran az Einstein-féle szummazési konvenciot hasznalom,
ahol a latin indexek 1-t6l 3-ig Gsszegeznek.

2.1. Alakvaltozas

Vizsgaljuk két pontot Gsszekotd szakasz deforméciojat az {i, j, k} merdleges bazis-
vektorok altal meghatarozott vektortérben elhelyezkeds Q* = {X := Xi+Yj+ Zk}
tartoméanyban. Legyen a pontok helyzete t, pillanatban X és X 4+ 06X, a t id6pont-
ban pedig X 4+ u(X,t) és X + X + u(X + §X, ). Ekkor a két pontot Gsszekots
szakasz Taylor sorbafejtéssel:

0x = 6X + u(X + 0X, 1) — u(X,t) = 6X + VusX + R, (1)

ahol R a sorbafejtés 6X? nagysagrendi hibaja. Jelolje L = [0X| és | = |dx| a szakasz
kezdeti ill. megvaltozott hosszat. Ekkor:

I? — [* = 6X"EsX, (2)
ahol E a Green-féle alakvaltozasi tenzor:
1
E = 3 (Vu+ Vu” 4+ Vu'Vu). (3)

Tekintsiink az {i, j, k} vektortérben elhelyezkedd L és W oldalhosszisagu 2 = {X :=
Xi+Yj: X e€(0,L),Y € (0,W)}, téglalap alaku tartoméanyt. Jelolje az (X,Y, Z)
referencia koordinata-rendszerben a tartomény pontjaihoz rendelheté deformaéaciot
vékony filmek esetén ez az

u=(uX,Y),v(X,Y),wX,Y)) (4)

vektor, azaz a film h vastagsaganak megvéltozasaval nem foglalkozunk. A lemezt
az ) tartomanyban elhelyezked§ kozépfeliiletével jellemezziik, a kiindulé allapotban
a kozépfelilet sik, a h vastagsag allando és a deformécié folyamén nem véaltozik.
Mivel a vastagsag kicsi, ezért csak a kozépfeliilet alakvéaltozasait vizsgéljuk. Ekkor
az alakvaltozasi tenzor az altalanos, 3 dimenzidban értelmezett képlete (3) egy 2x2-es
maétrixra egyszertisithetd:

1 2u, + wg + ui + vg Uy + Vg + Uyl + V0 + W, (5)

2 2 2
2 Uy + Vg + Uyly + U0y + Wawy 20y + vy + uy + wy,

Kis nytléasos elméletekben az alakvaltozasi tenzorban csak a linearis tagokat tartjuk

meg:
1 2y, Uy + Uy
€= 2 [Qy +v,  2uy, } (6)



2.2. Fesziiltség

Egy anyag V térfogatara alkalmazzuk Newton II. torvényét:

— pdx = gipdx + oiin;da 7
dt V() ot V(t) v (t) 7 (7)

Az egyenlet azt fejezi ki, hogy a V(t) térfogatu anyagrész gyorsuldsa megegyezik
az anyagrészre hatd tester6k és az anyagrész hatardn hato feliileti er6k Osszegé-
vel. Atalakitasokkal és kihasznalva, hogy V (t) tetszoleges, a Cauchy-féle nyomaték
egyenletet [5] kapjuk:

2

u
Pz =P8+ V-0 (8)
ahol 5
oy, = 9%
(V-0) o, (9)

u az alakvaltozasi mezs és a o fesziiltség tenzor. Ez az egyenletrendszer minden
folytonos kozegre érvényes. A u és a o kozotti kapcesolatot leird anyagtorvény fiigg-
vényében beszélhetiink szilard testrél, folyadékrol vagy egyéb kontinuumrol. Megmu-
tathato ([5]), hogy homogén, izotrop, linearisan rugalmas anyagokra, kis nyulasokat
feltételezve (a (6) egyenletben adott nyuléasi tenzor esetén), a Hooke torvény altala-
nositasa a kovetkez6 Osszefiiggést adja:

0ij = Mekk)0i; + 2pei;, (10)

ahol A és p az in. Lamé konstansok (anyagi paraméterek), ¢;; pedig az in. Kronecker
delta és a szummazasi konvencié nyoméan ey, = ej; + esn . A Lamé konstansok
kifejezhetGek a v Poisson tényezé és az E Young modulus segitségével.

2.3. Energia

A feladatban nyugalomban 1év§, rugalmas anyagu, deformalhato testeket vizsgalunk,
ezért az energiamegmaradés elve alapjan:

d d
_Pint:_Pexta 11

= Pou(t) = < Pea(!) (1)
ahol P;,; a bels6 energia, P,,; pedig a kiils6 hatdsok munkaja. Kvazistatikus mechani-
kai feladatoknal (7) alapjan az egyensilyt kifejezs egyenletbdl az energiamegmaradéas
elve a kovetkezs alakban irhaté fel:

s [wach = [[[saSpaxs [[ Gronaa a2

ahol a bal oldalon a mozgasi energia és a rugalmas energia, a jobb oldalon pedig
a testerdk és a feliileti (kiils§) erck altal végzett munka idébeli megvaltozasa (tel-
jesitmény) all. W az tn. rugalmas energiastiriiség, p a teststirtiség, g a nehézségi



gyorsulas, o a feliileti fesziiltség, n a feliileti normélis. A rugalmas energiastiriiség
felirhato a szerkezetben létrejott nyulasok és a fesziiltségek segitségével, ugy, hogy

ow
— =0y 1
a eij U] ( 3)
legyen. A (10) egyenlet felhasznéalasaval, (13)-bol integralassal kapjuk:

1 1
W= goijeij = 5/\(%)2 + pleijeqs) (14)

A végeselem modszer alkalmazéasahoz sziikséges teljes potencialis energia !

1= [[[ wax— [[[ panax— [] ey (16)

A feladatban nem foglalkozunk testerékkel, a test szélén kinematikai terheket mi-
kodtetiink; tovabba kvazistatikusan modellezziik a problémat, ezért megmutathato,

hogy az
[— / / Wdx (17)

funkcionalt minimalizal6 u elégiti ki a (8) egyenletet. Az eddigiek alapjan levezethetd
(részletesebben: A fiiggelék) a szerkezet teljes potencidlis energiaja:

Eh 2 —v)Tr(E?
I:/Am(uTr(E) + (1= )Tr(E?))dA. (18)

! A haromdimenziés mechanikai feladatok altalanos mechanikai funkcionaljat elészor Hu és Wa-
shizu fogalmazta meg. Az altaluk felirt funkcionalbél szarmaztathato a teljes potencialis energia
funkcionélja. A kompatibilitési és peremfeltételi egyenleteket kielégitd folytonos mezsk halmazan

a
1:/ WdV—/ qust—/ u’pydV (15)
\%4 As |4

teljes potencialis energidnak minimuma van. A funkcionalban a W a rugalmas energiastiriiséget, u
az elmozduldsmezét, pg és py a feliileti és térfogati ercket jeloli.

7



3. Lemezelméletek

Az X = 0 él mentén a lemez befogott, az X = L él mentén a filmre L

s,

ja le. Ezt figyelembe véve (3) alapjan az alakvéltozasi tenzor a (5) alakban irhato fel.

Az tarcsa és a hajlitott lemez egyenletei az A fiiggelékben talalhatoéak meg.

3.1. Karman-féle, nagy lehajlast, vékony lemezek elmélete

3.1.1. Alapfeltevések

Az anyagtorvény lineéris, fliggtleges alakvaltozésok nagyok lehetnek, a nytlasok ki-
csik. Ekkor a nagy alakvaltozasok miatt még kis nyulasok feltételezése mellett is
érdemben befolyasolja a fiiggSleges alakvaltozéds a membran erdjatékhoz kothetd
nyulast. Az elmélet a hajlitassal kapcsolatban a kis nyulasos, linearis lemezelméle-
ten alapul, azaz a kozépsikra merdGleges egyenesek a deformécié utan is merélegesek
lesznek a deformalt kozépsikra. Az alakvaltozasi tenzor megvalasztasanal figyelembe
kell venni, hogy a terhelés hatasara létrejovs fliggsleges elmozdulas (w) egy nagy-
sagrenddel nagyobb, mint a sikbeli nytilasok (u, v). Az elmélet alapétlete [6], hogy a
tarcsahatasbol (A.1) és a hajlitasbol (A.2) szarmazo alakvaltozasi tenzorokat Gssze-
gezzilkk. Megmutathato [6], hogy feltevéseink nyoméan a membran erdjatékhoz és a
hajlitashoz rendelt rugalmas energidkat is 0sszegezhetjiik. Az elmélet a nyirasi alak-
valtozasokat a lemez kis vastagsaga miatt elhanyagolja.

3.1.2. Fesziiltség és alakvaltozas

Feltevéseink nyomén a Cauchy egyenletbdl (8) kévetkezd Osszefliggések érvényben
maradnak mind a sikbeli fesziiltségéllapotnal, mind pedig a hajlitasnal.

A hajlitasbol és a huzasbol keletkezd fesziiltségeket kiilon kell kezelni. A tarcsael-
mélet alapjan levezetett fesziiltség-alakvaltozas képlet (60) kifejezi, hogy a kereszt-
metszetek a deformécié utan is sikok maradnak, a Kirchoff elméletben levezetett
képletek (66) pedig biztositjak, hogy a kozépsikra merdleges egyenesek a deforméacio
utan is merdlegesek legyenek a deformalt kozépsikra. A hajlitdas hatasara létrejove
normal iranyu alakvaltozasok kicsik a terhelés hatasara létrejové sikbeli nytlasokhoz
képest. A fentiek alapjéan az alakvaltozasi tenzor:

E=E, +E, (19)
ahol A.1 alapjan:
—Wey —W
E, =7 o wy} 20
’ {_wxy —Wyy, (20)

(5)-bol elhanyagolva az u,v-ben nemlinearis tagokat (a w-re vonatkozo feltevésiink
miatt w? koriilbeliil azonos nagysagrendi u-val vagy v-vel, ezért nem elhanyagolha-
to!), A.2 alapjan:

F _ 1 [ 2u, + w? uy+vx+wxwy}
2

m Uy + Uy + wewy 20, + wy, (21)

8



ahol az EX jelolés arra utal, hogy ez a membran erdjatékhoz tartozd tenzor a
Kéarman-féle elméletben.

3.1.3. Energia

A rugalmas energia felirasanal a huzasbol és a hajlitdsbol szarmazé energiat kell
osszegezni.

]:/Wmdx—i—/ Wydx (22)
v v

Atalakitasokkal (15):
3

2 2
m(VTT(Eb) + (1 — V)T?“(Eb)) dA

(23)
Vezessiik be a k = 1/h? jelolést. A szerkezet rugalmas energidja atskalazéas utan (23)

alapjéan:

I= /A [%(VTT(EWLF + (1 - y)Tr(Efn)} +{

I= /A [126(vTr(En)* + (1 —v)Tr(E2) |+ [(vTr(Ey)® + (1 — v)Tr(E;))] dA (24)

3.2. Nagy sikbeli nyalasok

A Kéarman-féle elmélet [3] publikicio nagy nyulasokra kiterjesztett valtozataban
szemben a Karman-féle elmélettel, mér nem hanyagolhatd el a membréan ergjaték.
Azaz az elmélet nem tesz feltevéseket u, v és w viszonyara, igy az E,, alakvaltozasi
tenzorb6l nem hanyagolja el az u,,w,, v,, v,-ban nemlineéris tagokat. A membran
ergjatékhoz tartozo alakvéltozési tenzor:

1 2u, + w2 + u2 + v? Uy + Uy + WyWy + Uglly + V0,

E' = —
m 2 2 2
2 | Uy + Uy + WyWy + Ugtly + V0, 2vy + wy, + v, + Uy,

(25)

ahol az E} jeldlés arra utal, hogy ez a nagy nytulasos elméletben a membran ergjaték-
hoz tartozo alakvaltozési tenzor. Feltételezziik, hogy a hajlitas tovabbra is leirhato
a linearizalt elmélettel, igy (20) érvényben marad. Mas megkozelitésben feltételez-
zik, hogy a lemezben egy fiiggGleges metszeten a lemez széle altal meghatarozott
gorbe meredeksége kicsi, azaz a gorbiilet kozelithet6 a gorbe mésodik derivaltja-
val. A teljes potencialis energiat tovabbra is a (24) kifejezés segitségével szamoljuk.
Ambar formalisan a potencialis energia levezetése soran a kis nyulasos tenzort hasz-
naltuk fel (5), a [3] publikaci6 szerint ezzel nem kovetiink el hibat, mert a (24)-ben
szereplé funkcional minimuma megegyezik a véges nyulasokkal levezethetG energia
minimumaval.



4. Numerikus eljaras

Végeselemes modellt készitettem Matlab kérnyezetben a Karméan-féle és a nagy nyu-
lasos elmélet alapjan. A fentiek szerint a két elmélet csak az alakvaltozasi tenzor
alakjaban kiilonbozik, ami az alkalmazott modszer soran két eltéré egyenletrend-
szerre vezet.

4.1. Végeselemmodszer

A végeselemmodszer adott (véges) Q tartoméany folott értelmezett differencial-
egyenletek (kozelité) megoldasara szol6 numerikus eljaras. A modszer a megoldast
variacios megkozelitésben, egy funkcionalt stacionariussé tevd fiiggvény alakjaban
szolgaltatja. Ahol a megoldasfiiggvény kielégiti az egyensilyi egyenletet, ott a
funkcionélnak szélsGértéke van. Mechanikai feladatok esetén vagy ismert a funk-
cional, amibdl az egyensulyi egyenlet szdrmazik, vagy az egyensilyi egyenlethez
tudunk szarmaztatni egy an. gyenge alakot. Mivel ismert a funkcionél (24), ezért a
megoldas soran a Ritz-moddszert érdemes alkalmazni.

A végtelen dimenzios X fiiggvénytér helyett a funkcional minimumét X egy
véges (N) dimenzios Vy alterében keressiik. A Vi alteret N darab, linearisan
fiiggetlen fiiggvény segitségével definialjuk: Viy : {¢1, o, ..., pn }. Ekkor a keresett
(diszkrét) megoldasfiiggvény yny = Zf\il a;p; ahol a; € R. Igy a diszkrét feladat célja
az I(y) funkcional minimalizélasa, azaz a minimumhoz tartozo skalar a; tényezék
kiszdmitasa. Az I, funkcional minimumét az a; tényezdk szerinti derivalasbol kapott
egyenletrendszerbdl hatarozzuk meg.

4.2. Peremfeltételek

A feladatban a kezdetben alakvaltozasmentes filmre adott nytlast kényszeritiink. A
homogén peremfeltételek biztositasara érdemes a kovetkezs valtozocserét alkalmazni:

(X, Y)=u(X,Y) - £Xi (26)
A tovabbiakban a leképezésre utalo () jelet elhagyjuk! A leképezés csak az E alak-
valtozasi tenzor E,, tagjat befolyasolja. A Karman-féle lemezelmélet esetén az alak-
valtozasi tenzor szarmaztatésa ((1)-(3) egyenletek) nyoman:

Ef =

m

0.5e2 + e+ (e + Duy + 0.5w2  0.5(( + 1)uy + vy + wpwy, (27)
0.5((g + 1)uy + vy + wyw, v, + 0.5w?

A nagy nyuléasos lemezelmélet esetén (25) alapjan:

E“—l (ug +e+1)2+ 02 +w? -1 (up + &+ Duy, + v (v, + 1) + wew,
m 9 (ug 4 & + Duy + v (vy + 1) + wyw, vp + (v, +1)° +w, — 1
(28)
A valtozocsere utan a peremfeltételek:
u(0,Y)=0
u(L,Y) = 0. (29)

10



Azaz a két befogott él helyzetét irjuk el6 az atskalazas figyelembevételével. A véges-
elemmodszer egyik elénye, hogy a masik két, szabad él mentén elGallo Gin. természetes
peremfeltételekkel nem kell foglalkozni ebben az esetben.

4.3. Végeselemek

A (24) rugalmas energia nem kvadratikus (és nem is konvex), vagy mas szavakkal az
cidlegyenlet. Az energia fiiggvényében a sikbeli elmozdulésok elsd, a sikra merdleges
elmozdulas méasodik derivéltja szerepel. Bizonyitott (|7, 8]), hogy ha az energia funk-
cional egy ismeretlen fiiggvény k-adik derivaljait tartalmazza, akkor a végeselemes
megoldasban C*~1) folytonos végeselemek sziikségesek. Mivel (24) funkcional u és
v elsd, illetve w méasodik derivaljait tartalmazza, a fliiggvény approximaldsara egy
csomopontonként 6 szabadsagfokii részben C?, részben C* folytonos téglalap elemet
alkalmazunk. Az i. végeselem sarokpontjainak elmozdulasat a kdvetkezs vektorban
foglaljuk Ossze:

i __ T
vV = ['Lbl,Ul,wl,wlyx,wljy,wl’xy,’U/Q,UQ,UJQ,...,'ll)g}xy,’u:),,...,?U3’my,U4,...,UJ47my] . (30)

Az elmozdulasfiiggvények az i. végeselem felett:

ul = Niv' = ()T (N7 (31)
o' = Ngv' = (v!)T (N (32
wh = Niv' = (V) (N3 (3)

Ahol Ny, Ny, N3 a bazisfliggvényeket tartalmazé vektorok. A bézisfiiggvényeket az

n

(-1.1) (1,1)

-1.-1)& (1,-1)

3. abra. Az alkalmazott elem a &, 7 parametrikus koordinatarendszerben

&, lokalis koordinatarendszerben irjuk fel és az N, No, N3 vektorokban foglaljuk
ossze:

Nl = [9017 07 Oa 07 07 07 ¥2, 07 07 Oa 07 07 ©3, 07 07 07 Oa Oa P4, Oa Oa 07 07 0]7 (34)

Ny =[0,$1,0,0,0,0,0, ¢9,0,0,0,0,0, ¢3,0,0,0,0,0, ¢q4,0,0,0,0] (35)
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ahol az i. elem j. sarokpontjidhoz tartozo C° folytonos bazisfiiggvény:

o = T+ EE) L+ my).

(36)

Az i. elem j. sarokpontjihoz tartozé kétvaltozos, C* folytonos bazisfiiggvényeket

egyvaltozos C! folytonos Hermite-polinomok szorzataként allitjuk els:

N3 = [0,0,91(£)I3(n), ¥2()V3(n), 91(§)Va(n), F2(§)Ia(n),
0,0,93(§)03(n), Va(§)Vs(n), 3(§)Ia(n), ¥4(€)Da(n),
0,0,93(§)01(n), V4(§)V1(n), I3(€)I2(n), Ja(§)I2(n),
0,0,91(§)V1(n), 92(§)V1(n), ¥1(€)a2(n), V2(€)Ia2(n)]

ahol az 1., l,,l, oldalhossziisagu elemre:
1 3 1
V1(§) = 5 Zf + 1—1537
0(6) = 206+ 8),
1 3 1
U3(§) = 5t Zlf - 153,
9O = S(-1-E+E+),
és
() = 5 — g1+ 77
1%WN=%O—U—UZ+W%
%@)=%+2n—iﬁ,
MW%Z%Fl—n+f+W%

(37)

(38)

(39)

Az alkalmazott &, n parametrikus koordinatarendszer a globalis koordinatarendszer
egy linearis leképezése. A két rendszer kozotti kapcsolatot lineéris fiiggvények
segitségével irjuk le, jelolje: n;(§,n) (i = 1,2,...,k), ahol k az elem Kkitiintetett
pontjainak a szama, jelen esetben n = 4. Ezen fliggvények olyan polinomok,
amelyek az indexiiknek megfelel6 csomoépontban 1, a tébbi csomépontban 0 értéket

vesznek fel. A leképezéshez kapcsolhaté Jacobi métrix:

8 ny (9’”1 8n4
10 | ne loe Toa¢

J=15 s [ry] = oy Oy [z y]
on| LM on  dn

12



A Jacobi-matrix inverze az inverz leképezéshez tartozo (globalis — lokalis) méatrix:

o0& on

L |ox 0

I = 8“2 a:; , (41)
dy oy

ami a linearis leképezés és a koordinatarendszer tengelyeivel parhuzamos oldali,
téglalap elemek miatt most a kovetkezé alakra egyszertisodik:

2

la

Jh= (42)

0

2
0o —.
Ly
A paraméteres koordinatarendszerben megadott bézisfiiggvények globalis valtozok
szerinti derivaltjainak szamitasa a lancszabaly alkalmazasaval, a Jacobi-méatrix se-
gitségével torténik, gy hogy az . bazisfliggvény esetén:

ON;1  [ON,0¢ 0N, oy ON;
dr | _ | 0€ox " oy on| _ o | o "
ON: | = |oN,0¢ oN, oy ON;
dy o¢ oy~ On Oy on

A globélis koordinaték szerinti integralasra Jacobi-matrix determinénsa segitségével
térhetiink at:
dA = dzxdy = |J|dédn (44)

A tovabbiakban alkalmazott egyszertsitett jel6lés soran a paraméteres és a globalis
koordinatarendszer kozotti kapcsolatot nem részletezem, a bazisfiiggvények derivalt-
jait és az integréaltakat a globalis koordinatarendszerben from fel.

4.4. Egyenletrendszer

A keresett elmozdulésfiiggvény derivaltjait a bazisfiiggvények derivaltjaival szamol-
juk:

; = Nzlyxvi A,
; = N”‘Lyvi =B,
p =Ny v =C,
vy =Nj v =D,
=NV =
V=N v =F,
w;x = Né,xxvi G7
w,, =N v =H,
wh, = Ng, v = 1. (45)



Az Ritz-modszer alapjan a diszkretizalt I(u) potencial (24) minimumhelyét az el-
mozdulaskomponensek szerinti derivalasbol kapott egyenletrendszer segitségével ha-
tarozzuk meg:

8A 0I(u) 0B 0l (u )8]
f —+ ... dA, 4
(w) = Z/{aA v oB ov T ol ov (46)
ahol M a végeselemek szama, F' pedig a végeselem feletti integralasra vonatkozik.

Az integralast elvégezhetjiik numerikusan a Gauss-Legendre formulak segitségével
[4]. Az I(u) potencial minimuménak sziikséges feltétele, hogy

f(u) = 0. (47)

A (46) egy elemenként 24 darab 24 ismeretlenes egyenletrendszert eredményez. A
kompilacié soran az M = nm elembdl allo, (n + 1)(m + 1) csoméponti rendszerre
d=6(n+1)(m+ 1) db, d ismeretlenes globélis egyenletrendszert allitunk eld, ahol
n és m az elemek szama x és y irdnyokban. Az el6zéek alapjan minden elemhez
meghatarozhato a csomopontjaihoz tartozo egyenletrendszer. A szomszédos elemek
koz0s csomopontjaira vonatkozo egyenleteket kell 6sszegezni a kompilacid sorén.

1
|

v=0, wy=0, W, =0

u=0 u=0, w,=0, wy, =0

s

y L y
1

4. dbra. Peremfeltételek a feliilet negyedére, szimmetrikus megoldasok esetén.

A szamitasi id6 csokkenthets, ha nem a teljes tartomanyon irjuk fel és old-
juk meg az egyenletrendszert, hanem csak egy részén. Kihasznalhaté a rendszer
X = L/2 egyenesre vett tiikrozési szimmetridja, tovabba elSirhaté a megoldas
Y = W/2 egyenesre vett szimmetridja vagy antimetridja. Igy elég csak a feliilet
negyedét vizsgalni, majd a kapott megoldast a megfelel6 egyenesekre tiikrozni
(4. 4bra). Igy a peremfeltételek az alabbiak szerint alakulnak: u(0,Y) = 0
tovabbra is, X = L/2 él mentén v = 0,w, = 0,w,, = 0, Y = W/2 él mentén
v=0,w, =0, w,, =0 szimmetria esetén és v = 0,w = 0, w, = 0 antimetria esetén.
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4.5. Az egyenletrendszer megoldasa

A problémahoz kapcsolodo funkcional (24) nem kvadratikus, igy a kapott egyen-
letrendszer egy nemlineéris algebrai egyenletrendszer. A nemlineéris esetben nem
feltétlentil teljesiil a megoldasok unicitédsa (azaz a potencidlis energiat megadd
funkcionalnak tobb minimuma is lehet). Ezért vagy utkovetéssel (egy ismert,
trividlis megoldésbol indulva oldjuk meg az egyenletrendszert egy, vagy tobb, tun.
bifurkacios paraméter valtoztatasaval), vagy valamely nemlinearis egyenletmegoldo
modszert valasztunk [10].

Célunk hogy megmutassuk, hogy megfeleléen nagy nytlédsoknél ill. oldalara-
nyoknél a megoldas stabil, igy elég a trividlis megoldas vizsgéilata. Az &ltalam
valasztott modszer a Newton-Raphson moédszer. A modszer a megoldésfiiggvényt
egy kezdeti értékbdl kiindulva iteracioval hatérozza meg. Ha a gyckokhoz elég
kozelrsl inditjuk az iteréciot, akkor nagyon gyorsan konvergil. Esetiinkben a
funkcionalnak tobb minimuma is lehet, ezért olyan esetekben is van konvergencia,
amikor a gyokoktsl tavolrél inditjuk az iteraciot. A rancok alakjanak pontos
meghatarozasahoz azonban utkévets eljarasra van sziikség.

e =0.1,%=10000

5: ............................................................................................
4
3 | e——
z | ———
2 |
1!
OL ,,,,,,,,,,,,,,, o Lo ] b Lo oo
0 2 4 6 8 10

5. d4bra. A Newton-Raphson modszerrel talalt szimmetrikus, rancos megoldas.
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5. Numerikus vizsgalatok

5.1. Bifurkacid

Jelolje az oldalaranyt:

L
= . 4
P 2w (48)
A (24)-bol levezethets egy altalanosabb
I(k,e, B) (49)

alakt funkcional, amihez tartozik egy F'(u, k, ¢, 8) = 0 nemlineéris egyenletrendszer
(ami adott oldalraédny esetén az (47)-ra vezet). Ha egy egyenlet paraméterei vala-
melyikének kis megvaltoztatasa esetén a megoldasok jellege megvéltozik, akkor ott
bifurkicios pontja van az egyenletnek. A vizsgélatok célja ezen bifurkacids pontok
meghatarozasa olyan paraméterekkel, melyek késGbb a kisérleti eredményekkel
Osszehasonlithatoak. A vizsgalat sordn egy tun. bifurkiciés paramétert tiintetiink
ki, amit valtoztatunk, a tobbi paramétert fixen hagyjuk. A probléma trivialis
megoldasa a rancosodasmentes alak. A bifurkicio sziikséges feltétele, hogy az F
leképezés Jacobi-matrixa szingularis legyen (azaz legyen 0 sajatértéke)?, tovabba
a rancosodasmentes trividlis megoldas akkor stabil, ha a Jacobi-matrix pozitiv
definit [10]. Igy a Jacobi-métrix nulldhoz legkdzelebb elhelyezkeds sajatértékét
elég vizsgalni a bifurkacios pontok meghatarozasahoz. A leképezés Jacobi-méatrixa
azonos a végeselemes szakirodalom merevségi matrixaval, a Ritz modszer esetén

;;;;;;

Ha a megoldani kivant, nemlineéaris parcialis differencidlegyenletekhez létezik
olyan funkcional, amelynek az egyenletrendszer az Euler-Lagrange egyenlete, akkor
a merevségi matrix sziikségszertien szimmetrikus, hiszen egy tetszéleges f(x,y)
fiiggvényre teljesiil, hogy:

B _ 0

L2 = = = (50)

Jdy Oxr xy
A feladat Jacobi-matrixat az f(u) vektor u elemei szerinti derivaltja szolgaltatja.
Mivel mind f, mind u elemeinek szama megegyezik a feladat szabadsagfokaval (d), a
k merevségi matrix egy d x d nagysagu, kvadratikus, a fentiek alapjan szimmetrikus
métrix lesz:

[0fi Oh Ofi]
of:  0fs 0t

k= 0w 0w = Oug (51)
Ofs  0fa Ofa

2Ebben a specidlis esetben a [3] alapjan a bifurkacionak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy
a Jacobi-matrix elGjelet valt.
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Feladatunkban - a korabbi jel6lést hasznalva - a merevségi matrix a kovetkezd kife-
jezéssel szamithato:

of(n) & of(u) 9A  Of(u) OB of () oI
k(u) = air)_Z/F{ a€4)a_v+ 8<B)8 e a(f)av}dA (52)

5.2. HAlostirtiség

A végeselemes programoknal fontos kérdés a hélod stirtiségének megvalasztésa. Az
elemszam novelésével né a pontossag, de ezzel egyiitt a futasi id6 is. Adott k, e, 8
esetén az n, m paraméterek novelésével vizsgaltam a sajatértékek konvergenciajat. A
k, g, B paramétereket gy véalasztottam meg, hogy egyértelmien a bifurkiciés pon-
tok el6tt, utan vagy kozé es6 esetet vizsgaljak. A bifurkacios pontok helyét a [3]
cikk alapjan becsiiltem meg. Az ott kozolt bifurkdciokat azért nem tudtam koz-
vetleniil felhasznalni, mert a kisérletekhez hasznalt anyag mérete és anyagjellemzéi
eltértek a cikkben kozolt értékektsl. A cikkben elgallitott diagramokat ugyanazokkal
a paraméterekkel a sajat programommal is elGallitottam és egyezést tapasztaltam.
A vizsgalatok szerint a bifurkicidés pontok helye egy adott felosztas felett fiigget-
len a felosztas mértékétsl. A tovabbiakban a sajatértékek szamitasat 70 x 170-es
(M = 11900) felosztéssal végeztem.
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6. abra. Legkisebb sajatérték kiilonbo6z6 halostirtiség esetén a nagy nytlasos elmé-
lettel, két bifurkacios pont kozott (L = 20, W = 10,v = 0.45, k = 10000, = 0.1)

7. abra. Legkisebb sajatérték kiilonboz hélostirtiség esetén a nagy nyulasos elmé-
lettel, az els6 bifurkacios pont elstt (L = 20, W = 10,v = 0.45, k = 10000, ¢ = 0.01)
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6. Kisérletek

Az elmélet levezetésekor az anyagmodell linearisan rugalmas, a levezetés szerint
a Young-modulus és a Poisson tényezd a megnyulasoktol fiiggetlenil allando. A
gyakorlatban nem létezik tokéletesen linearisan rugalmas anyag, a hasonld problé-
mékra szilikon gumit szokas hasznalni, ami a sziikséges vastagsagban nagyon draga
(vastag filmeknél nem jelentkezik a rancosodéas). Anyagi okok miatt a kisérleteket
polipropilén ragasztoszalagok segitségével végeztem. A polipropilén viszkoplasz-
tikus anyag, részben rugalmasan viselkedik, de nagy a marado alakvaltozasa [9].
Viselkedése tobbek kozott fiigg a megnyilastol, a fesziiltségtsl és a hémérséklettsl is.

EI Release réteg a hordozdn
Ex aréteg a kBnnyd
Ietekercesibet biztosita.

|z| Hordozd anyaga
Ex hatfirorsa meg & myGhds|

szakadés! mutatSicat,

tulsjdonedgokat.

B Polipropiién (PR/BOPPIMORR)

B Palvinilkdord PYC)

W Pagir

| Uvagszal

m Primer

Ez & réteg foleida

[4] Ragasztoanyag
Ez az a komponens, amely a tapadis! éa a lefejtéal
mega
B Szintetikus gumi Hot-Malt, Szolvent)
W Természates gumi
W Akt

8. abra. A ragasztoszalag felépitése (forras: www.tesa.hu)

A ragasztoszalag tébb komponensbdl all Gssze, a polipropilén rész vastagsaga:
28 ym, a ragasztoréteg vastagsaga 18 um. Az egyes rétegek egyilittdolgozésa
miatt az anyag paraméterei nem teljesen egyeznek meg a tiszta polipropilén
paramétereivel. A Poisson-tényezét a fényképek alapjan a

Ad = —d (1 - (1 + %) _V) (53)

Osszefiiggés alapjan szamoltam, ahol d a kezdeti szélesség, L a kezdeti hosszusag,
v a Poisson-tényez6. A szakadonyulas a gyarté adatai szerint 140%, ami rovidebb
szalagok esetén egyezett a mérési eredményekkel.

A kisérleteket a Szilardsagtan Tanszék laboraban lévés ZWICK Z150 szakito-
géppel végeztem (9. abra). A szalagot két hullamos profila, fém befogopofa kozé
fogtam be. A két végén befogott szalagokat elmzdulasvezérelt moédon terheltem. A
kezdeti befogés pontatlansaganak hatasahoz tobb kisérletet végeztem egymas utan
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9. abra. A szakitogép

ugyanazokkal a jellemz&kkel: kis kezdeti pontatlansagok nem befolyasoltak a mérés
alakulasat (10. abra).

A kisérletek soran a e, 3,k paraméterek valamelyikét valtoztattam, a tobbit
fixen hagytam. A [ paraméter valtoztatdsanal nehézséget jelentett, hogy nagyon
hosszu szalagoknél egyre pontatlanabbé valt a kezdeti befogas (azaz mér a kezdeti
alak rancos volt) és egyre jobban lecsokkent a szakadonyuldas. A k paraméter
valtoztatasanak hatasat csak korlatozottan tudtam vizsgélni. Rendelkezésemre &llt
még egy maésik polipropilén szalag. A kozottilk 1évs vastagsagkiilonbség azonban
nem volt szamottevs. A B. fiiggelékben megtalalhatoak mindkét szalagrol készitett
fényképek.
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(a) e = 0.00 (b)

10. abra. T6bbszori vizsgalat ugyanazon paraméterekkel (5 = 0.8)
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7. Eredmények

A mérések és szamitasok Osszehasonlitasa soran az ¢ paramétert valtoztattam és
kerestem a bifurkacios pontokat. Az egyenletek levezetése sordn csak a rugalmas
energiaval szamoltunk, a mérések alapjan viszont az anyagnak nagyok a képlékeny
alakvéltozasai. A feltételezéseink szerint a képlékeny alakvéltozasok soran disszipalt
energia nem jatszik dontd szerepet a rancosodas kialakulasaban és jellegében. Ezt
alatamasztja az irodalom is [9].

Az (47) egyenlet megoldasa elegendGen kis megnyulasok esetén a rancosodés-
mentes alak. Ez a stabil egyensulyi helyzet a megnyulas novelésével egy adott
megnyulasnal instabilla valik és a rancosodott alak lesz az 1j stabil megoldas. A
megnytlas tovabbi novelésével egy bizonyos megnytlésnél (ijbol a rdncosodasmentes
alak valik stabilla. A feladat trividlis megoldéasat (w = 0) jol kozeliti az u = 0, igy
innen indulva gyorsan konvergal a Newton-Raphson iteracio.

A kisérletet 5 x 10 cm-es szalagon végeztem. A szalag szamitott Poisson té-
nyezGje: v = 0.45. A befogas utan folyamatosan néveltem a megnytulast és kerestem
a bifurkécios pontokat. A rancosodas kezdete ¢ = 0 és ¢ = 0.05 kozott volt, az
eltiinése pedig ¢ = 0.7 és ¢ = 0.8 kozott. A fiiggelékben megtaldlhatd a bifur-
kacios pontok kozotti tobbi vizsgalt allapothoz tartozo fénykép (B.2). A Poisson
tényezd bizonytalansdga miatt az algoritmussal tobb szamitast végeztem mind a
Kéarman-féle, mind pedig a nagy nytlasos elmélettel v = 28 um, v1 = 0.4, vy = 0.45,
igy egy-egy intervallumot kaptam a bifurkicios pontok pontos helye helyett. (13.
abra) Lathato, hogy a Karmén-féle elmélet altal kapott eredmény szerint (12.abra)
a trividlis megoldés az els§ bifurkacié6 utan tobbé nem valik wjra stabilla ami
ellentétben all a mérési eredményekkel.
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(c) e =0.70 (d) e =10.80

11. dbra. A két bifurkacios pont (8 = 1)
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12. dbra. A Jacobi-métrix legkisebb sajatértéke a Karméan-féle elmélet szerint
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13. abra. A Jacobi-métrix legkisebb sajatértéke a nagy nyulasos elmélet szerint
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A réncosodas kezdetéhez tartozo tartomany mindkét elmélet esetén egyezik a
mérési eredménnyel, a kis megnyuldsok miatt: a mérés alapjan a rancok € = 0.05
el6tt jelennek meg, a szamitasok szerint ¢ = 0.02 és € = 0.04 kozott. A rancosodas
eltiinéséhez tartozo bifurkacios pont esetén a nagy nyulasos elmélet és a mérések
kozotti eltérést a nagy képlékeny alakvaltozasok okozzéak. A képlékenyedés hatasat és
arugalmas megnyulas valodi értékét a marado alakvaltozas és a szakitogép altal mért
o — ¢ diagram alapjan vizsgaltam. 5 x 10 cm-es szalagra kiilonb6z6 megnytulasokat
kényszeritettem, majd visszaengedés utan mértem a maradé alakvaltozast. A rancok
e = 0.77 értéknél tiintek el. Az o0 —e diagram alapjan kiszamithato a fesziiltség és az
aktualis Young-modulus. Az alabbiakban egy ilyen mérést mutatok be, a tapasztalat
azt mutatja, hogy a kisérletet tobbszor elvégezve megkozelitéleg ugyanazt a o — ¢
diagramot kapom.

120 ===
100 —
80

60 —

c [N/mm2]

40—

20—

14. abra. A 0 — ¢ diagram és a rugalmas alakvaltozas a mérési eredmények alapjan

e Lufmm]  Lofmm] o[N/mm®] Es[N/mm?*| &g

0.1 110 102.0 37.09 0.07
0.2 120 104.6 50.56 0.10
0.3 130 110.0 61.91 0.12
0.4 140 115.2 71.29 0.14
0.5 150 123.2 79.88 500 0.16
0.6 160 132.6 89.13 0.18
0.7 170 143.8 97.64 0.20
0.77 177 151.0 103.55 0.21
0.8 180 150.4 105.56 0.21
15. abra
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A legjellemz6bb adatsort a 15. abra mutatja. A tablazat jelolései: Lq: mért meg-
nyudjtott hossz, Lo: maradd hossz, o: fesziiltség. A rugalmas megnytlést rugalmas-
képlékeny anyagmodell hasznalataval hataroztam meg. Feltételeztem, hogy a tel-
jes megnytlas a rugalmas és a képlékeny nytlésok Osszegeként vehets figyelembe.
Tobb mérés alapjan a kezdeti rugalmassagi modulust kozelitésként atlagos értéken
E, =500N/ mm?-nek vettem. Feltettem, hogy a kezdeti rugalmassagi modulus nem
valtozik, igy adott pontban a szakitogép méréseibdl visszaszamolt fesziiltségbdl koz-
vetleniil tudtam szémitani a rugalmas alakvéltozast:

o

Erug = Fa, (54)
ahol £, = 500 N/mm2 a mérések alapjan a Young-modulus &atlagos értéke. A
tablazat szerint a rancosodas végéhez tartozé ¢ = 0.77 esetén £,,, = 0.21, ami
Osszhangban all a szamitas eredményeivel: a nagy nyulasos elmélet szerint € = 0.16
és € = 0.21 kozott tiinnek el a rdncok. A mtanyagok plasztikus viselkedése ennél
bonyolultabb, de a marad6 alakvaltozasok alapjan ez az egyszert anyagmodell jelen
helyzetben meglepGen pontosnak bizonyult.

bifurkacids pontok

&
sima megoldaso6k /
e N
rancos

megoldasok
\ g v
N

—_

B

16. abra. A 8 — & — |wpa| felilet € — 3 sikra vetitett pontjai

A nagy nyulasos elmélet szerint a [, ¢, |wWma,| fliggvények egy haromdimenzios
feliiletet hataroznak meg adott k esetén. Ezen feliiletek metszeteit hatarozza meg
egy-egy mérés (16. abra). A 10., 11. abran 1év6 mérések egy-egy keresztmetszetet
hataroznak meg. A hosszmetszet felvételéhez kiilonboz6 oldalardanyi szalagokra
¢ = 0.4 megnyulast kényszeritettem. Az e-t érdemes gy megvalasztani, hogy a f—e
sikban fekvd tartomany szélébe metssziink bele, igy a bifurkacidés pontok kozotti
tavolsag csokkenthets. A képlékeny alakvaltozasok azonban tgy megnyudjtjak a
tartomanyt, hogy a szakitogép és a kisérlet jellegébdl adodd méretkorlatok miatt a
masodik bifurkacios pontot nem sikeriilt megtalalni. A tendencia azonban lathato
(17.abra): a rancosodas mértéke [ novelésével novekszik, majd egy maximum
elérése utan folyamatosan csokken. A fiiggelékben megtalalhatd az Osszes vizsgalt
allapot fényképe (B.2).
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] (c) B=1.50 (d) B = 4.00

17. abra. Kiilonboz6 oldalaranyt szalagok azonos megnytulas mellett (e = 0.4)
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8. Osszefoglalas, tovabbi lehetGségek

A mérések célja elsGsorban a [3] publikiacioban kozolt eredmények alapjan a
Karman-féle és a nagy nytlésos elméletek elérejelzéseinek kvalitativ kisérleti vizsga-
lata volt. A valasztott polipropilén szalag ehhez megfelelének bizonyult - a kisérleti
eredmények nagyon jo egyezést mutatnak az elméleti elSrejezéssel -, pontosabb
szamitasokhoz viszont nem elegendd. A mérések tanulsdgai alapjan a nagy nytulésos
elmélet kvantativ validalasahoz hosszutavon egy kevésbé képlekenyeds anyagra
van sziikség. A marado6 alakvaltozas modellezésén tul érdekes gyakorlati kérdés az
elmélet kiterjesztése hiperelasztikus anyagokra.

Tervezem tovabbé az utkovets eljaras implementalésat, amihez a meglévd kod egy
az egyben felhasznalhato. Az utkovets eljaras megirdasa utan a rancok alakjaval
kapcsolatos méréseket 6ssze lehet vetni a numerikus eredményekkel. Ehhez sziikség
van a rancosodas amplitidojanak kisérleti meghatarozasara, a rancok alakjanak
dokumentalasara. Az eddigiekben késziiltek olyan fényképek is, amelyeken egy
kezdetben vizszintes referenciavonal alakja ad informaciot a feliiletrsl (18. abra),
ami alapja lehet egy optikai alakmeghatarozasnak. Az alakmeghatarozas segitsé-
gével az elmélet nem csak a bifurkaciok tekintetében, hanem a kialakult mintéazat
vizsgalataval kvalitativ modon is 6sszehasonlithato a kisérleti eredményekkel.

(b)

18. dbra. A kezdeti (a) és a rancosodott alak (b) lézervonallal megvilagitva

A [3] cikk szerint a kialakulé réncos mintdzat nem csak szimmetrikus vagy
antimetrikus lehet, hanem ezek kombinélasaval elGallithaté aszimmetrikus mintéza-
tok is stabilak és energiajuk megegyezik a szimmetrikus és egyben az antimetrikus
megoldasok energidjaval. 10. abra mutatja, hogy a mérések soran adott paraméterek
esetén mindig ugyanazt a réancosodott alakot vette fel a szalag a kezdeti esetleg
kissé rancos befogastol fiiggetleniil. Ez a jelenség tovabbi vizsgalatokat igényel.

Megfigyeléseim szerint a rancok széama a rancosodas megjelenésénél elddl, a

tovabbiakban mar csak az amplitid6 valtozik. Nagyobb szamossagu statisztikai
mérésekkel lehetne vizsgalni a rdncok szama és az egyéb paraméterek Gsszefiiggését.
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A. Fiiggelék

A.1. TArcsa elmélet

A.1.1. Alapfeltevések

Az X = 0 él mentén a perem befogott, az X = L él mentén a lemezre L nagysagu
nyulast kényszeritiink. Az anyagtorvény linearis, a nyulasok kicsik. A fesziiltség és a
megnyilas a vastagsag mentén nem valtozik, azaz u(x,y) és v(x,y) fiiggetlenek z-t&l.

A.1.2. Fesziiltség és alakvaltozas

A huzofesziiltségek hatasara létrejovs alakvaltozas:

ar + by
u=|cx+dy (55)
—~z
Kis megnytlasokat feltételezve az (5) alakvaltozas tenzor nem lineéris tagjait elha-
nyagoljuk:
1 8Uz 8uj
‘=3 <axj * 8@') ’ (56)
azaz
K b+c 0
E = 5 b+c d 0 (57)
0 0 —y

A lemez fels6 és also sikjan a huzofesziiltség 0, azaz 7.. = 0. Igy (10) alapjan:
0=Aa+d—7)— 2w, (58)

amibdl a A és a v kozotti kapesolatot [5] felhasznélva:

Y= (Afm) (a+d) = <$> (a+d) (59)

Ezutan a tobbi fesziiltségkomponens (10) segitségével kifejezhetd:

E(a+ve) Eb E(va+c)
T = T = T, Tw S T (60)
Kis elmozdulasokat feltételezve a tényleges alakvéltozasi tenzor:
1 2u, Uy + Uy
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A.1.3. Energia

Az energia felirasanal a sikra merdleges belsé fesziiltségek munkajat elhanyagoljuk.
A szerkezet teljes potenciélis energiaja:

h
i
I= / Wdx = / / " —rjededA, (62)
1% AJ-1 2

Eh 2 —)Tr(E?
[ /A 51y (VB + (L= ) Tr(E)dA, (63)

(60) behelyettesitésével:

A.2. Kirchoff elmélet

A.2.1. Alapfeltevések

Tekintstink egy onsulyéaval terhelt lemezt. A Kirchoff-Love hipotézis alapjan az alab-
bi feltételezések vannak érvényben:

1. A lemez ugy deformélodik, hogy a kozépsikra merdleges egyenes a deformécio
utan, a deformélt kozépsikra is mersleges lesz és egyenes marad, azaz nincsenek
nyirasi deformaciok.

2. A lemez vastagsaga nem valtozik a deformécié soran.

3. A nyulasok és a kozépsik elfordulasa elegendGen kicsiny.

A.2.2. Fesziiltség és alakvaltozas

A hajlitas hatasara huzofesziiltségek jonnek létre, amelyek a vastagsag mentén val-
toznak (azaz 7;;, igy e;; is fiigg z-t6l). Felhasznélva, hogy a sikbeli fesziiltségek ha-
tasara 7., = 0, tovabbéa a kozépsik elfordulédsa ~ 0, a huzofesziiltségek hatasara
létrejove alakvaltozés:

—(ax + by)z
u = —(bx + cy)z (64)

azx? cy? v(a+c)z?
G oy + 5+ 50,

Kis elmozdulasokat feltételezve az alakvaltozés komponensek:
Cpp = —AZ, €5y = —b2, €y, = —C2 (65)

A fesziiltségkomponensek (10) alapjan:

E(a+ve)z Ebz E(va+c)z
sz:——l_VQ aTxy:__1+Vvay:_ 1 — 2 (66)
Kis nytlasokat feltételezve a tényleges alakvaltozési tenzor:
— Wy —W
E, =7 { o xy} 67
T Wzy T Wyy (67)
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A.2.3. Energia

A teljes potencialis energia:

I:/ WdV—/pgwdA,
1% A

h
5
/ Wdv = / / " —ryeidzdA
1% AJ-b 2

Igy a potencialis energia:

ahol

I= /A%(VTT(E;))2 + (1 = v)Tr(E})) — pgwdA
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B. Figgelék

B.1. Az ¢, mint bifurkici6és paraméter

(j) e = 0.70 (k) e = 0.80

19. abra. f =1, k = 127551
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(Qe:a%v

20. abra. f =1, k = 160000
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B.2. Az [, mint bifurkaci6és paraméter

21. &bra. € = 0.4, = 127551
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(g) B = 1.50 (h B = 2.00

22. abra. ¢ = 0.4, K = 160000
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