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ABSZTRAKT

Dolgozatom célja, hogy egy sajat készitésii hangszer egyszertsitett modelljének rezgéseit
analitikusan irja le, majd az analitikus szamitést igazolando, végeselem-modszerrel verifikalja
a kapott eredményeket. Roviden részletezi a modellalkotasi kérdéseket: elofeszitett hur, nyiras-
¢s nyujtdsmentes rad a hangszer lemezének modellezésére, linearis, kis elmozdulasos
megkozelités. A dolgozat bemutatja az elhanyagolésra keriild mennyiségeket, majd elméleti

mechanikai alapon targyalja a mozgasokat.

Az analitikus modszer tobb szinten keriil kidolgozasra: bevezetésre keriil a rendszer
szabad energiaja, ebbdl a Hamilton-féle legkisebb hatas elve szarmaztatja a csatolt parcialis
differencidlegyenleteket. Részletesen bemutatasra keriil ezek altalanos megolddsa, majd a
modelltdl izolalt esetben elemzésre kertilnek lehetséges partikularis megoldasok. A dolgozat
végén a modell szabad rezgést leir6 peremérték-feladatai kovetkeznek, amelyek az eldtte
bemutatottaktdél abban kiilonboznek, hogy a rendszer csatoldsat is figyelembe veszik. A
végeselem-modell is az utobbi rendszert vizsgilja. Altalanos torekvés a kovethetéség, és
atlathatosag; a felhasznalt matematikai modszerek tiszta alkalmazasa. A részletes
irodalomjegyzékbdl a felhasznalt konyvek tekintetében fontos kiemelnem Landau-Lifsic
Elméleti fizika cimii sorozatanak elsd, €s hetedik kotetét, Nagy Kéroly Elméleti Mechanikajat,

illetve Budé Agoston Mechanikajat.

A dolgozat hangstlyozottan bevezetd jellegli, a tovabbi, gyakorlat-orientaltabb
kutatdsokhoz ad szilard alapot, illetve az elméleti ismereteket mélyiti el. Kitekintésként
kapcsolatot mutat a rezgések mas teriileteivel: az épiiletek rezgésvizsgalatahoz is hasznosithato,

analitikus Osszefiiggéseket ad.

A  bibliografiandl  fontos  megjegyeznem, hogy a  konyvek  eltérd
tudomanyszegmensekbdl szarmaznak; célszerti Oket csoportositani. Elsé kategoériaba sorolnam

a kozvetleniil felhasznalt irodalmakat, mely az elméleti fizika konyveket tartalmazzak, illetve



a matematikdnak a modszerekben tulajdonképpen felhasznalt részét: ezek foként
differencidlegyenletek, vektor- és tenzoranalizis, linedris algebra, komplex fliggvénytan,

analizis, differencidlgeometria téméaju konyvek.

Masodik kategoriaba tartoznak azon konyvek, melyek a szemlélet kialakitdsdban adtak
nagy segitséget, ezek koziil szeretném kiemelni az axiomatikus geometriakonyveket —
természetesen konkrét, geometria tartalma nincs a dolgozatnak, de a modell elméleti
struktarajanak létrehozéasakor, az axiomak meghatarozasakor, a kovetkezmények levonasakor
elengedhetetlen egy elméleti vildg felépitésének tudoménya, mely moddszertandhoz ezen
konyvek adtak szamomra relevans segitséget. Hasonlé szempontbdl az analdgiak terén az
Elméleti Villamossagtan, illetve az Elektrodinamika konyv adott szamomra absztraktabb
térszemléletet, illetve a hullamok nem mechanikai, hanem elektronikai targyalasa, mely mas
szempontbol, mas terminologidval irta le 1ényegében ugyanazt — segitve a tudomanyok kozti

hatarok lebontasat, egységes, magasabb szintli szemlélet kialakitasat.



ENGLISH ABSTRACT

This study aims an analytical interpretation of a custom-made stringed musical instrument. The
analytical results are verified by a finite element model. The analytical model of the instrument
consists of a prestressed string and a flexible, but unshearable and inextensible rod, which latest

represents the plate of the instrument, and the neglected effects and quantities are discussed.

The motions are described by an approach rooted in theoretical physics. First the free
energy of the system is obtained by assuming linear elasticity and small deformations. Then the
governing equations are derived according to the stationary-action principle. The obtained
partial differential equations solved, then some isolated cases are investigated. The last
examination is the initial value problem associated with the coupled, freely vibrating system.
The finite element model investigates this latest system. The general aspiration are the
traceability and transparency, the applied mathematical method’s clear interpretation. This
study strongly relies on the first and seven volumes of Theoretical Physics by Landau and

Lifsic, the Theoretical Mechanics by Kéroly Nagy, and Mechanics by Agoston Budo.

This essay is an introduction to further research and provides knowledge base on
vibrations and acoustic waves. Finally I show the connection between vibrating instruments

and buildings, for example the vibration of rods, beams and so on.



Bevezetés

A TDK munka elézménye egy sajat tervezésii billentylis, hiros hangszer kivitelezése és
vizsgalata volt. Késobb a Fa tartdészerkezetek konstrudldsa cimii targy beadandd dolgozata
keretében ismertettem a hangszer tartdszerkezeti kialakitasat, és empirikus, kisérleti fizikai uton
bemutattam a hurok 4altal a keretvazra gyakorolt erdhatasokat, illetve elemeztem a hur
konstrualasi paramétereinek megvalasztasi lehetdségeit (hirhossz, anyag, vastagsag, feszitderd
Osszefliggései, Osszehangolasa a rendelkezésre allo feliilettel, teherbirasokkal, geometriai
kialakitassal). Ez utan fogalmazodott meg bennem egy tavlati cél, melynek masodik 1épése e
TDK dolgozat: szeretnék 1étrehozni egy szoftvert, mely geometriai, anyagi paraméterek esetén
meghatarozza a tervezett hangszer hangszinét, annak megépitése eldtt — igy lehetdvé téve a
hangszerek hangszinének tervezését. E dolgozatnak nem célja eljutni idaig, itt egy

egyszerlsitett modellt irok le a matematikai fizika modszereivel.

A rezgéseknek, hullimoknak a fizikdban meglehetdsen nagy irodalma van, szdmos
kutat6 foglalkozott ezen jelenségek leirasaval. A dolgozatom f6 célja, hogy kiindulasi alapot
nyujtson a késébbi kutatasok szamara; egy nagyon egyszerli modellen keresztiil bemutatom
analitikusan a hurok és lemezek hullamvizsgalatat, majd végeselem-modszerrel aldtdmasztom
az eredmények helyességét. A végsd eredmények a kozolt formaban nem ujak (leszdmitva a
kapcsolt modell alkalmazott matematikai leirdsat, ahol a parcidlis differencidlegyenlet
peremfeladatara Uj lehetdséget mutatok be), viszont a sok mii kdzott nem taldltam egyetlen
hasonldan, szabatosan, 1€pésrdl 1épésre kovetkezetesen leirt szdmolast sem a témaban, mely azt
az alapvetésektdl a végsd eredményekig kozérthetden bemutatnd. A felhasznalt irodalom
részlegesen kidomboritja a szamitas egy-egy aspektusat, az 6nallé munka az egyes matematikai
fogasok értelmezése, a nem fizikusok szdmdara kozérthetové tétele volt. A matematikai
apparatus nem keriil bemutatéasra, a terjedelem miatt ez nem is lehetséges, viszont a sziikséges
matematikai ismeretek fényében minden képlet kozvetleniil kovetkezik az el6z6bdl,
hianytalanul kovethetd - ellentétben a legtobb szakirodalmi miivel, ahol gyakori a ,.konnyen
belathatjuk™ szokapcsolat, melyet gyakran hosszadalmas, és kozel sem trivialis szamitasok

kovetnek.



A hangszer

A vizsgélat targyat alkot6é hangszer egy egyedi megjelenésli, mechanikai kialakitast virginal.
A virginalok a csembaldk csaladjaba tartozo hangszerek. E hangszercsalad jellemzdje, hogy a
hangképzés a hurok billentylizet altal kdzvetitett pengetésével torténik. A billentyt jatékoshoz
kozeli lenyomasa esetén a hangszertesten beliili része felemelkedik (kétkari emeld), egy sinen
vezetett ugroét magasba emel, majd az azon 1évd plektrum megpengeti a hirt. A lenyomott
billentyli felengedése utan a plektrum a kezdeti pozicidba keriil tigy, hogy a hurt kikeriili, igy
masodszori pengetés nem kovetkezik be. A csaladon beliil harom f6 tipust kiillonbdztetiink meg
a billentylizet és a hurok altal bezart szég alapjan (billentylizet iranya alatt a billentyli
forgastengelyére merdleges, horizontalis siku irdnyt értem, a hlirok irdnya pedig megegyezik a
harok altal kijelolt egyenesek iranyaval). A csembaloknal a hurok ¢és billentytizet alaprajzi
vetiilete kollinearis, virginaloknal egymasra merdleges, az igynevezett spinetteknél pedig a két
el6zo altal kijelolt szogtartomanyban foglal helyet. Ezen hangszerek féleg az 1500-1700-as

években voltak elterjedtek, majd késdbb a zongora sajnos egyre inkabb kiszoritotta ket.

A hangszer részletes ismertetése megismerhetd az emlitett dolgozatbol, melyet kérés

esetén szivesen megosztok.



A hangszer alaprajza, melyet ArchiCAD-del szerkesztettem. Voros: oldallemez és

tartoszerkezeti keretvdz (mindkettonek a kapcsolati kialakitasa véaltozott; narancssarga:
billentylizet keretvaza; ciklamen: billentylizet; zo6ld: hurok; vildgoszold: billentylizet
tengelyeinek, vezetdsineinek helye; kék: regiszter (narancssargaval jelzett lyukakkal az ugrok

helyének). A jobb oldali (sziirke) hid a kivitelezés soran tortvonalként késziilt el.

Az egyszerUsitett modell

E szakaszban roviden ismertetem a hangszer modellezési [épéseit, ahogyan a konkrét eszkzbol

absztrakciok révén a mechanikai vizsgalat targyahoz jutok.

Az alabbi képen lathat6, hogy bal oldalt talalhatéak a pengetdszerkezetek, melyek a
hangképzeésért felelosek, kozépen vonul a hid, mely Osszekapcsolja a rezonatorlemezt (a
diszitéssel ellatott vékony lucfenyd-lemez) a hurokkal, jobb oldalt pedig a hirok akasztasara
szolgald szegek talalhatok. A pengetés hatdsara a hiirban hullam keletkezik, viszont a hur a kis
keresztmetszet miatt kis mértékben képes a kornyezetében 1évo 1égtomegben
nyomaskiilonbségeket 1¢ltrehozni, ezért van sziikség a rezonatorlapra, mely a hidon keresztiil

atveszi a hur rezgéseit, és sugarozza a kornyezete felé.



A masodik képen egy hur sematikus abrdja lathato, mely a megel6z8 dolgozatban kertilt
részletes bemutatasra. Lathatok rajta az erdatadasi pontok, illetve a geometriai torések,
melyekbdl a kiilonb6z6 iranyt erékomponensek meghatarozhatok. Tekintettel arra, hogy az
idézett dolgozat foként statikai vizsgalatot tartalmazott, csupan a szerkezetre hatod erdket
mutatta be, e tekintetben irrelevans volt a hulldmzas, hiszen az elhanyagolhato erétobblet-
valtozast ad az idében tartoszerkezeti szempontbol. Jelen dolgozatnak viszont pont a rezgések
képezik a targyat, igy fontos az id6beli leirds — viszont egy ilyen Gsszetett modellen keresztiil
leirni a kiindulasi jelenségeket meglehetésen bonyolult lenne; célom az egyszerii esetektol

eljutni az Gsszetett jelenségekig. fgy a modell tovabbi egyszertisitése valik sziikségessé.

=2

A dolgozat tovabbi részében izolalt modell (kiilon a hur és kiilon a lemez) bemutatésa utan a

hangszer alabbi absztrakt modellje kertil ismertetésre. Az utobbihoz ismertetem a kovetkezd



altalanositasi szintet: egy végteleniil merev keretre ragasztassal (merev befogassal) keriil
rogzitésre a rezonatorlemez, mely f6l6tt fesziil a har. A kettdt egy szintén merevnek tekintett
hid kapcsolja 6ssze. Tovabbi egyszertisités, hogy szimmetrikus szerkezetet feltételezek, igy a

szamitasnal csak az eszkoz bal oldalat vizsgalom.
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Az als6 képen lathato a szimmetrikus, egyszertsitett szerkezet, a fels6 képen pedig a
nyugalmi, illetve a két sz¢€1s6 pozicid a hullamzas kozben.
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A fizikai modell

Az analitikus modellt a klasszikus mechanika eszkdztaranak hasznalatdval vezetem be.
A hangszer hurjanak és lemezének viselkedését a klasszikus, Euler-Bernoulli rtadmodell alapjan
irom le. Els6 1épésben meghatarozésra kertiil a rendszer teljes energidja — itt fontos tisztazni par
alapvetést. A riddmodellnél feltételezem, hogy a folyamatot elegendden kicsiny kitérések és
nyulasok jellemzik — igy az elmozduldsok sorbafejtésénél megallok a linedris tagoknal, illetve
a deformdciotenzor linedris fliggvénye a fesziiltségtenzornak. Az anyagmodellnél tovabba

homogenitast feltételezek, igy a kis elmozduldsok esetén érvényes a
0ij = Cijki Emm

Hooke térvény, ami egy homogén, linearis leképezés, mely kapcsolatot teremt a fesziiltség-, €s
az elmozdulastenzor szimmetrikus része kozott (réviden utalok arra, hogy tetszéleges tenzor
felbonthat6 egy szimmetrikus, és egy antiszimmetrikus tag dsszegére, belathato a harmadrendii,
teljesen antiszimmetrikus tenzor, a vektoranalitikai rotacio, €s a vektorialis szorzat definicioja
alapjan, hogy az antiszimmetrikus tag tengely koriili forgast jelent, a szimmetrikus tag pedig
algebrai atalakitdsok utdn igazolhatd, hogy a megnyulast jelenti [Nagy 1989]). A fenti,
negyedrendii, rugalmas egyiitthatokat tartalmazo tenzor az izotrop modelliink esetében kettd
fiiggetlen tagot tartalmaz csupan a 3 4ltaldnos eset helyett (Lamé-allandok). Sét, tekintettel
arra, hogy én a rudmodell esetében a nyirdst elhanyagoltam, a Lamé-féle allandokbol
szarmaztathatd, egyetlen egyiitthatot, a Young-féle rugalmassagi modulust alkalmaztam

kizéarolag.

Utalva az 4ltalanos esetre, inhomogenitas €s az anizotropia esetén a rugalmas
egyiitthatokbol képzett negyedrendii tenzor a térnek is fiiggvénye, illetve, ha figyelembe

vessziik a disszipacios energidk miatti idobeli hdvaltozast, az egyenlet az alabbi alakot olti:
0;;(x,y,2,t) = Cij(x, ¥, 2, e (x,y, 2, t).

Tovabba a rezgésnek az iddben kis kornyezetét vizsgalom, ahol a csillapitds nem
jelentkezik, igy a differencidlegyenletek elsérendii iddderivaltakat nem fognak tartalmazni,

mely a megoldasokat egyszertiisitik. (A hur rezgésében csillapitas esetén az exponencialis
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fliggvény kitevijében komplex konjugaltak szerepelnének, ez esetben csak a képzetes tag
marad meg. Lathaté igy a csillapitds matematikai vonatkozésa: a harmonikus fliggvényt egy
exponencialisan lecsengd fliggvénnyel szorozza meg, mely a rezgés idébeli burkologorbéje,
mely a végtelenben eltiinik.) fgy kinetikus és potencialis energia 1ép fel, disszipacids nem.
Matematikailag létezik egy skalartér, melynek negativ gradiensei az erdvonalak, illetve a
skalartér rotaciomentes — ezt hivjuk potencialtérnek. Az ilyen potencidltérhez tartoz6 erdteret

nevezik konzervativ er6térnek.

A masodik 1épés a mozgésegyenletek levezetése. Itt az algoritmikusabb Hamilton-féle
variacids elvet hasznéltam fel, mely a rendszert egészben kezeli. A newtoni mechanikara
alapozva ezzel parhuzamosan fel lehet ugyan épiteni a modellt, de sok tekintetben
koriilményesebb; fliggetlen részekre kell bontani az elemeket, erdket, reakciderdket. A
harmadik szint a differencidlegyenletek analitikus megoldésa. Itt részletesen bemutatdsra
keriilnek a homogén, linearis, masod-, illetve negyedrendl parcialis differencidlegyenletek
megoldasai. Negyedik szinten algebrai, trigonometriai atalakitdsok torténnek, melyek az
exponencialis eredményeket szemléletesebbé teszik, 6tddik szinten a peremérték-feladatok a
konkrét rendszerhez illesztik a megoldasokat, hatodik szinten numerikus helyettesitések
torténnek. Ezt koveti a végeselem-modell, ami az analitikus modellel parhuzamosan bemutatja

a rezgeési modusokat.

A hatasfunkcional stacionarius pontjanak feltétele

A dolgozatban a Hamilton-féle variacios elvet, a hatdsfunkciondl extrémumanak
meghatarozasat a felmeriild specidlis részleteknél tovabbmenden nem részletezem; a
felhasznalt irodalomban e helyen hivatkozom Landau-Lifsics elsé kotetére [Landau-Lifsics
1988], Nagy Karoly Elméleti mechanikdjanak [Nagy 1989] a ,,Mechanika elvei” cimii fejezetre,
illetve Budd Agoston Mechanika [Budo 1988] cimii kotetére, melyekbdl az elv részletesen
megismerhetd. Ugyanakkor hangsulyoznom kell, hogy ezen konyvek a jelen problémahoz
sziikséges altalanos megfogalmazast csak megemlitik — ugyanis a felsorolt irodalomban a
Lagrange-fiiggvény nem tartalmaz elsérendiinél magasabb derivaltakat, a jelen probléma
rugalmas energiaja viszont masodrendben tartalmazza az elmozdulasmezot. Ezért a funkcional
stacionarius pontjanak feltételét meghatarozd Lagrange-Euler-féle egyenletnek altalanosabb

alakjat kellett alkalmaznom.
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Bevezetve az

0
fl-:——f és fij:

B axi

__9f
B axl-axj

jeloléseket, a két fiiggetlen valtozos, argumentumaban magasabb rendi derivaltakat is

tartalmazo funkcional altalanosan

I[f] = f L(x1,%2, [, f1, 20 fiv fi2o fazs o0 foz..2)d X d X,

alaka. A 6 I[f]=0 stacionarius pont feltétele az aldbbi Euler-Lagrange-egyenlet, a

variacidoszamitasbol, és funkcionalanalizisbol ismeretesen

oL d (6£> 0 (6L>+62<6£>+ 0?2 (6£)+62<6L>
of 0x;\0f, 0x; \0f> 0x3 \0f11 0x10x; \0f1, 0x3 \0fa;

+(—1)"a—nn< oL )=o.
0x3 \0f55. 2

Ahhoz, hogy a modell teljes energidjat fel tudjuk irni, és a varidcid szamitasat végre tudjuk
hajtani, el6bb tisztaban kell lenniink a rendszer energia-dimenzidju mennyiségeivel. A hangszer
altalanos modellje feszitett-hajlitott rtaidmodell, melybdl késobb elhanyagolasokkal megkapjuk
a hur- és a lemez specidlis modelljét. Az energia-siirliség felirdsanal nem teszek kiilonbséget az
egyes elemek kozott — igy elég egyszer levezetni a mozgasegyenlet, mely altalanos alaki — a
feszitést és hajlitast ugyanugy tartalmazza. A félreértéseket elkeriilendd, a hangszer folytonos
anyageloszlasi modelljét vizsgalom, igy nem az anyagi pontot jellemz6 Lagrange-fiiggvénnyel,
hanem az eloszlast bemutatd Lagrange-siirliséggel dolgozom. A Lagrange-siiriség elméleti
bevezetését részletesen Nagy Karoly Elméleti mechanikajanak [Nagy 1989] vonatkoz6 pontja

tartalmazza.

A rendszer elemei rendelkeznek rugalmas energiaval, azon beliil hajlitasi energidval,
illetve eldfeszitési energiaval; ezen til mindegyik elem rendelkezik kinetikus energiaval. Az
egyes energidkra vonatkozd Osszefliggéseket nem bizonyitom, részletesen megtalalhato
Landau-Lifsic Elméleti fizikajanak 7., Rugalmassagtan [Landau-Lifsics 1974] cimi kotetében.
Fontos feltételezés, hogyha a rudhoz viszonyitunk, se longitudindlis, sem binormalis iranyu
elmozdulést nem engediink meg (azaz a radban nem ébrednek longitudinalis hullamok, illetve

a radnak nincs torzidja, csak idében valtozo gorbiilete).

A teljes hajlitasi rugalmas energia teljes ridra sszegzett, integralis alakja:
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1 L azui 2
Unajiitas,i = _EEiIif dx 9x2
0

ahol E a Young-modulus, I = [ dA y? n. inercia, u a vertikélis diszlokécio, az integralési
tartomany pedig az elem bal végétdl a jobb végéig (/) tart. Ezen mennyiségek a modellben nem

fiiggvényei a térnek, igy kihozhatok az integraljel elé.

Az elbfeszitésbdl szarmazo rugalmas energia teljes radra 6sszegzett, integralis alakja:

1 Li aui 2
Ureszitsi = _ETi f dx (E)
0

ahol T a feszit6ero.

A kinetikus energia teljes ridra 0sszegzett, integralis alakja:

1 L aui 2
Ukinetikus,i = +§,01-Aif0 dx (E)

ahol p az anyagsiirliség, A pedig a radtengelyre merdleges keresztmetszet teriilete.

Miutdn a rendszer kiillonbozd energiai bemutatasra keriiltek, képezziik az elemek

Lagrange-stirliségét azaz a Lagrange-féle energia térben megoszl9, differencialis alakjat!

r 1 A((’)ui>2 1EI 92u,\’ 1T(6ui)2
=P r) T2\ k2 ) T2 o

Lathatjuk, hogy a megadott altalanos Lagrange-Euler egyenlet egyszeriisédni fog, hiszen a

. . , o v T .
legmagasabb rendii derivalt masodrendd, illetve a Lagrange-siirliség az x, t,?z‘ valtozokat,

vegyes derivaltakat explicit modon nem tartalmazza. Ennek értelmében a hatasfunkcional az

alabbi alaku:

X1t

aui aui azui
sted = | 4 (GG g

x1t1

Keressiik a funkciondl stacionarius pontjat, azaz
65i =0

egyenlOség teljesiilésének keressiik a feltételét! Ez akkor kovetkezik be, ha a variacidhoz
tartoz6 Euler-Lagrange-egyenlet teljesiil. A rendszer specialis Lagrange-Euler-egyenlete az

alabbi médon szarmaztathato az altalanos képletbdl kiindulva, a sajat modellre atalakitva:
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9 dL, 8 oL, 9% AL

6ta<QgQ axa(QgQ_FOxza(a%q)
3t 7x o2

=0.

A fenti Euler-Lagrange egyenletnek a kovetkezd 1épésben meghatdrozom az
egylitthatoit, majd az egyiitthatok fliggvényében eldallitom az egyenletet, amely, mint
Lagrange-féle masodfaju egyenlet, a rendszer mozgasat leirja. Lathatéan mas alaku az egyenlet,

mint a fent emlitett irodalom kevésbé altalanos egyenletei.

al:i _ A aui d 6131 _ A azui
a(%)_+pl iﬁ - _aa<%>_ Pi iﬁ'
Jat ot
al:i —_T aui d 61:1 - azui
@__ia - _a@_+iﬁ’
dx 0x
al:i El azui N 62 61:1 El 64ui
5 <azui) Pt ox? 0x2 5 (62ui) Ut oxt’
dx? 0x?

igy a funkcional stacionarius pontjanak feltétele az alabbi

azui 64ui azui

Tigez ~Eiliga —pPdigs

' 0x? =0

Euler-Lagrange egyenlet, mely egyben a modell elemeinek mozgasegyenleteit is adja. Lathato,
hogy a fenti egyenlet linedris, negyedrendli, homogén, allandé egyiitthatoji parcialis

differencidlegyenlet. Miel6tt az egyenletet megoldanam, a modell egyes elemeihez illesztem.

A modell négy egységbdl all: két hurszakaszbol, egy hidbol, egy rezonatorlemezbdl. A
hid hatasa elsd kozelitésben elhanyagolhatd, csupan a peremfeltételekben mutatkozo
kényszereket hatdrozza meg. Itt emlitem meg, hogy a kényszerek nem Lagrange-féle
multiplikatorokkal keriiltek bele a hatdsfunkcionalba, hanem peremfeltételekként keriilnek a

késObbiekben feldolgozasra.

Vizsgaljuk meg a fennmarad6 két elemtipust! Mindkettd leirdsa a radmodellbdl indul
ki, viszont a hurnak oly kicsiny a hajlitdbmerevsége, hogy a teret negyedrendben tartalmaz6 tag
elhanyagolasra kertil. A lemeznek pedig nincsen eldfeszitettsége, a deformaciok soran 1étrejott
axialis diszlokacidi miatt 1étrejovo normalfesziiltségei elhanyagolhatok a hajlitofesziiltségek

mellett, igy az pedig a teret masodrendben tartalmazo tagot fogja nélkiilozni.

15



Jelolje i=1 a lemezt, i=2,3 pedig a hurokat! A hajlitott lemez mozgasegyenlete a fenti

megfontolasok figyelembevételével:

Az eléfeszitett hirszakaszok Lagrange-féle masodfaji egyenlete (i=2,3):

T azui azui

i 5,2 P iFZO-

Az Euler-Lagrange egyenletek modelltdl izolalt

megoldasa

Az egyes elemek egyenleteinek meghatarozasa

Az eldzo fejezetben az S funkcional stacionarius pontjanak feltételeként linearis, masod- illetve
negyedrendli, homogén, alland6 egyiitthatoji parcialis differencidlegyenleteket kaptunk,

melynek a megoldasat kereshetjiik szorzat alakban, ezért feltételezziik, hogy

u(x,t) = f(x)g().

A szorzatot a parcialis differencidlegyenletbe helyettesitve, a valtozokat szeparalva az alabbi

Osszefiiggést kapjuk:
T f" EIFI) g ,
pAf pA f g '
ahol
_9g
g=_;8s
,_9f
=%

Az egyenlet ugy teljesiil minden x, t értékre, ha mind a jobb-, mind a baloldal egy konstanssal

egyenld — e konstanst - o>-el jeldltem. A differencidlegyenlet megoldasat konnyitendd szerepel
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négyzetesen, az eldjelét pedig az egyenlet megoldasanak periodicitasa teszi sziikségessé

(tekintettel arra, hogy igy kapunk komplex kitev6ji hatvanyfiiggvényt).

A hur és a lemez idofiiggese
Elsoként tekintsiik az egyenlet id6fiiggo részét, mely rendezve
Jg+wig=0

alakt masodrendii, allando egyiitthatoju, linearis, kozonséges differencidlegyenlet. Az egyenlet

megoldasahoz vezessiik be az

2

d
L(D) =— 2
(D) at2+w

operator polinomot, melyet a g(x) fiiggvényre hattatva megkapjuk a megoldando

differencidlegyenletet:

LD)g(t) =g+ w?g=0

Az alabbiakban a fenti operator-polinom sajatérték-problémajaval foglalkozunk, ugyanis

keressiik azon A értékeket, mely esetén
L(D)g(t) = L(Dg®)
egyenldség teljestil, és a jobb oldalon az §sszefliggés tisztan algebrai jellegii. Tegyiik fel, hogy
gt) =e*
alakt, igy a fenti sajatérték-probléma
L(D)e* = L(De* =0

egyenldségben jelenik meg. A sajatértéket tartalmazo polinomot részletesen kiirva az aldbbi

karakterisztikus egyenletet kapjuk:
A2+ wdert =0
A fenti egyenlet akkor teljesiil, ha
AP +wi=0
Ezen egyenletnek a komplex szamtesten két megoldéasa van:

/11’2 == il w
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A fenti egyenlet azon esetekben is teljesiil, ha

nm
w=w, = 2NV, = —

A sajatértékeket az exponencidlis egyenletbe helyettesitve, a megoldasok linearis
kombindaciojat képezve g(t) fliggvényre az alabbi kifejezést (altalanos megoldas) kapjuk:
Gn(t) = cre'®nt 4 cyetent

Tegyiik szemléletessé a kapott megoldasunkat! Feltételezziik, hogy az exponencialis

figgvények komplex egyiitthatoval rendelkeznek, mégpedig

c . c .
c; ==e'd és czzze_“S

fgy az id6fiiggést ado ga(t) a kovetkez6 alakot Slti egyszeri algebrai atalakitasok utan:
9,(0) = € pi@nt+8) 4 & p-iwnt+5)
" 2 2
Vegyiik figyelembe az Euler-féle képleteket, melyek két algebrai struktura kozti izomorfizmust
jelenitik meg:
e =sinx +icosx

A komplex szamtesten az exponencidlis fiiggvények korében a szamitdsokat kdnnyen
elvégezhetjiik, az izomorfizmus miatt a szorzast kitevébeli Osszeadasként végezhetjiik el,
viszont a szogfiiggvények sokkal szemléletesebben abrazoljak a rezgéseket, hulldmokat, igy az

alabbi kitérOben attérek a trigonometrikus fiiggvényekre.
Legyen
ap = wpt + 86

fgy a komplex szamtestbeli gu(t) fiiggvény trigonometrikus alakja:
c c c c
gn(t) = oS ay + Ei sina, + Ecos(—an) + > isin(—ay,)

Vizsgaljuk a sinus, cosinus fiiggvények szimmetriatulajdonsagait!
cos a,, = cos(—a,)

sina, = —sin(—a,)
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A fenti azonossagokat figyelembevéve

c c c c
In(x) =§cosan +§lsman +Ecosan —ELSIHCZn

A jobb oldalt rendezve, a,, helyére az eredeti kifejezést helyettesitve:

In(x) = ccosa, = ccos(wyt + §)
A fenti fiiggvény a jol ismert Osszefliggés a rezgdmozgasra. Tehat a lemez, illetve a htr 6sszes

pontja az idOben rezgdmozgast végez, ¢ amplitidoval, o, korfrekvencidval, o fazissal.
Az 1d6fliggd rész targyaldsanak végén megemlitem, hogy a
gn(t) = ciet®nt + cyet@nt
fliggvény ekvivalens atalakitasok utan a
gn(t) = d; cosw,t + d, sinw,t

képzetes egységet nem tartalmaz6 kifejezésbe megy 4t, ahol d; konstans értékek. A gyakorlati
alkalmazasok sordn sokszor megjelenik e megoldas; a lemez térfliggésénél mutatom be a

képzetes egység kikiiszobolésének modjat.

A rudegyenlet térfliggése.

A szeparécios allandot tartalmazé altalanos (rudat leird, har és lemez kozt kiillonbséget nem

tevd) mozgasegyenlet az alabbi alaku:

Ahhoz, hogy a térfliggést leir6 f(x) fliggvényt meghatarozzuk, a megoldasfiiggvény alakjanak

konnyebb attekinthetdsége kedvéért foglalkozzunk kiilon a két specialis esettel!

A hur térfliggese

A hurnadl, mint ahogy a Lagrange-Euler egyenletnél irtam, a hajlitéfesziiltségek
elhanyagolhatok — tekintettel arra, hogy egy hur a kis keresztmetszeti mérete miatt mintegy
rahtizodik a semleges szalra, igy a hajlitofesziiltségek nem adnak szamottevd jarulékot. A hur
specialis egyenlete a hajlitasbol szarmazo tag elhanyagolasaval a jol ismert hullamegyenletbe

megy at, melyet itt a szeparalt alakban kozlok:
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L S
pA f

Miel6tt a térfiiggést tartalmazo egyenletet megoldom, bevezetek egy j jelolést. Legyen

melynek a fizikai jelentése a kovetkezd: ¢ a hangsebességet jelenti. Megjegyzem, hogy az
altalam kovetett variacios elvbol kozvetleniil, bizonyitas nélkiil nem kovetkezik a tény, hogy a
fenti alland6 ekvivalens a hangsebesség négyzetével, illetve én a Fourier-féle megoldast
targyalom (valtozok szepardlasa) viszont az érdekléddknek ajanlom a hulldmegyenlet
d’Alembert féle megoldasanak tanulmanyozasat, ahol a megoldasfiiggény a huron tovaterjedo

hullamokat szemléletesen jeleniti meg.

A fenti jeloléssel a hullamegyenlet a

fll
c2 T = —w?
Bevezetve a
2
—k? = _a)_
c2

jelolést (k az tigynevezett hullamszdm, mely az idébeli korfrekvencidnak megfeleld térbeli
mennyiség, melyre késébb ezen Osszefliggésre a diszperzios relacio targyalasakor visszatérek),

ekvivalens atalakitasokat végrehajtva, a hulldmegyenlet térfliggése

fll — _k2f

alaku lesz. Lathatoan ez az id6fliggéshez hasonléan masodrendil, linedris, allandé egyiitthatdju,

homogén, kdzonséges differencidlegyenlet. A megoldas menete hasonlo.

Vezessiik be az L(D) operator polinomot, mely az f(x)-re hatva kiadja a fenti

differencidlegyenletet!

62
L(D) = — +k?
D) =57+

Az operator-polinom sajatérték-problémajanak vizsgalatdhoz tegyiik fel, hogy

fG) = e
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alakq, igy az alabbi 6sszefliggéssel kell foglalkoznunk:
L(D)e** = L(D)et*

azaz a differencidloperator-polinom egyenlete helyett az izomorfizmus végett algebrai,

ugynevezett karakterisztikus egyenlettel kell megoldani.
A differencidlegyenlet algebrai, karakterisztikus egyenlete ennek fiiggvényében:
A2 +k?)e™™ =0
Ezen egyenlet csak tigy teljesiilhat, ha
A +k*=0
A fenti masodfoku egyenletnek a komplex szdmtesten két megoldasa van:
Mo=2ik
Igy a térfiiggd egyenlet megoldasa:

fu(0) = cyetn® + cyelnx

A A nm
k=kn=/pTa)n= pTT n €N

A fenti Osszefliggés elégiti ki azon hatarfeltételt, hogy a térfliggésnek a befogasok

ahol

kornyezetében el kell tlinnie — azaz a hatarfeltétel kvantalja a szeparacios allandot. (Kénnyen

beléathato a trigonometrikus alak periodicitasa miatt.)

A tér- és 1dofliggd megoldasok ismeretében definidlhatjuk a hir rezgésének diszperzids

k)= Tk
wn()— p_An-

A lemez teérfiiggése

crer

Az éltalanos, szeparalt radegyenlet:

T f' EIfM




A lemezben nincs eldfeszités, illetve az alakvaltozas miatt 1étrejové normalfesziiltségek

elhanyagolhatok, igy az egyenlet egyszertisodik:

EI fV)
pA f

2

Vizsgéljuk az egyenlet térfliggését! Bevezetve a

hullamszédmot, rendezve az egyenletet a kovetkezd 6sszefiiggéshez jutunk:
FIN k=0

A fenti negyedrendii differencidlegyenletet irjuk fel az
LD)f(x) =0

alakban, ahol az L(D) operator polinom

64
— _ 1,4
L(D) = 3 k

Tegytik fel, hogy f(x)
flx) = et
alakt, igy a megoldando sajatérték-probléma
LD)f (x) = L(Df (x)
L(D)e™ = L(M)e?™ =0

egyenlOségben jelenik meg. A sajatértéket tartalmazo polinomot részletesen kiirva az alédbbi

karakterisztikus egyenletet kapjuk:
A* —kHe* =0
A fenti egyenlet akkor teljesiil, ha
M—k*=0
Vezessiik be a

£ =2
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helyettesitést, igy a megoldando karakterisztikus egyenletiink
52 _ k4- =0

alakt, melynek a komplex szamtesten két megoldasa van:

$12 = +k?
Innét szarmaztathato a négy sajatérték:

A =tk

Asq = tik

Legyen

+[pA 4’pA ,mt
k:kn: E,/(A)n: E T n €N

Igy a lemez térfliggése:

fo(x) = czen* + cpe™ nX 4 cgethn¥ 4 ¢ e~ thnX

’pA
wn(kn) = Ekrzl

mely k-ra nézve kvadratikus kifejezés, ellentétben a htr hulldmegyenletének megoldasaval.

A diszperzios relacio

A térfliggvény az idofliggvénynél bemutatott atalakitasok utdn az aldbbi, hiperbolikus és

trigonometrikus fliggvényeket tartalmazo

fn(x) = c5 coshk,x + c5 sinh k,x + ¢, cosh(—k,x) + ¢, sinh(—k,x) + c5 cos k,,x

+ csisin kyx + cg cos(—k,x) + cgl sin(—k, x)
Mely egyrészt atalakithatd egyszerii cosinus €s cosinus hyperbolicus fliggvényekkeé:
fn(x) = pcosh(k,x + () + qcos(k,x +¢)

ahol p és q konstansok, a szogfiiggvények argumentumaéban pedig faziseltolas 1ép fel. Utobbi a
peremfeltételek miatt (a lemezvégen a kitérésnek el kell tiinnie), n/2-vel egyezik meg (ezen

eltolasi transzformdcio viszi a cosinus fliggvényt sinusba, mely x=0 és x=L helyen zérust ad).
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A konnyebbég kedvéért hajtsunk végre olyan atalakitasokat az eredeti,
fo(x) = cgen* + cpe™FnX 4 cgethn¥ 4 ¢ e~ thnX

egyenleten, hogy a trigonometrikus, hiperbolikus alak ne tartalmazza a képzetes egységet!

Ehhez az Euler-formulédkra vezetd iranyba kell terelni a tagokat.

Vezessiik be a ¢ konstansok helyére a veliikk egyenértékil d konstansokat, a koztiik 1évo relacio,
tekintettel arra, hogy egyszerre csak az egyik rendszert fogjuk alkalmazni, lényegtelen. A
konstansokat tigy vessziik fel, hogy az f(x) fiiggvény az alabbi alakot 6lti:

didy o, s=ide g, dstids

dy+ds
falx) = —5 e+ 2 2

Végezziink a fenti egyenldségen ekvivalens atalakitasokat!

e—knx +eknx eknx_e—knx elknx+e—lknx . elknx_elknx

————tdy————+ds . — id,

fa(x) = ds

Az utols6 tag kivételével azonnal felismerheték az azonossagok. Az utolsé tagnal vegyiik
figyelembe, hogy
eiknx_ eiknx

T = sin(k,x)

Atrendezve

e iknx iknx

= i sin(k,x)

—e
2

A jobboldalt helyettesitve f(x) utols6 tagjaba az
—i%dg sin(k,x)
osszefiiggést kapjuk, mely az i>= -1 azonossag felhasznalasaval a
dg sin(k,,x)

kifejezésbe megy at. Igy felirhatjuk az f(x) fiiggvény képzetes egységet nem tartalmazo,

trigonometrikus és hiperbolikus alakjat:
fn(x) = dscoshk, + d,sinhk, + dscosk, + dgsink,

Ezen alakkal fogok tovabb dolgozni a peremérték-feladatnal.
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A rud hulldmzasanak peremértek-feladatai, a teljes
fliggvény felallitasa

Az elemek idofiiggésére kettd partikularis megoldast kaptunk, a lemez térfiiggésére négyet, mig

a hur térfiiggésére kettdt. Els6 1épésben allitsuk eld a lemez hullamzasat leir6 fliggvényt!

A lemez peremérték-feladatai
Az ido6fliggést leird megoldasok:
gn(t) = d; cosw,t + d, sinw,t
A térfligges:
fn(x) = d3coshk,x + d, sinhk,x + ds cos k,x + dg sink,x
Eldszor foglalkozzunk a hatérfeltételekkel!

A lemez mindkét végén elfordulést gatld befogéassal modellezhetd (c-c beam), tekintettel
arra, hogy a valosagban egy merev test-szerii keretre van ragasztva. gy megéllapithat6, hogy a
lemez két végén eltlinnek az elmozduldsok, illetve az érintd vizszintes marad minden

id6pontban. Ezt az alabbi hatarfeltételekkel irhatjuk le:

u(x=0,t)=0
u(x=1L1t)=0
du

a(.x: O,t) =0

o L) =0
ox T YT
Lathatjuk, hogy ez négy egyenlet, nekiink pedig négy egyelére meghatdrozatlan konstans
szerepel a differencialegyenlet térfiiggd megoldasaban. gy a probléma hatarozott.
Helyettesitsiik a fenti 0sszefliggéseket a megoldasfiiggvénybe! Az els6 egyenlet:
fn(x = 0) = d3 cosh(0) + d, sinh(0) + ds cos(0) + dg sin(0) = 0
fax=0)=d;+0+ds+0=0

igy
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d;+ds=0
A masodik egyenlet:
fn(x = L) =dszcoshk,L +d,sinhk,L + ds cosk,L + dg sink,L =0
A harmadik egyenlethez képezziik a megoldas tér szerinti differencialhdnyadosat!

0
a—l:: (x,t) = dsk,, sinh k,x + d,k,, coshk,x — dsk, sink,x + d¢k,, cos k,x

Az argumentumba helyettesitsiik az x=0 értéket, és tekintettel arra, hogy itt f(x)=0, osszuk el az

egyenletet ky-el — hiszen a hulldimszdm mindig pozitiv.

d
a—]j(x = 0,t) = dj sinh(0) + d, cosh(0) — ds sin(0) + dg cos(0) = 0

9
a—]::(x=0,t)=0+d4+0+d6=0

Tehat
d4 + d6 = O

Vizsgaljuk a masik harvégen, x=L helyzetnél mi a feltétele az érintd vizszintességének!

Hasonloan k-val torténd osztas utan, x=L helyettesitéssel az alabbi 0sszefiiggést kapjuk:

d
6_];7: (x = L,t) = dg sinhk,L + d, coshk,L — dssink,L + dg cos k,L =0

Az x=0 hely1 hatarfeltételekbdl egyszerii algebrai egyenletrendszert kapunk:
d3 + ds =0
d4, + d6 =0

Innét

Ezen eredményeket helyettesitsiik az x=L helyen 1évé hatarfeltételekbe! A megoldando

egyenletrendszer:

d; coshk,L + d, sinhk,L —d;cosk,L —d,;sink,L =0
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d;sinh k,L + d, coshk,L + d5sink,L —d,cosk,L =0

A hiperbolikus, trigonometrikus tagokbdl egyiitthatomatrixot képezve, a konstansokat

vektorként felirva, a fenti egyenletrendszer az alébbi alakot olti:

[cosh k,L — cosk,L sinh kL — sin knL] [d3] _ [0]
sinh k,,L + sin k,, L coshk,L — cosk,L]|d,]

Ezen linearis egyenletrendszernek akkor lesz a trivialis, d3=d4=0-t6l kiilonb6zé megoldésa, ha

az egyiitthatomatrix determinansa eltiinik:

coshk,L — cosk,L sinh k,L — sink,L

sinh k,, L + sink, L coshk,L — cosk,L =0

det [

A determinans kifejtése utan az alabbi egyenldségre jutunk:

(coshk,L — cosk,L)( coshk,L — cos k,L) — (sinhk,L
—sink,L)(sinhk,L + sink,L) =0

Tagonkénti szorzas utan
cosh? k,L — 2 cosh k,,L cos k,L + cos? k, L — sinh? k,L + sin? k,L = 0

Vegyiik figyelembe az aladbbi trigonometriai és hiperbolikus azonossagokat:

cosh? k,L — sinh? k,L = 1

cos? kL + sin® k,L = 1

Ezen 0sszefliggéseket felhasznalva az egyenlet az alabbi alakot Slti:

2 —2coshk,Lcosk,L=0
Igy a konstansokat tartalmazo egyenletnek akkor lesz a trivialistol eltérd megoldésa, ha

coshk,L cosk,L =1

A fenti egyenlet megoldasait keressiik x=k;L alakban, igy az argumentumban szerepld szorzat
nkiL alakt, és n természetes szam. A Newton-Rhapson-féle iteracios eljarassal keresem ezen x
helyeket; melynek a lényege az, hogy talalgatas alapjan vizsgaljuk, hogy az xo véletlen érték

mellett konvergal-e egy helyhez a

S
"G
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A fliggvény, és derivaltja 0-ra redukalt alakban:
fn(k L) = cosh(n kL) cos(nk;L) —1=0

9]
alef"

(kiL) = nsinh(nk,L) cos(nk,L) — n cosh(nk,L) sin(nk,L) = 0
Az els6 harom sajatérték:

n =1 esetben kiL = 4,73004

n =2 esetben k;L = 7,85321

n = 3 esetben k;L = 10,9956

Térjiink vissza az egyenletekhez, ¢és kiiszoboljink ki egy ujabb konstanst! A térfliggés
hatarfeltételekhez illesztett alakjanak egyszeribb meghatarozasa (értsd: kevesebb fiiggetlen
konstanst tartalmazo kifejezés) érdekében fejezziik ki az elsd egyenletbdl ds -et ds
fliggvényében!

coshk,L — cosk,L
® sinh k,L — sink,,L

d4=_

A d3 -as konstanst nyugodtan tekinthetjiik egységnyinek; az amplitadot az idofiigges
konstansanal fogjuk meghatarozni. gy rendelkezésiinkre all az Gsszes konstans kozti
Osszefiiggés, melyeket szamitaskor az f(x) fiiggvénybe helyettesithetiink, mint a

trigonometrikus és hiperbolikus bazis linearkombinacids egyiitthatoit.

A hur peremérték-feladatai
Vizsgéljuk a lemez utan a htrokat leir6 egyenletek peremérték-feladatait!
A hur térfiiggését leir6 egyenlet:
fu() = czethn® + cyetnx

A lemezhez hasonldan az elsd hatarfeltétel értelmében a hurvégeken az elmozdulasnak el kell

tinnie. A bal oldalon:

folx=0) = C3e“‘n° + C4e—ikn0 -0
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Tekintettel arra, hogy mindkét kitevoben nulla szerepel, az alabbi egyszeri egyenldséget

kapjuk:
C3 = —Cy

A masodik hatarfeltételhez az elébbi eredményt helyettesitsiik a térfiiggésbe, emeljlink ki c3 -

at, és x helyére irjunk L-t! Igy az alabbi egyenletet kapjuk:
fulx = L) = c3(etfnt + c e Hnl) = 0

Vegylik észre, hogy a zarojelben 1€v6 kifejezés ekvivalens az egyik Euler-féle 6sszefliggéssel

kétszeresével:

eix + e—ix
—; — =sinx
Ennek figyelembevételével a masodik, L helyet tartalmaz6 hatarfeltétel az alabbi alakot 6lti:

fo(x =L) = 2ic3,sin(k,L) =0

A trividlis c3=0-t6l eltekintve a baloldal akkor tlinik el, ha az argumentumban szerepld szorzat

a m-nek egész szdmu tobbszordse, azaz
k,L =nmr neN
ekkor
sin(k,L) =0

¢és a hulldmszamra vonatkozo6 0sszefiiggés:

Ez a bizonyitasa az egyenleteknél mar emlitett ténynek, hogy a hatarfeltételek kvantaljak a
szeparacios allandot — bizonyos, természetes szamtol, hurhossztol fiiggd ertékeket engednek

meg. Ugyanis csak ezen esetben keriilnek a hullam-csomdpontok a hurvégekre.

fgy a hatarfeltételeket figyelembe vevo, teret és idot is tartalmazé megoldas:

[o0] 0]
ot ontn o (T
u(nt) = ) un(,) = ) (cine’nt + canelnt sin ()

Attérve a ¢ konstansokrdl d konstansokra, a fenti egyenléség a kovetkezd trigonometriai

alakban jelenik meg:
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[00]

nm
u(x,t) = Z u,(x, t) = Z (d1n cos wyt + dy 4, sinwyt) sin (T x)

n=1 n=1

Vizsgaljuk tovabb a peremfeltételeket most a kezdetiérték-feladattal! Itt els6 korben az
altalanos esettel foglalkozom, ¢s megemlitem, hogy a dolgozat aldbbi része a d konstansok

altalanos meghatarozasaig Fourier mddszerét koveti.

Vezessiik be az a(x) és B(x) figgvényt a hir kezdeti alakjara és kezdeti sebességére! Igy a

kezdeti feltételek:

u(x,t=0) =a(x)

d
au(x,t =0) = B(x)

Szamitsuk ki az idoderivaltat!

a oo
a—tu(x, t) = Z [_dl,n Wy, sin(wyt) + dy , cos( a)nt)] sin(k,x)

n=1

fgy mar meghatarozhatjuk a kezdeti alakot, és sebességet, miutan a megfeleld dsszefiiggésekbe

t=0-t helyettesitiink:

[0e]

u(x,t =0) = Z u,(x, t=0) = Z dq n sin(kyx) = a(x)

n=1
a ©o
Eu(x, t=0)= z dy pwpsin(k,x) = L(x)
n=1
Az elsé egyenletnél irjuk a kovetkezd kifejezést:
yia
k, = nk, ahol k; = i
fgy
Z dq n sin(nkyx) = a(x)
n=1

Szorozzuk meg a fenti egyenldséget a sin(kimx) kifejezéssel, ahol m az egy n-hez hasonlo
természetes szam, majd integraljuk mindkét oldalt a teljes hurhossz mentén! Igy az aldbbi

kifejezést kapjuk:
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© x=L x=L
z din f dx sin(nk,x) sin(mk,x) = f dx sin(mk,x) a(x)
n=1 x=0 x=0

Vegyiik figyelembe az alabbi trigonometriai azonossagot:

cos(a — B) — cos(a + BB)
2

sinasinf =

Ennek értelmében a fenti integral az alabbi alakban irhat6:

x=L x=L 1
Lym = j dx sin(nk,x) sin(mk;x) =j dxz [cos(n — m)k;x — cos(n + m)k,x]
x=0

= Onm

azaz
és

ahol 6n,m az ingynevezett Weierstrass-szimbolum, vagy masnéven Kronecker-delta, mely értéke

az n=m egyenldség esetén 1, minden més esetben 0. A fenti sszefliggés megfogalmazhato ugy

crer

ortogonalisak — ennek részleteit a valos fliggvénytannal foglalkoz6 konyvek targyaljak.

Visszahelyettesitve az eredményt a kezdeti alakot tartalmazé egyenletbe, azt kapjuk,

hogy
S L x=L
Z Adipn= Opm ==dim = f dx sin(mkyx) a(x)
n=1 2 2 x=0

Innét az els6 egyiitthaté mar konnyen kifejezheto:

2 x=L
din = —f dx sin(mkyx) a(x)
LJ=o

A masik, sebességre vonatkozé kezdeti feltételnél a fentivel megegyezé modon jarunk el; csak

a végeredményt kozolve:
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11 (%=t
dy, =2— —f dx sin(mkyx) B(x)
’ Wy L x=0

n

fgy a hir id6- és térfliiggését az alabbi fiiggvények irjék le trigonometrikus alakban a

peremfeltételekhez (kezdeti- és hatarfeltételek) igazodva:

nm
u(x,t) = Z u,(x, t) = Z (d1n cos wyt + dy 4, Sinwyt) sin (T x)
n=1 n=1
2 x=L
din = —j- dx sin(mkyx) a(x)
LJ-o
1 1 (=
dyp=2— —f dx sin(mkyx) B(x)

Wn L Jyx=g

A diszperzios relaciot leird egyenlet pedig:

k) = Tk
QM( )— EZ n

A fenti képletekkel minden sziikséges 0sszefiiggést elallitottam explicit alakban ahhoz,
hogy a modellemen a har rezgési modusai koziil az elsé néhany tagot felirjam. Mint lathato,

geometriai- €s anyagjellemzoktdl fiiggenek a hullamok.

Kapcsolt modell

A kapcsolt modell harom elemet tartalmaz: egy hurt, a lemezt a hurvég vetiiletében képzeletben
elmetszve, illetve a két elemet Osszekapcsoldo, merev testnek tekintett hidat (mely
értelemszertien nem deformalddik, viszont a hirhoz, és lemezhez képest jelentds tomeggel
rendelkezik). A kapcsolt rendszer leirasa a kovetkezo: az el6z6 fejezetekben meghatarozasra

keriiltek izolalt esetben az egyes elemek szabadrezgései — most visszanyulok a megoldott
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differencialegyenletekig, de elvetem a peremértékfeladatokat, és ehelyett ujabbat hatarozok
meg. A jobb- és bal lemezvég és hid mozgasat pedig igy modellezem, hogy a hid rezgdmozgast

végez a hid és hur hatasara.

A részletes targyalas el6tt megemlitem, hogy a kapcsolt modellt parcialis
differencidlegyenletrendszer irnd le, viszont itt a kapcsolas peremfeltételek figyelembevételével
torténik. Az izolalt esetben a kezdetiérték-feladatnal kezdeti sebesség ¢és kezdeti alak
meghatarozasa lenne sziikségszert, itt viszont, ha a kapcsold elemnek tomege van, akkor a
mozgasegyenlet megoldasdval meghatarozhatjuk a jobb perem mozgésallapotat. Emiatt nem
kell a kezdeti alak sebességét megadni, azonban kérdéses, hogy ekkor lehet-e szorzat
alakban  keresni a megoldast. Amit bemutatok, az egy olyan megoldas,

ahol a tdmeg mozgasabol szdrmaztatom a szorzat-megoldas 1dofiiggd részét.
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;% -4 X

Az egyes elemek és fliggvények, illetve konstansok abrazoldsa. A késdbbiekben az u(t)
fliggvény, az u0 és ul allandok részletes bemutatasra kertilnek.

A kapcsolt pont (hid) id6beli mozgasa
A baloldali peremértékek megegyeznek az eddig bemutatottakkal, viszont a jobb
oldalon tovabba nem marad nyugalomban a hurvég; az idében vertikalis tengelyli rezgdmozgast

végez, és altala, a hidon keresztiil kapcsoltan a lemez megfeleld pontja ugyanazon fliggvény

szerint mozog. Els6 1épésben meghatarozom a k6zds pont iddbeli fliggvényét.
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A hidra két er6 hat: a hurban ¢ébredd vertikalis erd, illetve a lemez lehajlasa ellen

dolgozd, lemezben ¢bredt erdnek a hatasa. A hur vertikalis erdkomponense:
E,=Tsina = Ta,

ahol T a hurban ¢ébredd, hurral koaxialis erd, a pedig a hur emelkedési szoge. Tekintettel arra,
hogy ez a szog kicsiny, nyugodtan sorbafejthetjiik a sinus fiiggvényt, és megallhatunk az

alfaban linedris tagnal. Az o szogre geometriai vonatkozasban az aldbbi 6sszefiiggést kapjuk:

h —i(t)
tan a za=T,

ahol h a hid magasséaga, u(t) a lemez idében valtozo lehajlasa (a keresett fiiggvény), L pedig a

vizsgalt rendszer hossza.

A lemez lehaljas-tér-fiiggvényét a rugalmas testek mechanikéjabol ismert

4

0
EI@W(X) =0

negyedrendli, homogén, linearis, kdzonséges differencidlegyenlet irja le, ahol E az anyagra
jellemz6 rugalmassagi modulus (az elméleti Lamé-allandokbol szarmaztathaté mennyiség), 1
pedig az inercia. A fenti, Ugynevezett biharmonikus (operator tekintetében a Nablat
negyedfokon vagy Laplace-t mdsodfokon tartalmazd) egyenletnél természetesen nem
vizsgaljuk a trivialis EI=0 megoldast, és az egyenlet homogenitdsa miatt csak
differencidlgeometriai vonatkozasdban informativ; ahhoz, hogy mechanikai vonatkozasa is
legyen, képezni kell az egyenlet els6 integraljat — az integracios konstans fizikai jelentése a
rugalmas testek mechanik4jabol ismert nyirderd nevii mennyiség. A fenti (biharmonikus)
egyenlet kozvetleniil integralhato; viszont alkalmasan valasztott a-d konstansokkal a keresett

fliggvényt
w(x) =u(x) =P(x) =ax3+bx?> +cx +d

polinom irja le, ahol négy 1j, egyeldre ismeretlen integracios konstans bukkan fel. Ezeknek a
meghatarozasara négy peremfeltételt kell irni. (A w(x) lehajlasfiiggvényt tovabba azonosnak

tekinthetjlik az ui(x) kezdeti elmozdulas-fliggvénnyel.) Az
a.) u(X)lx=0 =0,

b.) ui(x)|y=r = uy,
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e') aul(x)lamo =0,

0 =0
£) 2z w(@lems = 0.

Az e-f.) hatarfeltételekhez képezziik az elsérendii térderivaltat!

d
—uy(x) = 3ax?+2bx + ¢
0x

Végezziik el a helyettesitéseket! Az a.) feltételbdl kapjuk a d integracids allandora, hogy
d=0
A 'b.) hatérfeltétel a lemezvég kezdeti lehajlasat mutatja, mely szerint
al® + bL?> +cL+d =1y

A c.) feltétel a baloldali helyen felvett térderivalt eltlinését kdveteli meg az id6ben; ez akkor

torténik meg, ha
c=0

Az utolso, d.) feltétel értelmében pedig a jobboldali (L helyen felvett) térderivalt is eltiinik,

eszerint
3al?+2bL+c=0

Az a.) és c.) hatarfeltételt a b.) és d.) egyenletbe helyettesitve, az alabbi, inhomogén, linearis

egyenletrendszert kapjuk:
al® + bl? = uy
3al? 4+ 2bL =0
Az utdbbi egyenleten ekvivalens atalakitasokat végrehajtva kapjuk, hogy

2b

a=—i

Az eredményt az elsO egyenletbe irva kapjuk a masik integracios allandora, hogy
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fgy a lemez alakjat leird biharmonikus differencialegyenletnek a peremfeltételekhez illesztett

megoldasa a

harmadfoku, hidnyos polinomfliggvény.

Ahogy emlitettem, a fenti fliggvény leirja az alakot differencidlgeometriai szempontbol,
viszont még nem informativ a mechanikai mennyiségek tekintetében. Azt is fontos
megjegyezni, hogy az ul mennyiség a jobb oldali végpont deformalatlan (nem a nyugalmi)
alakhoz képest szamitott vertikalis elmozdulésa. Létezik egy — a tovabbiakban meghatarozasra
keriild — uo mennyiség is, mely az eldbb emlitett pont deformalatlan helyzethez tartozo
koordinatajabol ¢és az egyensulyi deformalt allapotban felvett koordinatdjabol képzett
kiilonbség. Az egyensulyi allapot meghatarozasara nem elegendd a geometriai egyenlet, meg
kell hatarozni a jobb végponton a hidrol atadodo nyirderd €s az elmozdulas viszonyat. Ehhez
képezziik a kapott uo(x) fliggvény sajat valtozdja szerint képzett harmadrendii derivaltjat, és
vegylk figyelembe az anyagi EI (merevségi) multiplikatort!

a3 12E1

Elﬁul(x) = I3

uleEFy,

azaz harmadrendben a térvaltozo eltlinik, a geometriailag meghatarozott konstanst nyiréerének
(V) nevezve, a jelen terminologidt hasznalva azonosnak tekintjik az Fy vertikalis

er6komponenssel.

Ahhoz, hogy a hid mozgasegyenletét felirjuk, mar ismerjiik a hidra hat6 erdket —
meghatarozasra keriilt a har altal az idoben valtozé alfa szog fiiggvényében a vertikalis
komponens, illetve a hid lehajlasa €s a lehajlas altal generalt ellenerd kozti kapcsolat is. Legyen

a lehajlast jellemz6 jobb végponti u=u(t)!

Figyelembe veendd elméleti megfontolasokbol, hogy a koncentralt erdt, (mellyel a hur
hat a hidra, és a hid hat a lemezre), a hur alfa szogének fiiggvényének, vagy az idd
fliggvényének tekintjiik-e; az eredmény szempontjabol az iddbeli paraméterezés szolgaltat
relevans fizikai tartalmat; a szogparaméter is tekinthetd tulajdonképpen az id6 fiiggvényének,

igy kezelhetd Fy Osszetett fliggvényként: Fy(a(t)). Az egyenlet a vertikalis erdre explicit
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alakban, azaz a linedris 0sszefiiggés, mely tajékoztat minket arrol, hogy meghatarozott lehajlas

mekkora ellenerét general:

12E1
L3

E,(ii(t)) = ().

A két ,,rug6” (ugyanis a hur és a lemez modellezési szempontbdl a hidra gyakorolt hatasaval
mintegy rugo jelenik meg), és a tomeg fiiggvényében a hid mozgasegyenlete, a tomeggel
torténd osztast kovetden:

S50 = —[h—4(O)] - —=a);

ekvivalens atalakitasok utan:

>ﬁ(t) _Ih

—1(t —_— .
u(t) + + —

0x?2 mL  mlL3

0% ( T 12EI

Lathatjuk, hogy ez egy masodrendii, allandd egyiitthatoju, inhomogén, kdzonséges, linearis

differencidlegyenlet. Legyen

T 1281
mL mL3_w'eS
Th
mL

igy a differencialegyenlet a

2

d
ﬁﬁ(t) + wzﬁ(t) =cC

egyszeri alakot 6lti. Az inhomogén egyenlethez tartoz6 homogén egyenlethez vezessiik be a
L(D) = V? + w?
operator polinomot, majd oldjuk meg a sajatérték-problémajat:
L(D) =LA

A fenti sajatérték-problémat mar megoldottam, ugyhogy itt tovabbi magyardzat nélkiil az
inhomogén egyenlet altalanos megoldasat kozlom, mely a differencidlegyenletek elméletébdl
ismeretes, hogy a homogén egyenlet altalanos megoldasanak, illetve az inhomogén egyenlet

egy partikuldris megoldasanak az 6sszegeként all eld:
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c
7i(t) = Acos wt + B sinwt + e

A periodikus tagok utan allo kifejezés az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa.
Ennek a fizikai tartalma a kovetkezd: a lemez egyensulyi (még kiilso terhelés nélkiili) lehajlasat

jelenti, igy ezt a tagot ue-al jelolve az egyenlet
i(t) = Acos wt + B sin wt + U,

elegansabb alakot 6lti, ahol

Th

Cc ___ mL
w2 T +12EI'
mL ~ ml3

o

ekvivalens atalakitasok utan

hTL?

Yo =TIz 1 12E]

tisztan konstrualasi paraméterektdl fliggd kifejezés (a hid magassdganak, huarban fellépd
feszitderdnek, a hiir-lemez horizontélis vetiileti hosszdnak, a lemez rugalmassagi modulusanak,

és keresztmetszetének masodrendli nyomatékanak fiiggvénye).

Az A, B konstansokat kikiiszobolendd, oldjuk meg a fenti egyenlet kezdetiérték-
feladatat! Ismeretes, hogy a nyugalmi helyzetbdl (értsd, middn a lehajlasbol szarmazo ellenerd,

¢s a hur vertikalis ereje épp kiegyenlitik egymadst) kimozdulva, a pengetés pillanataban
U(t)]e=o = U3,
a _
au(t)h:o =0

Fontos megjegyezni, hogy ui az abszolut, és nem a nyugalmi vonatkoztatasi rendszerben

értelmezett. Vizsgaljuk el6szor az id6t elsérendben tartalmazo fiiggvényt!

0
aﬁ(tﬂt:o = —Awsin0 + Bwcos0 =0

Tekintettel arra, hogy a korfrekvencia nem nulla, a sinust tartalmazé tag nem ad jarulékot, az

egyenlOség jobboldala csak
B=0

feltétel esetén tlinik el. Helyettesitsiik ezen eredményt az elsd kezdeti feltételbe!
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U(t)|jzo = Acos0+ U, =u;

Tekintettel arra, hogy cos(0) =1,

A=1U; —Up
fgy a kezdetiértékekhez illesztett inhomogén egyenlet:

ti(t) = (U — Uy) cos wt + uy.

(- hT L2 - hT L2
“\"YM T Ty 12E1) St T T ¥ 12E]

Az egyenlet a fenti formaban tisztdn mutatja a jelenség fizikai tartalmat: a hid a kezdeti
idépontban u; vertikalis tavolsagot veszi fel a deformalatlan helyzettdl, majd u0 hely ul-u0
sugart kornyezetében rezeg. Kérdésként felmeriilhet, hogy az alkalmazas szempontjdbdl nem

érdemes-e inkabb a
q=Uu —Ug

altalanos koordinatat bevezetni, amely a mindenkori nyugalmi lehajlastol mért elmozdulast

mutatja.

A kapcsolt modell peremérték-feladatai

A kapcsolt modell, mely egy hurt, és egy konzolos lemezt tartalmaz a hiddal 6sszekotve, hat
térbeli, és négy idobeli integracios allandot tartalmaz, melynek elméleti hatterét az el6zo

fejezetekben megmutattam. Idézziik fel a még ismeretlen konstansokat tartalmazo térfiiggést!
A lemez differencidlegyenletének altaldnos térfiiggd tényezdje:
fon(x) = dy3coshk,x +d,4sinhk,x + dy s cosk,x + d,¢sink,x,
mig a haré
fin(x) = dy3cosk,x + dq4sink,x.

A nehezen attekinthetd, kétindexes terminoldgia helyett (pontosabban haromindexes,

tekintettel arra, hogy pontos kiiras szerint a konstansok is tartalmazzak indexben az n
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futdindexet) vezessiink be nagybetls jeloléseket, igy az alabbi, attekinthetobb egyenleteket
kapjuk:

fin(x) = Asink,x + B cos k,x,
fon(x) = Csinhky,x + D coshk,x + E sink,x + F cos k,x

Ahol A=A, és rendre a tobbi konstans is tartalmazza a futéindexet, de az egyszertiség kedvéért
ezt nem irom ki. Fontos megjegyezni, hogy itt most a modusok altal meghatarozott partikularis
megoldasokat kiilon-kiilon teljes érétékii megolddsnak veszem, és nem torekszem a végtelen

tagl 0sszegben keresett altalinos megoldasra.

Képezziik a mésodik fliggvény sajat valtozdja szerinti derivaltjat, és osszunk k-val!
10 _ .
k—alen(x) = Ccoshk,x + D sinhk,x + E cos k,x — F sin k,,x
n

Hat szabad tényezdnk van, a hatdrozottsag feltétele ekképpen hat egyenlet. A hat hatarfeltétel
magatol értetddo a geometriai modell alapjan, igy minden tovabbi magyarazat nélkiil keriilnek

bevezetésre. A hurnal

a.) fi(¥)lx=0=0
Ebbdl kovetkezik a helyettesitéseket elvégezve, hogy
B=0

b.) fil)l=r =1

Itt visszatérek arra, hogyha végtelen sorként keresném a megoldast, a jobb oldalon 1évd
konstansfiiggvényeknek a végtelen Osszegének kéne egységelemet adni — igy teljesiilne a b.)
hatéarfeltétel. Tekintettel arra, hogy itt kiilon partikularis médus-megoldasokat hatdrozok meg,

a fenti allitas nem okoz kovetkezetlenséget. A fenti egyenlet a helyettesités ekvivalens

atalakitasa utan:
1
 sink,L
gy meghatarozhaté a hur térfiiggvénye:
filx) = Snk.L sin k,,x
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A lemeznél
¢.) fa(®¥)lx=0 =0,
melybdl kovetkezik, hogy
F=-D

A differencialhanyadosra vonatkozo feltétel a befogasnal:

10 ~
d.) Eafz,n(xﬂx:o =0,

mely az
E=-C
egyenldséget vonja maga utan. A tiloldalon szintén vizszintes értintdt feltételezve (nyomatéki

maximum):

10 ~
e.) Eafz,n(xﬂm =0,

melybe ha a c.) és d.) feltétel eredményét helyettesitjiik, az alabbi egyenldséget kapjuk:

C coshk,L + D sinhk,L — C cosk,L + D sink,L = 0.
A csatolas végett

) f2()lx=L =1,

mely szintén c.) €s d.) feltétel figyelembevételével az alabbi alakot 6lti:

C sinh k,L + D coshk,L — Csink,L — D cosk,L =1
Az e.) egyenléségben végezziink ekvivalens atalakitasokat! Igy az

C [cosh k, L — cos k,, L] + D[sinh k,L + sink,L] =0

C[sinh k,L — sink,L] + D[cosh k,L — cosk,L] =1

inhomogén, linedris egyenletrendszert kapjuk. Az elsd egyenletbdl D-t kifejezve (a

multiplikativ inverzzel szorozva a nevezdben):

cosk,L —coshk,L
sinh k,L + sin k,L’
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melyet, ha a masodik egyenletbe irjuk, a

cos k,L —cosh k, L
sinh k,,L + sin k,, L

C {[sinh k,L —sink,L] + [cosh k, L — cos knL]} =1

egyenldséget kapjuk, és igy meghatarozhatjuk a lemez egyiitthatoit:

1
C, = )

[sinh k,L — sink,L] + ziorfhklrclfL_:OsSiE ifﬁ [cosh k,L — cos kL]

1 cos ky L —cosh k, L]

cos k,L —cosh k, L ] sinhk,L + sink,Ll’
sinhk,L + sink,L

[sinh k,L — sink,L] + [cosh k,L — cosk,L

1
E,=— ;

[sinh k, L — sink,L] + giorfhkl?:L_:osSiE i:ﬁ [cosh k,L — cos kL]

B 1 [cos k,L —coshk,L

cos k,L —cosh k, L sinh k, L + sin k, L]’

[sinh knl — sinknl] + sinh k,L + sink,L

[cosh k,L — cos k, L]

Az id6flggveny meghatarozasa

A hurt a hosszdnak egy tetszOleges pontjdban megfeszitjiik, igy a konzolvégen az uo
nyugalmi lehajlas helyett u; lesz a vertikalis magassag. Ugyanakkor az eddig konnyen
definidlatlanul hagyott u; mennyiség csak azon degeneralt esetben lesz egy altalunk direkt
modon meghatarozott érték, ha a hurt a hid végtelen kis kornyezetében pengetjiik — amely,

lassuk be, zenei szempontbol nagyon kevéssé valoszinii. Rendszerint a hurt véges tdvolsagra
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pengetjiik annak megfogasaitol, igy az ui bizonyos fliggvénye lesz a pengetéshez huzas

helyének ¢és mértékének. Feltételezem, hogy a pengetéshez hizas vertikalis iranyu.

Kiilon bonyodalmat okoz, hogy a pengetéskor a hur a tér szerinti elsérendben nem egy
folytonos gorbe, hanem a pengetési pontnal szakaddsa van a derivaltnak. E problémat
kikiiszobolend6 vagy a disztribucidelméletbdl ismeretes Green-fiiggvénnyel irhatjuk le az
alakot, vagy kozelithetjiik Fourier-sorral is. Fontos megjegyezni tovabba, hogy a hur altal a
hidra kifejtett vertikalis komponens fiigg a hid kozvetlen kornyezetében értelmezett szogtol,
amely viszont nem pusztan az ul értéknek a fliggvénye, hanem ha pontosak akarunk lenni, a
pontban értelmezett tér szerinti elsd derivalttol (érintétdl) is fligg, hiszen, ha a hur kezdeti
alakjat gorbeként kozelitjiik, akkor az is befolyasolja, hogy a hir milyen szogben hagyja el a
hidat.

A modellt egyszeritsitendd, feltételezem, hogy a szimmetrikusnak tekintett rendszer
masik végén torténik a pengetés, igy a kutatds ezen fokan a részletes leirds még nem kertil
kidolgozasra. A tlloldalon torténd pengetéshez feszités a hidndl az ui pozicid felvételét

eredményezi az up nyugalmi helyzetbdl.

A kapcsolds végett a hirnak és a lemeznek az idofliggése megegyezik a hid
idofiiggésével. A jelen helyzetben nem az izolalt modell megszokott modszerével dolgozom az
1d6fliggvény meghatarozasanal — azaz nem kezdeti alakot és kezdeti sebességet hatarozok meg,
hanem megadom az egységnyire normalt térfiiggd megoldas idobeliségét, illetve szerepeltetem
az amplitidot, amely megmutatja, hogy a har- és lemezvégi egységnyi elmozduldst mennyivel
kell szorozni, hogy a valos, idébeli mértékét megkapjuk. Igy a hiir és lemez id6fiiggd megoldasa

az alabbi azonossag:

g1n(t) =U()

melybdl felirhato a

Umn = gm,nfm,n = a(t)fm,n

fliggvényrendszer, mely leirja modusokra bontva a rendszer rezgését. Itt az m index kétértéki:
m(1) a hurt, mig m(2) a lemezt jeldli, az n természetes szam pedig a modus szamat jeloli. A
diszperziés relacidé az u(t) fiiggvényen keresztiil, bonyolultan jelenik meg, hiszen az u(t)
differencidlegyenlete  tartalmazza a tomegeket, anyagjellemzdket, keresztmetszeti
ellenallasokat. A fenti szorzat-eléallitas approximacid, feltételezve, hogy a hid tomege

jelentdsen nagyobb, mint a huré, és a lemezé. Ez igaz is a hangszerek vildgaban; mig a hid egy
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tomor keményfarad, addig a hur a keresztmetszete miatt, a lemez pedig a vékonysaga miatt

elhanyagolhato.

A fenti fliggvénybe torténd helyettesitéssel részletesen meghatdrozhatéak a keresett

fiiggvények, melyek a kdvetkezd szakaszban keriilnek analitikus és grafikus bemutatasra.

Az eredmények analitikus megjelenitése, grafikus
abrazolasa

A hur id6 és térbeli mozgésat leird explicit fiiggvény a peremfeltételt ado u(t) fliggvény
részletes megjelenitésével:

U068 = (g S P B~ oy ) oS Ot T g |
ahol
_ |, 126
©= L T i

A lemez 1d9 és térbeli mozgasat leird explicit fliggvény a peremfeltételt ado u(t) fliggvény

részletes megjelenitésével:

sinh (k,x) — sin(k,x)

Uy n(x, t) = +
' . . cos k,L —coshk, L
[sinh k,L — sink, L] + smh I?nL Tsin kZL [cosh k,L — cos k,L]
N cosh(k,x) — cos(k,x) [cos k,L —coshk,L
*
cos k,L —cosh k, L sinh k,,L + sink,L

[sinh k,L — sink, L] +

sinh k,L + sink,,L [cosh k,L — cos kL]

N hT L2 - hT L2
* _— -
M Tr 1281 ) St T T ¥ 12E]

A tomorség kedvéért az E = — C és F = — D azonossagot felhasznalva a szamlalékban a

hiperbolikus bazis utan a trigonometrikus bazis additiv inverze szerepel.
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A hur és lemez térfiiggvénye az els6 hdrom-harom modussal. Az dbran a periodikus jelleg

mellett jol lathatok a peremfeltételek, a hurndl az x=0 helyen 0 a fliggvényérték, x=L helyen
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A végeselem modell
A végeselem modell az Axis VEM szoftverrel késziilt, masodrendii rezgésvizsgalattal. Az elsé
modus a két modellben megegyezik, ugyanakkor az Axis a kapcsolasbol fakado jelenséget ugy
értelmezi, mint az izolalt modell egymasrahelyezését: azaz figyelembe veszi, hogy a lemez az
els6 modusban van, a hur elmozdul, de sajatrezgést még nem végez, illetve forditva, hogy a htr
rezeg, a lemez pedig nyugalomban van. A tovabbi modusalakokban bukkannak fel ezen esetek

kombinacioi az egyes felharmonikusokkal.

A végeselem-vizsgalat egyelore bevezetd jellegli, a késObbiekben, Osszetettebb

geometriak miatt sokkal nagyobb hangsullyal fog szerepelni.

Az analitikus modell szimmetrikus szerkezettel dolgozik — igy ezt az utat kovettem a
végeselem-modellnél is. A szimmetridnak megfeleloen a kdzépen a lemeznek hajlitdo és
oldaliranyt eltolédasra tamaszt adtam meg, feliil pedig csak oldaliranyban adtam meg tdmaszt.
A szimmetrikus-fél modell visszaadta a teljes modell frekvencidit, de értelemszertien kiestek
azok az esetek, amikor k6zépen nem vizszintes volt az érintdje a lemeznek, ezzel ellendriztem,

hogy jo a félmodell.

Az analitikus modell az approximécioelméletbdl ismeretes ugynevezett asszociativ
kozelitésen alapszik. Az analitikus, egész rendszert leird differencidlegyenletek, illetve a
végeselem parcialis differencialegyenletei grafikusan valamelyest eltérd, de a Iényegi tartalmuk
szerint mégis hasonld diagramokat rajzolnak ki. Az els6 lengésalaknél a hasonlosag jelentds,
mig a tobbi lengésalakoknal eltérések figyelhetok meg. Ennek {6 oka, hogy a megoldast szorzat
alakban kerestem, melyet a tovabbi szamitdsok esetén modositani kell — a parcidlis
differencidlegyenletnek mas integralasi modjat kell alkalmazni. A gerjesztés modellezésének

kérdését is a vizsgalt oldalon kell a tovabbiakban figyelembe venni.

Alabb kozlom a szoftver altal generalt elsé hat rezgésalakot, a jellegabrak utan pedig a
jellemzd rezgésalakoknal szamszerlien Osszehasonlitom a végeselem-eredményeket az

analitikus megoldas 4ltal generalt frekvencidkkal.
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Az alédbbiakban a két modell numerikus bemutatasa torténik, egy jellemzo, tetszleges
paraméterek esetén. A paraméterek:

feszitéerd: 100 N

geometria:

- vizszintes hossz 0,5 m (a teljes hossz fele)
- 0,4 m szélesség

- lemezvastagsag: 0,003 m

- har atméro: 0,0005 m

- k6zépso kapcsold elem keresztmetszete: 0,005%0,01 m2

Anyagok:

- acél rugalmassagi modulusa: 20600 kN/cm?

- acél stiriiség: 7850 kg/m?

- falemez rugalmassagi modulusa (lucfenyé): 1000 kN/cm?

o

- falamez stirtiség: 470 kg/m?
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Az izolalt modell alapjan a diszperzios relaciobdl, illetve az idofliggéshez tartozo szeparacios
allandobol szamithatjuk a hurfrekvencidt (az alabbiakban f jel6li a frekvenciat, ¢ a terjedési

sebességet, L a hurhosszt, T a feszitderot, ro a sliriséget, A a keresztmetszeti feliiletet):

i
c pA

T AT)

A fenti paramétereket helyettesitve:
100
2
7850 * (0’0305) s
f= 2%05 = 254,77 Hz,

mely megkozeliti a végeselem-modell altal generalt, 240,45 Hz-es értéket (a 4-es rezgésalak
felel meg ennek). Vegylik figyelembe, hogy a tartomédnyban a kiilonbség nem tul jelentds,
hiszen a frekvencidnak logaritmikus fiiggvénye a hangmagassag, igy az eltérés nem
szamottevd. Kiilonbséget mutat viszont a masodik modus izolalt, elméleti gorbéje (a
frekvenciaértek a fenti értéknek a dupldja), illetve a végeselem-modell: ott az érték 470,94 Hz,

mely nem duplédja a 240,45 Hz-nek.

Ezutan vizsgaljuk meg az u(t) fliggvénybdl adddo frekvenciat, és a végeselem elsd

rezgésalakjat, mely jellegét tekintve a hid rezgését jellemzi! A fiiggvény, mint ismeretes

N P hT1? - hT1?
a®) =\~ 51281 ) SOt Y TR 5 12ET
ahol nekiink a korfrekvencia informativ:
B T 12E1
w= mL  mlL3’
ugyanis
L w
f= 2T
fgy
J 100 + 12 % 0,4 % 0,0033 « 1010
0,005 % 0,01 = 7850 = 0,5 , , ,53
= * * * 2n0005*001*7850*05 — 13,11 Hz,
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melyet, ha 6sszevetlink a végeselem-modell elsé rezgésalakjaval, lathatjuk, hogy megkozeliti a
11,71 Hz-es értéket, de nem tokéletes az egyezés. Visszautalok a modell felvételénél tett

megjegyzésre, hogy a szorzatalakban torténé megoldaskeresés approximacio.

VEM elmélet eltérés (%)

VEM mozgo
alak elem frekvencia

1 hid-lemez 11,71 13,11 11

2 hid-lemez 65,55 mashogy értelmezett -

3 hid-lemez 167,32 mashogy értelmezett -

4 hur 240,45 254,77 6

5 hid-lemez 317,41 mashogy értelmezett -

6 huar 470,94 509,54 8

A fenti tdblazatban bemutatom a VEM Aaltal generdlt egyes rezgésalakok Osszevetését
azanalitikus modellel. A VEM modell a rezgésalakokat ugy értelmezte, hogy felvaltva a lemezt,
és a hurt 4brazolta kiilon-kiilon modusokban. Azaz nem szokvanyosan, mint egy kiilon
harmodellnél, ahol az alaprezgés utan rendre kdvetkeznek a felharmonikusok, hanem a szoftver
valtakozva, hol a hur, hol a lemez felharmonikusait irta, illetve a kettét kombinalta az egyes
alakokkban. Az analitikus modell koziil itt a VEM els6 alakja tulajdonithat6é a mar emlitett hid
rezgeésének, a 4-es, 6-o0s pedig az izolalt hir rezgésmodusainak. Tekintettel arra, hogy a két
modell a lemez rezgését mas modon értelmezett, 3 esetben nem lehet az Gsszehasonlitast

elvégezni. Atlagosan az eltérések 10% alatti értékek.

A késobbi vizsgalddas tekintetében sziikségszerli, hogy az egyes izolalt esetek, és a
végeselem kozott szorosabb kapcsolat képzddjon, majd a kapcsolt modellnél alternativakat kell
keresni a parcialis differencidlegyenlet megoldasara. Itt felmeriil, hogy lehetséges, hogy el kell
vetni a peremfeltételekkel torténd kapcsolas-megadast, és differencialegyenlet-rendszert kell
megoldani, esetleg approximacios mddszerekkel. Masik lehetséges, vizsgalando ut a feltételes
funkciondl-optimalizacio, ahol egy szinttel feljebb, a Lagrange-multiplikatorokkal keriil be a
csatolds a rendszerbe, igy az Euler-Lagrange-féle parcidlis differencidlegyenletek ugyan

Osszetettebb alakot fognak olteni, de mar magukban tartalmazni fogjak a kapcsolast.
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A waveguide-modell

A fent bemutatott analitikus és végeselem modell mellett szamtalan méas megkozelitése
van a hullamok vizsgalatanak. A régebbi idokben, amikor a szamitdogépek teljesitménye kisebb
volt, gyakorta alkalmaztak fizikai analdgidkat, egyet emlitek meg részletesebben: az
ugynevezett waveguide-modellt. A mechanikai rezgéseknek elektronikai analdgidja az
oszcillator, mely induktivitast, kapacitast tartalmaz. A magneses és az elektromos térerdsség
hasonléan valtakozik, mint a potencialis és a helyzeti energia. A rendszernél vizsgalhatd az
aramerdsség, fesziiltség, mely harmonikusan oszcillal. A csillapitast beépitett ellenéllassal lehet
modellezni. Tekintsiink egy huart, mely felfoghatdo gy, mint végtelen rezgd pontnak az
Osszessége, ennek a megfeleldje végtelen, egymas mellett 1év0 oszcillator. Természetesen
véges, de nagyszamu oszcillatorral is jol modellezheté a hur; viszont itt a hullamot
diszkretizaltan kapjuk meg. Megjegyzendd, hogy az atomos szerkezet miatt a kontinuum-
modell is korlatok kozt értelmezhetd, hiszen egy hur sem folytonos anyagbol, hanem

részecskékbol all.

¥in) /—_—_——_—_——“—_—_—— Fin-nz)
. A N
“Bridgs™ -1 (x = Fluck Position) -1 “Tut™
vim) /_—__——_——_—__——__— ViRr+NA2)
x=0) lx=L)
f‘frr} N2 sarnples delay _'|.:|-[H-N.J‘?:I
“Bridgs" -1 vinT.E) -1 “Mut”
Rigid Termination Rigid Termination
vim) A2 samples delay v r+Na2 )
(x=10) (x=L=NX2=NcT2)

A fenti dbran lathatd egy digitalis waveguide kezdeti feltételekkel. Bal oldalt a rezonatoron

fekvo hid (bridge) analogonja, jobb oldalt pedig a merev hidé (nut).
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Osszegzés, kitekintés

A modell elméleti megalapozasanak befejezésekor megemlitem, hogy a modell tobb iranyba
bovitheté: ha a viszkozus surlodast, kozegellenallast, a csatlakozasok ellenallasat, a har
tulajdonképpeni folytonossagat figyelembe vessziik, disszipacids erdk jelennek meg. Ezt a
Lagrange-striiség felirasakor egy ujabb energia-dimenzidju tag megjelenését vonja maga utan.
Emellett a csatolt rendszer kényszereit nem csak peremfeltételekkel lehet leirni, hanem
ugynevezett Lagrange-multiplikdtorokkal is, mely a differencidlegyenleteket, mint funkcional-

optimalizalasi problémat vetik fel, adott megkdtésekkel.

Fontos megemliteni, hogy a hulldmok, rezgések vizsgalatanak a zenei alkalmazason tal
¢pitészeti vonatkozasai is megjelennek. Az épiiletek esetén bizonyos helyzetekben csillapitani,
bizonyos helyzetekben pedig erdsiteni szeretnénk a hullamokat, ilyen esetek a foldrengés,
hanggatlas, hasznalati hatarallapotok (fodémek, falak rezgésvizsgalata), termek akusztikaja. A
késObbi vizsgalatok szempontjabol nagyon fontos egy biztos, tudomanyos alap elsajatitasa, a
legegyszeriibb modellek analitikus elemzésének képessége, mely lehetdséget nyujt az alapvetd
matematikai moddszerek, fizikai modellalkotas elsajatitdsara, az elhanyagolhatd, és nem
elhanyagolhatd tényezok disztingvalasara. Késobb, Osszetett rendszerek vizsgalatdnal igy
nagyobb  biztonsdggal alkalmazhatok  végeselem-modszeren  alapuldé  megoldasi
mechanizmusok, melynek az eredményének az értelmezése sokkal kdnnyebben toérténhet, mint
ezen ismeretek hianyadban. A megoldott rudegyenletek épitészeti vonatkozasban leirjdk a
gerendak, rudak, kabelek, sodronyok, hurok rezgéseit. Csupan a peremfeltételeken, illetve

kényszereken kell modositani, ha az adott tervezési problémahoz szeretnénk illeszteni.

Lehetséges ut a dimenziondlis bdvités. A modellemben csupan transzverzalis
hullamokat vizsgaltam; a hur egyirany( hosszara mer6leges kitérésekkel. Altalanosabb esetben
példaul a lemez harom térirdnyaban terjedhetnek hullamok, és hdrom irdnyba torténhetnek
elmozdulasok. A hirnél nincs értelme harom irdny( hulldmterjedést bevezetni, tekintettel arra,
hogy a keresztmetszete elhanyagolhatd a hosszahoz képest, viszont a kitérést altalanosithatjuk
két transzverzalis és egy longitudinalis iranyba. A lemeznél, altalanos esetben a kitérés harom
koordinataértékli, négyvaltozdés vektor-vektor filiggvény lesz: u=u(x,y,zt), ¢és a

megoldasfiiggvényben jelentkezd hulldmszam, mint hulldimszamvektor fog megjelenni [lsd.

53



Dr. David Gyula ELTE-n tartott Rezgések és hullamok cimii eldadassorozatanak vonatkozo,

youtube-on elérhet6 felvételeit].

Tovabba roviden még két jelenségkor ismertetendo, elsé az esetben meriil fel, ha a
pillanatnyi pengetés helyett attériink vonohasznélatra, vagy fuvos hangszerekre, épiileteknél
foldrengésre, gépalapokra, altaldnossagban barmely olyan helyzetre, ahol nem kezdeti
pillanatban torténd hatasra szabadon rezeg a rendszer, hanem egy folyamatos, feltételezhetéen
f(x, y, z, t) fliggvény szerinti gerjesztderd hat (a fizikai terminologiaban kényszerrezgésnek
nevezik ezt). A jelenség nem keriil részletes leirdsra, a megjelolt szakirodalom minden
vonatkozo6 konyve targyalja. A jelfeldolgozasnak két modjat emlitem: a disztribucidelméletet
felhasznalo, Dirac-delta fiiggvényeken bazist keresé Green-fliggvények alkalmazasat, illetve a
Fourier-féle feldolgozast, mely periodikus fliggvényeken keresi a bazist. [Isd. Dr. David Gyula
ELTE-n tartott Rezgések és hullamok cimii eléadassorozatanak vonatkozo, youtube-on elérhetd

felvételeit]. A periodicitas miatt zenei vonatkozasban szemléletesebb Fourier modszere.

A masik jelenségkor az alkalmazott anyagmodell altalanositasanak kérdése.
Amennyiben feltételezem, hogy a tér mégsem homogén, izotrop, (példaul azt mondom, hogy a
lemez nem egy képzeletbeli, idedlis anyag, hanem valos lucfenyd), a differencialegyenletekbe
a sokkal altalanosabb, a bevezetésben emlitett, homogén linedris kifejezést kell alkalmazni.
Analitikus szinten viszont ez meglehetdsen nehézkes, ez esetben javallt a végeselem-modszer

hasznalata.

A modell masik generalizalasi lehetdsége az tgynevezett anharmonikus rezgések
teriiletére vezet minket. Az elozoekben kis elmozdulasokat feltételeztem; amikor a rendszer
szabadenergiajat felirtam, az energia tér szerinti Taylor-sorba fejtésénél a kvadratikus tagoknal
megalltam (vegyiik szamitasba, hogy a potencialtér gradiensének képzése utan a kvadratikus
tagok a térben linearisok lesznek, ez okozza a lineéaris erdtorvényt [Hooke-torvény]).
Ugyanakkor tudjuk, hogy az anyagok viselkedése csak kis elmozdulasok esetén linedris, ha a
potencialban kdbos, igy erében kvadratikus tagokat is figyelembe vessziik, akkor a rezgések

nem lesznek harmonikusak [lsd. anharmonikus rezgések: dr. Nagy 1989, Landau-Lifsic 1974].

Fontos megemliteni mérnoki jellegli tovabblépéseket is, mely részint a reoldgia tertiletét
érinti. A modellben példaul a lemez peremfeltétele befogast irt eld, mely az érint6 befogasbeli
értékének eltlinését kovetelte meg. Viszont, ha belegondolunk, a rezonatorlemez a keretre
hagyomdnyosan enyves ragasztassal kapcsolddott, mely az idében nem végteleniil merev

befogast jelent, bizonyos kuszési folyamatok kovetkeznek be. A hir ezenkiviil nem végteleniil
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vékony, valamelyest érvényesiil annak is a hajlitasi merevsége, ebbdl kdvetkezden példaul a
hangoldszegre torténd rahurkolodasndl is a gradiensre tehetiink korlatozo eldirdsokat. Tovabba
az akusztika teriiletérél érdemes megjegyezni, hogy a rezgési modusok a tulajdonképpeni
spektrumnak a legnagyobb intenzitassal megjelend frekvenciai, viszont mas hangok is
megjelennek. Ezen kiviil egy rendes hangszeren tobb huar van, illetve tobb alkatrész, melyek

torzitjak a hangszint, rezonanciak, csillapitdsok jelennek meg.
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FUGGELEK
Csillapitatlan oszcillator kezdeti feltételeinek algebrai (nem-

trigonometrikus) targyalasa
(dr. David Gyula eléadésa alapjan)

legyen

¢s I identikus operator! Az oszcillator differencidlegyenlete
L(D)u(t) =0,

azaz

(D? + wiDu(t) = 0.
Tegyiik fel, hogy

u(t) =e, cecC
L(D) sajatérték-problémaja:
L(D)et = L(c)et =0,

mely akkor, és csak akkor teljesiil, ha

L(c) =c*+wi=0.
Az algebrai egyenlet megoldasa:

c; = Xiwg
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A homogén differencidlegyenlet altalanos megolddsa a megoldasok konstanssal szorzott

0sszege:
u(t) = Ae®ot 4 Be~i®ot ahol
ABeC

A dolgozatban a kezdeti feltételekhez illesztés mar a valds szdmtesten tortént, trigonometrikus

alakban, most a szamités az izomorf, komplex kitevdjii exponencialis fliggvényeken torténik.
a) u(0)=uy €R
b.) u(0)=v, €ER
A masodik feltételhez képezziik u(t) idéderivaltjat!
u(t) = Aiwge'®@ot — Biwye '@ot

A kezdeti feltételeket a vonatkoz6 egyenletekbe helyettesitve az aldbbi inhomogén, linearis

egyenletrendszert kapjuk:
u(0) =A+B =u,
u(O) = Ala)o - Bla)o = Vy

Vegyiik figyelembe, hogy

¢s a két egyenletet 0sszeadva,

a masik konstansra a helyettesités utdn pedig

B3 (w+iz)
=5 %o Lwo'

azaz B konstans A konstansnak a komplex konjugaltja,
B =A"

igy
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u(t) = Ae'@ot 4 A*e~iwot
u(t) = Ae'@ot 4+ A*(ei“’ot)*

u(t) = Ae'@ot 4+ (Aei“’ﬂt)*

1 Vo\ 1 Vg .
u(t) ==\u +i—)e“"°t+—<u +i—>e‘“"0t
© 2( 0 Wy 2\° Wy
eiw0t+e—iw0t UO eiw0t+e—ia)0t
ult) =yg|\———| - i—|—————— i
© 0< 2 > w0< 20 >

Figyelembe véve a vonatkozé Euler-féle azonossagokat, illetve, hogy a képzetes egység

négyzete egyenld a multiplikativ inverzzel,

%
u(t) = ug cos wyt + —sin wot
Wo
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