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ABSZTRAKT

A természetben el6forduld élettelen targyak (pl. kavicsok) alakfejlodésérdl (kopasardl) szolo
legrégebbi ismert leirds Arisztotelésztdl szarmazik. Az ezen leiras alapjan 1étrehozott matema-
tikai modell Un. sugariranyu tavolsag-vezérelt modell, melyrdl tudjuk, hogy a természetben rit-

kan fordul el6.

Az alakfejlédéstan (morfodinamika) azonban egy ma is élénken kutatott tudomanyteriilet. Ezen
folyamatok egy lehetséges matematikai leirasa az Arisztotelész modelljével rokon, parhuzamos
tavolsag-vezérelt modell, ezen beliil a merdleges affinitas.

Szemléletesen egy kavics kopasa ugy képzelhet6 el, hogy a kavics feliiletén 1év6 pontok vala-
milyen szabaly szerint a kavics belsejének irdnyaba mozognak. A merdleges affinitas ilyen mo-
dell, itt ugyanis idében valtozatlan, a kezdeti alakzatot metsz6 sikra merdleges egyeneseken
mozognak a test feliileti pontjai a sik felé. A pontok mozgasa ekkor csak az adott pont siktol

val6 tdvolsaganak fiiggvénye.

A geologiaban az alakfejlodés leirasahoz hasznalt leggyakoribb alakjellemzok kozé tartoznak
a test bizonyos médon meghatarozott tengelyeinek aranyai, illetve a test izoperimetrikus ara-

nya, mely annak térfogata és feliilete kozott mutat 6sszefliggést.

Az irodalomban ([1]) haromtengelyii ellipszoid tengelyiranyu merdleges affinitasa esetére mar
bizonyitottdk a tengelyaranyok valtozasat, de az altalanos iranyu affinitas esetére csak sejtése-
ket fogalmaztak meg. Az izoperimetrikus ardnnyal kapcsolatban altalanos esetre vonatkoz6 4l-

litasokat is bizonyitottak.

Dolgozatom elkészitésével célom egyrészt a korabban bizonyitott allitasok illusztraldsa, mas-
részt a sejtések vizsgalata numerikus modszerekkel, valamint az eredmények térbeli megjele-

nitése.

Dolgozatom elkészitésé¢hez felhasznéltam a ,,Mechanikai feladatok matematikai modellezése”

cimil szabadon valaszthato targyban tanultakat, illetve a 2017. évi TDK dolgozatom anyagat.

([2])
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1. BEVEZETES

Az ¢lettelen testek alakfejlodésérdl szolo elsd ismert leiras Arisztotelésztdl szarmazik. Az ezen
leiras alapjan létrehozott matematikai modell a természetben kevés folyamatot ir le. Léteznek
azonban kés6bb megfogalmazott, mas tulajdonsagokkal rendelkezd, mas folyamatokat ponto-

sabban leir6 matematikai modellek is. Dolgozatomban ezen modellek egyikét targyalom.

Elsdként (a dolgozat 2. pontjaban) ismertetem a testek alakfejlédésére vonatkozé matematikai
modellek egy osztalyanak, a tdvolsag-vezérelt modelleknek a tulajdonséagait. Ezen beliil két
alosztalyt targyalok. Az egyik ilyen alosztalyba tartozik Arisztotelész gondolata, melyet suga-
ras tdvolsag-vezérelt modellnek neveziink. A masik csoport a parhuzamos tadvolsag-vezérelt
alosztaly. Dolgozatomban a mer6leges affinitas alapu modellt vizsgalom, mely az utdbbi alosz-

talyba tartozik.

Az irodalomban ([1]) a mer6leges affinitas modelljének tobb tulajdonsagat vizsgaltak analitikus
modszerekkel. Az alakfejlodési folyamat leirdsdhoz bizonyos (geologidban is hasznalatos)
alakjellemzoket, illetve azok valtozasat vizsgaltak a kopas soran. A 3. pontban definiadlom eze-
ket az alakjellemzdket, és ismertetem az analitikus vizsgélatok eredményeinek egy részét, me-
lyet kutatdsom soran numerikusan vizsgalok. Az egyik targyalt alakjellemzd a test tengelyara-
nyai, mely egy a = b > c tengelyii ellipszoid esetén 0 < y; = c/a, y, = b/a < 1. Atengely-
aranyokrdl analitikus vizsgalatok késziiltek specialis esetekben. A masik targyalt alakjellemzd
a test izoperimetrikus aranya, mely a test térfogata és felszine kozotti 6sszefiiggést jellemzo,
dimenzi6 nélkiili mennyiség. Az izoperimetrikus aranyrol altalanos esetben fogalmaztak meg
allitast. Dolgozatom elkészitésével célom a bizonyitott esetek illusztralasa, €s a tovabbi altala-

nos esetek vizsgalata.

A 4. pontban ismertetem a fent emlitett mennyiségeket vizsgald programok mitkddését. Elso-
ként egy kiindulasi alakzatot és egy azzal meghatarozott viszonyban elhelyezkedd affin sikot
definidlok. A kiindulasi alakzat dolgozatomban minden esetben haromtengelyti ellipszoid. Ez-
utan az affinitas folyamatat (a modell egyenletét) kodolom. Az affinitas paramétere A (lambda).
Sok kiilonb6zd A értékhez rendelt ellipszoid geometriai elemzésével kozelitd eredményeket
kaphatunk a test tengelyaranyainak és izoperimetrikus aranydnak fiiggvényeire. Ezen fliggvé-
nyek szamitdsa utdn Osszevetem a numerikusan kapott eredményeket a dolgozat 3. pontjaban

ismertetett analitikus vizsgalatok eredményeivel. Ezutan térben illusztralom a folyamatot.
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2. MODELLOSZTALYOK

A morfodinamika tudomanyteriilete az élettelen testek alakfejlodésének matematikai leirasahoz
bizonyos egyszerusitéseket, feltételezéseket hasznal. Ilyen alapvetd feltétel a testek anyaganak
homogenitasa, tokéletesen egyenletes eloszlasa (strtisége). Ezen feltételezés mellett sok eset-

ben tisztan geometriai problémardl beszélhetiink.

Az alakfejlodés elemzésekor nem a testek Osszes térbeli pontjaval, hanem csak azok feliileti
pontjaival (kontirpontjaival) dolgozunk. Ennek oka, hogy nincsenek olyan, a testen beliil elhe-
lyezkedd, kitiintetett pontok, melyek helyzete fiiggetlen lenne a test feliileti pontjaitol. Példaul
a test stlypontjat meg tudjuk hatdrozni egyértelmiien, ha ismerjiik a test dsszes feliileti pontjat,
¢s tudjuk, hogy az egy véges testet hatarol (a vizsgalt test nem a feliileten kiviili, hanem a felii-

leten beliili térrész). A morfodinamikaban tehat a testeket zart feliiletekkel helyettesitjiik.

Egy test (példaul kavics) kopasat a tavolsag-vezérelt matematikai modellekben ugy képzeljiik
el, hogy a test P feliileti pontja egy, a testen beliil elhelyezkedé O objektum (pont, sik) felé
mozog valamilyen szabaly szerint. Ez a szabaly a kopasi fliggvény, mellyel leirhaté a pont

mozgasanak sebessége annak minden helyzetében.

Egy folyamat kopasi fiiggvénye tobb, akar a folyamat soran idében valtozé geometriai meny-
nyiség fliggvénye lehet. A kopasi fiiggvény fugghet példaul az |OP|(t) tavolsagtol, a test felii-
letének elsd derivaltjatol P pontban, a test feliiletének gorbiiletétd]l (masodik derivaltjatol) P

pontban stb.

Amikor a kopasi fiiggvény csak az |OP|(t) tavolsag figgvénye, tavolsag-vezérelt alakfejlodési

modellrdl beszéliink.
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2.1 SUGARAS TAVOLSAG-VEZERELT MODELLEK

A sugaras tavolsag-vezérelt alakfejlddési modellekben O objektum egy pont, mely minden eset-
ben, a folyamat egészében a testen beliil helyezkedik el. Ez az O pont lehet egy Kkitiintetett,
idében allandé pont, vagy példaul a test sulypontja (mely a feliilet ismeretében egyértelmiien

meghatarozhato), mely szimmetrikus esetben szintén idében allando, altalanos esetben mozog.

Az alakvaltozas geometriai megkdtése, hogy a test feliileti P pontja minden iddpillanatban az
OP(t) szakasz mentén, O pont felé mozog. Ha O allandd, akkor P egy egyenes mentén halad,

ha O nem allando, akkor P egy gorbe mentén halad.

Arisztotelész egy sugaras tavolsag-vezérelt alakfejlodési modellt fogalmazott meg. Bar mai is-
mereteink szerint Arisztotelész modellje a természetben nem fordul el6, figyelemremélto, hogy
tobb, mint kétezer évvel ezel6tt egy olyan modellt fogalmazott meg, mely a kopési folyamatok

tobb alapvetd jellemzgjét tiikrozi, és a modern matematika eszkozeivel vizsgalhato ([2], [3]).

2.2 PARHUZAMOS TAVOLSAG-VEZERELT MODELLEK

Abban az esetben, amikor O objektum egy idében allando, az alakzatot metsz6 O sik, és a ko-
pasi fuggvény csak |OP|(t) tavolsag fliggvénye, parhuzamos tavolsag-vezérelt alakfejlédési

modellrdl beszéliink.
Legyen z(t) = |OP|(t). A parhuzamos tavolsag-vezérelt folyamatok matematikai modellje:
ze = f(2)

ahol z; a z tavolsag id6 szerinti derivaltja. E derivalt fizikai jelentése a P pont z iranyu sebes-

sége.

A parhuzamos modellek specialis esete az affinitas, melyben P feliileti pont egy O-val nem
parhuzamos egyenes mentén mozog O felé. Az affinitas specidlis esete a merdleges affinitas,
melyet dolgozatomban részletesen vizsgalok. Merdleges affinitds esetén az alakzat P kontur-

pontja egy O-ra mer6leges egyenes mentén mozog O sik felé.
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A merdleges affinitasi folyamatban bizonyos geometriai feltételek sziikitik a kopasi fiiggvé-
nyek halmazat. Az affinitas olyan geometriai transzformacio, melyben egy egydimenzios, line-
aris paraméterrel (példaul az idével) minden allapot egyértelmiien definialhato. igy linearis ta-

volsag-vezérelt modellrdl beszéliink, ha a folyamat geometriajat affinitassal modellezziik.
A tavolsag-vezérelt merdleges affinitds modellje:
Zy = —C*Z

ahol z; a z tavolsag id6 szerinti derivaltja, c nemnegativ valds szam. Az affinitas paramétere

ekkor:

Z(ti) _a Cc
z(ty) z(to)

A(t) =

hogy t, < t;. E megfeleltetés alapjan a tovabbiakban a folyamat vizsgéalatahoz és bemutatasa-

hoz A paramétert fogom hasznalni.

Dolgozatomban a mer6leges affinitasrol szolo, az irodalomban ([1]) analitikus modon bizonyi-
tott tételeket és sejtéseket vizsgalok numerikusan. Ezen allitdsok folytonos sikbeli alakzatrdl,
ellipszisrdl, folytonos térbeli alakzatrél, vagy haromtengelyli ellipszoidrdl sz6lnak. Dolgoza-

tomban minden vizsgalatot haromtengelyli ellipszoidokon végzek.
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3. MORFODINAMIKAI TETELEK

A merd6leges affinitds modelljét dolgozatomban numerikusan vizsgadlom, mely vizsgalat alapjai

az [1] cikkben bizonyitott allitasok.

Egy alakfejlodési folyamatban a testek szamszerlsithetd alakjellemzdit, mint a kopas soran
idében valtoz6 mennyiségeket hasznaljuk. Ilyen mennyiségek a test tengelyaranyai (3.1 feje-
zet), a test izoperimetrikus aranya (3.2 fejezet), és a test egyensulyi pontjainak szama, tipusa €s
helyzete. Ezen jellemzok segitségével matematikailag preciz allitdsokat fogalmazhatunk meg a
vizsgalt testek alakjanak valtozasardl. Dolgozatomban a tengelyaranyokat és az izoperimetrikus

aranyt vizsgalom, ismertetem &s illusztralom.

3.1 TENGELYARANYOK

Az egyik geomorfologiai alakjellemzd a test tengelyeinek ardnyai. A geoldgidban hasznalatos
definici6 szerint a dolgozatomban vizsgalt haromtengelyti ellipszoidok esetében az ellipszoid
tengelyeit (a = b > c) hasznaljuk a tengelyaranyok szamitasahoz. Ekkor a két szamitott ten-

gelyarany 0 < y; = c¢/a,y, = b/a < 1, mely alapjan y; < y,.

Megjegyzés: A merdleges affinitds folyamatdban ha egy A-hoz tartozo test ellipszoid (a kiindu-
lasi testrél tudjuk, hogy az), akkor a test minden A esetén ellipszoid ([4]).

3.1.1 Specialis eset

A tengelyaranyok analitikus vizsgalatakor az [1] cikkben specialis esetet vizsgaltak. A folyamat
kezdeti feltételei, hogy a kiindulasi test haromtengelyti ellipszoid, az affinitas sikja metszi az

ellipszoid sulypontjat, €s az ellipszoid egyik tengelye merdleges az affinitas sikjara.

(a) tétel:  Haromtengelyti ellipszoid tengelyaranyai y; < y,. Specialis esetben y; kvazikon-

kav fliggvény, mig y, akar tobb maximummal is rendelkezhet. ([1])

Ezek alapjan dolgozatomban haromtengelyt ellipszoidok tengelyaranyainak valtozéasat vizsga-
lom. Ilusztralom a specialis esetet, melyben az ellipszoid egyik tengelye merdleges az affinitas

sikjara.
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3.1.2 Altalanos eset

A fenti, specialis esetben két kikotéssel éltlink: az affinitas sikja metszi a haromtengelyt ellip-

szoid sulypontjat, és az ellipszoid egyik tengelye merdleges a sikra.

Dolgozatomban altalanos esetnek nevezem azt az esetet, amikor a masodik feltételtdl eltériink.
Olyan ellipszoidokat vizsgalok, melyeknek az affin sikkal val6 kdlcsonos helyzetére vonatkozo
egyetlen kikotés, hogy az affin sik tartalmazza az ellipszoid sulypontjat. Ezekben az esetekben
keresem a tengelyarany-id6 fiiggvények tulajdonsagait, és 6sszehasonlitom a specidlis esetben,

analitikusan bizonyitott tulajdonsagokkal.

3.2 IZOPERIMETRIKUS ARANY

Tovabbi geomorfologiai alakjellemz6 a test izoperimetrikus aranya. Az izoperimetrikus arany
Osszefiiggést jellemez egy sikbeli alakzat teriilete és keriilete kozott, illetve egy térbeli test tér-

fogata és felszine k6z6tt. d-dimenzids alakzat izoperimetrikus aranya (I;):

I = Ax*4rm I; = V*—?/E
27 p2 S2
ahol A a sikidom teriilete, P a sikidom keriilete. ahol I a test térfogata, S a test felszine.

Az izoperimetrikus arany dimenzi6 nélkiili ardnyszdm, 0 < I; < 1. d-dimenzidban pontosan
egy alakzat, az adott ponttol egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza (d-dimenzidés gomb)
izoperimetrikus aranya 1. Ezen tulajdonsagok alapjan az izoperimetrikus arany jellemzi az alak-

zat adott dimenzids gdmbtdl valo eltérését.

Az [1] cikkben az izoperimetrikus arany idobeli valtozasat részletesen vizsgaltak merdleges

affinitas soran.

(b) tétel:  Altalanos esetben tetszéleges dimenzidju, konvex, folytonos test izoperimetrikus

aranya [ (t) kvazikonkav fiiggvény. ([1])

Dolgozatomban I(t) fiiggvényt illusztralom haromtengelyt ellipszoidokon, altalanos helyzetii

affin sik esetén.
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4. NUMERIKUS SZAMITASOK

Dolgozatomban a 3. pontban megjelolt numerikus vizsgalatokat sajat készitési MATLAB
(R2018a verzid) programokkal végzem el. A 4.1 pontban definidlom a koptatando test kiindu-
lasi allapotat, mely egy haromtengelyti ellipszoid. A 4.2 és 4.3 pontban bemutatom azokat a
programokat, amelyekkel tetsz6legesen meghatarozhat6 az ellipszoid ¢és az affin sik kdlcsonds
helyzete, és felvehetdek a test koptatott allapotainak koordinatai. A 4.4 pontban a tengelyara-
nyokat, a 4.5 pontban az izoperimetrikus ardnyt szamitom ki az el6z6leg meghatarozott kopta-
tott allapotokban. A 4.6 pontban a folyamatot szdmitogépesen, hdrom dimenzidban abrazolom.

Végiil a 4.7 pontban a numerikus szamitasok lehetséges hibait targyalom.

4.1 KEZDETI ALAKZAT DEFINIALASA, KOORDINATA-BAZISOK ISMERTETESE

A folyamatban a A = 1 allapothoz tartoz6, K'(1) haromtengelyii ellipszoidot nevezem kiindu-
lasi allapotnak. Az ezt a testet definiald program (1. szdmu melléklet) paraméterei a, b, ¢ és R,
ahol a, b és c az ellipszoid tengelyei, hogy a = b > c; R pedig az alakzat felbontasa, oly mo-
don, hogy K'(1) feliiletén létrehozott dsszes pont szama (R + 1)2. K'(1) testet gdmbi koordi-
nata rendszerben definidlom, egyenletes ¢ (phi) és 8 (theta) szogkiilonbségekkel. R + 1 kiilon-
bo6z6 ¢, és R + 1 kiilonbozb 6 érték kombinacidjdhoz rendelek r tavolsagokat, hogy az a, b, ¢

tengelyt ellipszoid pontjai:

1

cos? ¢psin? @  sin? ¢psin? 6  cos? 6
a? + b? t

r(¢,6) =
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A dolgozatban bemutatok olyan programokat, melyekben a testeknek merdleges illetve gombi
koordinatait hasznalom a szdmitasok elvégzésé¢hez. Az atalakitas egyenletei gdmbi koordinata-

rendszerbdl merdleges koordinata-rendszerbe (2. szdmu melléklet):

X =71 *sin@ * cos ¢
y =71 *sinf * sin ¢

Z=1r=*cosf

Merdleges koordinata-rendszerbdl gombi koordinata-rendszerbe (5. szamua melléklet):

r=4x?>+y%+22

y

=tan 1=
¢ X
z

6 =cos -
r

Az atalakitasok egyértelmiiek, numerikusan tetszéleges pontossaggal elvégezhetdek.

4.1.1. abra
Haromtengelyii ellipszoid gombi koordinata rendszerben

egyenletes ¢ és 0 szogkiilonbségekkel definidlva,
ortogondlis nézet
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4.2 AFFINITAS SIKIANAK MEGHATAROZASA

A 3.1.2 pontban bemutatott modon az ellipszoid és az affin sik kolcsonds helyzetére szolo
egyetlen kikotés, hogy az affin sik tartalmazza az ellipszoid stlypontjat. A sik és a test viszonya

tehat két paraméterrel (egy térbeli szoggel) megadhato.

Az ezt a szoget definialdé program (3. szamu melléklet) paraméterei a, b, c, R, a (alfa) és 8
(béta). a, b, c és R a mar ismertetett mennyiségeket jelolik. a és f a K'(1) pozitiv x iranya
tengelypontja (tengelyének végpontja) €s az affin sik altal bezart térbeli szog két paramétere.
Dolgozatomban az affin sik az xy sik, az ellipszoidot ehhez képest elforgatom, igy az affinitas

modellezésekor csak a test pontjainak z koordinataja valtozik (4.2.1. dbra).

Az ellipszoidot z tengely koriil pozitiv iranyba a szoggel, majd y tengely koriil pozitiv iranyba

P szoggel forgatom. Ennek a linearis transzforméacionak a matrixa:

cosa*cosff —sinaxcosff —sinf

A= sina cosa 0
~ lcosax*sinff —sinax*sinff cospf
Ekkor:

P=AxP

ahol P’ az eredeti K'(1) ellipszoid pontjanak helyvektora, P az elforgatott K(1) ellipszoid
pontjanak helyvektora, hogy P pont P’ elforgatott képe.
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4.2.1. dbra

Az affin sikhoz képest a = 30°, § = 60°
szogekkel elforgatott haromtengelyii ellip-
szoid ortogondlis vetiiletei.

4.3 AFFINITAS FOLYAMATA

Az idében valtozo alakjellemzok vizsgalatahoz a test kopasanak folyamataban véges sok kop-
tatott allapotot veszek fel. Minden allapothoz egy A érték rendelhetd egyértelmiien. Koptatott

allapotnak nevezem a A # 1 allapotokat.

A késébb bemutatandd szamitdsok eredménygrafikonjai jellemzden A = 1 £+ 1 nagysagrendil
paramétereknél tartalmaznak nem monoton tulajdonsagl szakaszokat, ezért a vizsgalatota 0 <
A < 10 szakaszon végzem el, és A-t egy logaritmikus skalan osztom el, melynek siiriibb oldala
a 0 ertékhez kozelebbi. A folyamatot modellezd program (4. szdmu melléklet) paraméterei

a,b,c,R,af é T. Az\j paraméter T a felvett koptatott allapotok szamat jeloli.

K (1) elforgatott kiindulasi ellipszoid P(1) pontjanak P(A) affin képeinek koordinatai merdle-

ges koordinata-rendszerben:

Xp(d) = Xp(1)
Yen) = YeP()

Zp) = A * Zp(p)

Ezzel meghataroztam a kiindulasi alakzat T darab affin képének, egyenként (R + 1) pontjanak

koordinatait.
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4.4 TENGELYARANYOK SZAMITASA

A dolgozat 3.1 pontjaban definilt tengelyaranyokat az dsszes koptatott allapotban kiszamitva
v1(4) és y, (1) figgvényeket kapjuk, mely fiiggvények kozelitik K (A) tengelyaranyainak id6-
beli valtozasat a kopas sordn. Az ezeket a fliggvényeket szamité program (6. szamu melléklet)

paraméterei a, b, c, R, a, f és T, a 4.3 pontban bemutatott programmal megegyezo.

A szamitas soran felhasznalom, hogy az affinitas linearis transzforméacio, ezért a folyamat soran
K (A) minden A esetén ellipszoid ([4]). Ez alapjan a(A) tengely K (A) barmely két pontja k6zott
mérhet6 legnagyobb tavolsag, c (A1) tengely K (A) barmely két pontja kozott mérhet6 legkisebb

tavolsag. Legyen P,y K(4) azon pontja, mely @ tavolsagra van a test salypontjatol, és z

koordinataja pozitiv. Hasonléan P,y K (1) azon pontja, mely — tavolsagra van a sulyponttdl,
és z koordinataja pozitiv. b(1) olyan irinyba mutat, mely mer('ileges mind a(4)-ra, mind c(4)-
ra. A numerikus szamitas pontatlansagabol adodoan altalanos esetben nem talalunk olyan Py
pontot (a fentickhez hasonléan definialva), melyre b(A1) pontosan ilyen iranyba mutat, ezért az
chhez legkozelebb esd pontot keressiik. Ehhez definidlom az idealis irany egységhosszi vekto-
rat, mely a Pg(y) X Py vektorialis szorzat irdnyaba mutatd egységvektor. Ezt kivonom K (4)
Osszes definialt feliileti pontjanak egységhosszura normalt helyvektorabdl. A legkisebb kiilonb-
séghez tartozo felilleti pont lesz a legkdzelebb az idealis iranyhoz. Ezzel definialtam K(A)
mindharom tengelyét.

b(A)

Ezek alapjan a tengelyaranyok: y; (1) = ( 5 es yo(4) = P

Az alabbi grafikonokon (4.4.1. — 4.4.6. dbrdak) dbrazolom (a, b, c) = (3,2,1) kiindulasi tenge-
lyli K(A) test néhany y; (1) és y,(A) figgvényét a bal oldalon, illetve a A paraméterii y,(y;)
gorbét a jobb oldalon.
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Y2
1 ; . . : E
08} :
06} ]
04| :
y2(y1)
0.2 1 02t
0 : : ‘ ‘ 0L ; ' : '
10 8 6 4 2 0 A 0 0.2 0.4 06 08 1 1
4.4.1. abra 4.4.2. abra
y1(A), y2(A) fiiggvények, a = 0°, B = 0° v2(y1) gorbe, a = 0°, f = 0°
V2
1 ' ; : : 1
08t 1 08+
Y2
06 1 06+
04t . 04+
1 v2(y1)
0.2 ] 02l
0 : : : : yl ok : : : : V1
10 8 6 4 2 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
4.4.3. abra 4.4.4. abra
y1(D), y2(A) fiiggvények, a = 0°, B = 15° v2(y1) gorbe, a = 0°, B = 15°
V2
1 ' ; ‘ : 1
08| 1 08}
Y2
087 1 06|
0al | 04l y2(r1)
02 ﬂ 02t
0 ‘ : : : 2 ok : : : : V1
10 8 6 4 2 0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
4.45. abra 4.4.6. abra
y1(D), ¥2(A) fiiggvények, a« = 0°, B = 30° y2(y1) gorbe, a = 0°, = 30°
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Az alabbi grafikonokon (4.4.7. dbrasor) (a, b, c) = (3,2,1) kiindulasi tengelyii K (4) test y; (1)
és y, (1) figgvényeinek jellegét mutatom be altalanos esetben. Az alabbi abrak feliratozasa a
fentebb bemutatott (4.4.1., 4.4.3., 4.4.5.) abrakéval azonos, a feliratokat az atlathatosag kedvé-

ért ebben az esetben eltavolitottam. Részletesebben kotazott és feliratozott abrasor a 10. szamu
mellékletben megtekinthetd.

B =0° B =30° B = 60° B =90°
B "
|
Il
s |
/’ — / |
o AR [
=] y 7 | .
S /i
I T y / /1
. \\\ / // A
S - x ,,,/ / A
- P e ey |
o // s yd
™ yd ya
Il — . 4 / ™ J /
y
7 , / I
Yy a
S . _ ey
o / S\ SN /
o e / / /
O \
Il -/ ye
- g ™, S _
S - \‘. Ve e Ve
i} ) - /'
\ - -
o -
(] / / /
(@) S / / /
/ 4 /
o~ S - s /
” o ,’/ _// / ™ // p e
S y - P L
VAR -

4.4.7. abrasor
a, B szogekkel elforgatott, (a, b, c) = (3,2,1) tengelyii ellipszoid y; (1), y,(R) fiiggvényei

Lathato, hogy specialis esetben (f = 0°) (a) tétel minden numerikusan vizsgalt esettel egybe-
vag. Altalanos esetben szintén elmondhatod, hogy a szamitishoz hasznalt Gsszes a és 8 értékre

v, kvézikonkav fliggvény, mig y, esetenként tobb maximummal is rendelkezik.
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Az alabbi grafikonokon (4.4.8. abrasor) (a, b, ¢) = (3,2,1) kiindulasi tengelyii K (1) test A pa-

raméterii y,(y,) gorbéinek jellegét mutatom be altalanos esetben. Az alabbi abrak feliratozasa

a fentebb bemutatott (4.4.2., 4.4.4., 4.4.6.) abrakéval azonos, a feliratokat az atlathatosag ked-

véért ebben az esetben eltavolitottam. Részletesebben kotazott és feliratozott abrasor a 11.

szamu mellékletben megtekinthetd.

B=0°

B =30° B = 60° B =90°

a=0°

a = 30°

a = 60°

a =90°

4.4.8. abrasor

a, B szogekkel elforgatott, (a, b, c) = (3,2,1) tengelyii ellipszoid y,(y,) gorbéi

Ezen az abrasoron (4.4.8.) y, tengelyaranyt abrazolom y, fiiggvényében. Mikor a gorbe érinti

a pontozott vonallal jelolt y,(y,) = y, egyenest, b(1) = c(4), tehat K (A1) forgasellipszoid.

— 17 — CSALLOKOZI DANIEL



BME EPK TDK 2018

4.5 IZOPERIMETRIKUS ARANY SZAMITASA

A dolgozat 3.2 pontjaban definialt izoperimetrikus aranyt az dsszes koptatott allapotban kisza-
mitva I (4) fliggvényt kapjuk, mely kozeliti K(4) izoperimetrikus aranyanak id6beli valtozasat
a kopas sordn. Az ezt a fliggvényt szamité program (7. szdmu melléklet) paraméterei

a,b,c,R,apf ésT,a4.3 pontban bemutatott programmal megegyezo.

K (1) feliiletén definialt pontok egy, a feliiletre feszitett derékszogli négyszoghald racspontjai-
ban helyezkednek el (gombi koordinata-rendszerben ¢ és 6 szerint egyenletesen elosztva). Az
affinitas soran ez a rendszer altalanos K (1) esetben csak derékszogl tulajdonsagat veszti el, a

négyszoghaldo minden A # 0 allapotban fellelhetd.

A feliileti négyszogek egy-egy atlojanak megrajzoldsaval haromszogekre bontottam a feliiletet.

K (1) felszine kozelithet6 ezen haromszogek a teriiletosszegével:

S = Z J(Si — 1) (si = Lp,)(si — Is,)

ahol S(2) a test felszinének kozelitd értéke; N = (R + 1)? (a felszinen definidlt pontok szdma),

ha R a test felbontasa (4.1 fejezetben definidlva); I, [, I3, az i indexti haromszdg oldalai; s;

az i indexti haromszog félkertilete.

A feliileti haromszogekhez tetraé¢dereket rendelek, melyek egyik lapja a feliileti haromszog,

negyedik cstcsa az origd. K (A) térfogata kozelithetd ezen tetraéderek térfogatosszegével:

N
V() = Z
i=1

ahol V(1) a test térfogatanak kozelitd értéke; N = (R + 1)? (a felszinen definialt pontok

ES

N =

mli
det M2,

m3i

szama), ha R a test felbontasa (4.1 fejezetben definialva); my ,m, ,ms, az i indexti tetraéder

nem nulla csucsainak helyvektorai. Ekkor K (1) izoperimetrikus aranya:

V(d) * 6vm
S

Q) =
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Az alabbi grafikonokon (4.5.1., 4.5.2. dbrdk) abrazolom (a, b, ¢) = (3,2,1) kiindulasi tengelyii
K (A) test néhany I1(A) fiiggvényét. 4.5.1 dbra a specialis, mig 4.5.2 dbra egy altalanos esetet
mutat be.

08|

0.6

04

02r

0 1 1 1 1 A
10 8 6 4 2 0

4.5.1. dbra
I(A) fiiggvények, a = 0°, B = 0°

1
08 r
061

I

04r
02f

0 1 1 1 1

10 8 6 4 2 0 A

45.2. abra

1(A) fiiggvények, a = 30°, B = 60°
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Az alabbi grafikonokon (4.5.3. dbrasor) (a,b,c) = (3,2,1) kiindulasi tengelyli K (1) test (1)
fliggvényeinek jellegét mutatom be altaldnos esetben. Az alabbi abrak feliratozasa a fentebb
bemutatott (4.5.1., 4.5.2.) abrakéval azonos, a feliratokat az atlathatosag kedvéért ebben az eset-
ben eltavolitottam. Részletesebben kotazott €s feliratozott dbrasor a 12. szamu mellékletben

megtekintheto.

B =0° B =30° B = 60° B =90°

a=0°

a = 30°

a = 60°
'

e

a =90°

4.5.3. dbrasor
a, B szogekkel elforgatott, (a, b, c) = (3,2,1) tengelyii ellipszoid (1) fiiggvényei

Lathato, hogy (1) a szamitashoz hasznalt Osszes a és f értékre kvazikonkav fliggvény. A

numerikus vizsgalat egybevag (b) tétellel.
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4.6 TERBELI MEGJELENITES

A folyamat haromdimenzids szamitogépes illusztralasahoz (8. szamu melléklet) az atlathatdsag
érdekében K (1) harom allapotat jelenitem meg egy abran. A megjelenitett allapotok paraméte-

rei:

A = 3,1632 = 10°5
/12 =1= 100
A3 =0,3162 = 1079

Az alabbi abrakon (4.6.1., 4.6.2. abrdk) (a,b,c) = (3,2,1) tengelyii K(1) ellipszoid néhany

merdleges affinitasanak folyamatat illusztralom A, (piros), A, (zold) és A5 (kék) allapotokban,

R = 128 felbontas mellett (a testeknek kb. 16 ezer pontjaval).

4.6.1. abra 4.6.2. abra

a = 0° B = 0°szdgekkel elforgatott a = 60° B = 30°szégekkel elforgatott
(a,b,c) = (3,2,1) ellipszoid merdleges affini- (a,b,c) = (3,2,1) ellipszoid merdleges affini-
tasa, a testeknek kb. 16 ezer pontjat abrazolva, tasa, a testeknek kb. 16 ezer pontjat abrazolva,
ortogonalis nézet ortogonalis nézet
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4.7 A NUMERIKUS VIZSGALAT PONTATLANSAGA, ESETLEGES HIBAK

Dolgozatom részét képezik a 4.4 és 4.5 pontban megjeldlt, részletesen diszkutalt, feliratozott és
kotazott dbrasorok, melyek (10., 11., 12. szamu) mellékletként szerepelnek. Ezeket az dbraso-
rokat sajat készitést MATLAB program (9. szamu melléklet) segitségével allitottam eld, mely-

lyel a folyamatot vizsgald programok altal készitett abrakat automatizalva elmentettem.

A 10. és 11. szamt mellékletek tartalmaznak olyan abrakat, melyeknek A = 0 koriili értékei a
grafikonok tobbi részenek latszolagos folytonossagat nem tartjak (4.7.1., 4.7.2. abrak). Ennek
okanak azt feltételezem, hogy — numerikus vizsgalat 1évén — a testek véges szamu pontjaval
dolgozom. A 1 = 1 kiindulasi testen valamilyen rendszer szerint definialt pontok kozti tavol-
sdgok nagysagrendileg azonosak, dm ezek a tavolsdgok az elfajuld esetek kozelében
(A =0, A = o) tobb nagysagrenddel is eltérhetnek. Az altalam irt programok a tengelyara-
nyok esetében az idedlis (analitikusan definialt) iranyokhoz legkdzelebb esé pontokat valaszt-
jék a szamitdsok elvégzéséhez, és az elfajulo esetekben ezek a pontok viszonylag tavol esnek

az idealis helyzetiiktol.

A dolgozatomban kozolt eredmények ennek a hibaforrdsnak a figyelembevételével igazak.

Y2
1 , : w ‘ 1
08¢ ] 087
06 f ] 06t
Y2 .
04 | 1 0.4t y2(y1)
02f . 0.2t
B4
o R »
10 8 6 = 2 0 0 0.2 04 0.6 0.8 1
4.7.1. abra 4.7.2. abra
v1 (1), y2(4) fiiggvények, a = 45°, f = 45°, v,(y,) gorbe, a = 45°, B = 45°,
a fiiggveny elveszti latszolagos folytonossagat a gorbe elveszti latszolagos folytonossagat
A = 0 kozelében A = 0 kozelében
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5. AZ EREDMENYEK OSSZEGZESE

Dolgozatomban tavolsag-vezérelt alakfejlodési modellek, ezen beliil a merdleges affinitas fo-
lyamatat vizsgalom numerikus modszerekkel ellipszoidokon. A vizsgalatok alapjaként az [1]

cikkben bizonyitott tételek, illetve megfogalmazott sejtések szolgalnak.

Elséként (a dolgozat 2. pontjaban) ismertetem az alakfejlédést leird tavolsag-vezérelt modelle-
ket. Ezen modellek szemléletesen egy test (pl. kavics) feliiletén 1év6 pontoknak a test belseje
felé tart6 mozgasanak szabalyat irjak le. Egy bizonyos modellosztaly, a parhuzamos tavolsag-
vezérelt modellek tulajdonsaga, hogy ekkor a test feliileti pontjai egy sik felé mozognak egy
egyenes mentén. A merdleges affinitdas modelljében tovabbi feltétel, hogy a pontok altal leirt
egyenes merdleges az affinitas sikjara. Az affinitas linedris transzformacio, a folyamat egyen-

lete: z, = —c * z.

A dolgozat 3. pontjdban ismertetem a geomorfologiaban hasznalatos alakjellemzoket, melyek
olyan szamszer(sithet6 tulajdonsagai egy szabalytalan testnek, melyeket matematikai pontos-
sdggal leirhatunk és nyomon kovethetiink a kopasi folyamatban. Ilyen alakjellemzdk a test ten-
gelyaranyai, illetve izoperimetrikus ardnya. Tovabba ismertetem azokat a tételeket, melyeket
az [1] cikkben kutatok analitikus eszk6zokkel bizonyitottak, illetve a sejtéseket, melyeket meg-

fogalmaztak.

A dolgozat 4. pontjaban ismertetem a kutatas részeként megirt MATLAB programok miikodé-
sét, és a numerikus vizsgalat eredményeit. Specialis esetben, mikor az ellipszoid egyik tengelye
merdleges az affinités sikjara, a kisebbik tengelyaranyfiiggvény kvazikonkavnak adodik, a na-
gyobbik tengelyaranyfliggvény akar tobb maximummal is rendelkezhet mind (az [1] cikkben
bizonyitott) analitikus vizsgalatok, mind (a dolgozatomban elvégzett) numerikus vizsgalatok
alapjan. Altalanos esetben a specialis esetre vonatkozo allitis a numerikusan végzett dsszes
vizsgalat esetében igaznak bizonyult. Az izoperimetrikus ardnyra vonatkozo tétel, miszerint al-
talanos esetben e fliggvény kvazikonkdv, szintén igaznak mutatkozik az 6sszes numerikusan
vizsgalt esetben. Végiil a folyamatot harom dimenzidban szamitogépesen modellezem, az ered-

ményekrol vetiileti abrakat mutatok be, és az eltérések lehetséges okat targyalom.

A kutatdsom soran elkészitett programok, illetve az altaluk kapott eredmények megbizhatosagat
alatdmasztjak az analitikus vizsgalatokkal egybevago eredmények. Reményeim szerint az alta-

lanos esetek numerikus eredményei jovoébeli analitikus vizsgalatok alapjaul szolgalhatnak.
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ABRAJEGYZEK

A dolgozatomban szerepld valamennyi abra sajat készitésu. Elkészitésiikhoz a mellékelt

MATLAB (R2018a verzid) programozasu,

(Mellékletek jegyzéke).

Abra

4.1.1.
4.2.1.
4.4.1.
4.4.2.
4.4.3.
4.4.4.
4.4.5.
4.4.6.

abra.
abra.
abra.
abra.
abra.
abra.
abra.

abra:

4.4.7 abrasor:

4.4.8.
4.5.1.
4.5.2.
4.5.3.
4.6.1.
4.6.2.
4.7.1.
4.7.2.

10. szamua melléklet:
11. szamua melléklet:

12. szamua melléklet:

abrasor:
abra.
abra.
abrasor:
abra.
abra.
abra.

abra:

Program parancs (paraméterek)

m2 std(3,2,2,128)

m3 rot(3,2,1,128,30,60)

m6 _arc(3,2,1,
m6_arc(3,2,1,
m6_arc(3,2,1,
m6_arc(3,2,1,
m6_arc(3,2,1,
m6_arc(3,2,1,
m9 sav(3,2,1,
m9 sav(3,2,1,
m7 ipr(3,2,1,
m7 ipr(3,2,1,

m9 sav(3,2,1,

64, 0, 0,96)
64, 0, 0,96)
64, 0,15,96)
64, 0,15,96)
64, 0,30,96)
64, 0,30,96)
64,96, 1)

64,96, 1)

64, 0, 0,96)
64,30,60,96)

64,96, 2)

m8 vis(3,2,1,128, 0, 0, 12)

m8 vis(3,2,1,128,60,30, 12)

m6 _arc(3,2,1,

m6 _arc(3,2,1,

m9 sav(3,2,1,
m9 sav(3,2,1,

m9 sav(3,2,1,

64,45,45,96)

64,45,45,96)

64,96, 1)
64,96, 1)

64,96, 2)
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MELLEKLETEK JEGYZEKE

A dolgozat mellékletei sajat készitésii, .m kiterjesztésii fajlok, melyek dolgozatomban szoveges

mellékletként szerepelnek. Tovabbi mellékelt képek ezen programok eredményabrai.

O© 00 N O O h W N P

. szamu melléklet:
. szamu melléklet:
. szamu melléklet:
. szamu melléklet:
. szamu melléklet:
. szamu melléklet:
. szamu melléklet:
. szamu melléklet:

. szamu melléklet:

ml ini.
m2_ std.
m3 rot.
m4 aff.
m5 dts.
mé _arc.
m7 ipr.
m8 vis.

m9 sav.

10. szamu melléklet:  képfajl
11. szamu melléklet:  képfajl
12. szamu melléklet:  képfajl
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% KIINDULASI ALAKZAT 3D

function [sph]l=ml ini (a,b,c,R)

phi0=0;
tht0=0;
dphi=2*pi/R;
dtht= pi/R;
n=2;

% PHI ES THT EGYENLETES FELOSZTASA, R ERTEKEK HOZZARENDELESE

phi=zeros(1,R+1);
tht=zeros (1,R+1);
r=zeros (R+1,R+1);

for i=1:R+1
for j=1:R+1
phi (1) =phi0+ (i-1) *dphi;
tht (§)=tht0+ (j-1) *dtht;

1. szamua melléklet 1/1

r(i,j)=1/(nthroot (((cos(phi(i)) n*sin(tht(j)) " "n/a”n)+(sin(phi(i)) *n*sin(tht

(3))"n/b*n)+(cos (tht (Jj)) " n/c”n)),n));
end
end

% ADATOK SOROKBA RENDEZESE

A

r row=zeros (1, (R+1)"2);
phi row=zeros(1l, (R+1)"2)
)

phi=repmat (phi, [R+1,1]

’

’

for i=1:R+1
for j=1:R+1
r row(l, ((i-1)*(R+1)+3))=r(i,3);
end
end

for i=1:R+1
for j=1:R+1
phi_row(l, (i+(j-1)*(R+1)))=phi (i,7);
end
end

tht row=repmat (tht, [1,R+1]);

sph=[r row;phi row;tht row];

$plot3 (phi row,tht row,r row,'r.')

end
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% KONVERTALAS GOMBI --> DESCARTES 3D

function [des]=m2 std(a,b,c,R)
[sph]=ml ini(a,b,c,R);

r=sph(l,:);
phi=sph(2,:);
tht=sph (3, :);

x=zeros (l,max (size(r))):;
y=zeros (l,max (size(r)));
z=zeros (1,max (size(r))):;

for i=1:(R+1)"2
x(1i)=r (i) *sin(tht (i) ) *cos (phi(i));
y(1)=r (i) *sin(tht (1)) *sin(phi(i));
z(i)=r (i) *cos(tht(i));

end

des=[x;v;z];
plot3(des(l,:),des(2,:),des(3,:),".")
view ([0,017)

end
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% SULYPONTI SIK FELVETELE 3D

function [desrot]=m3 rot(a,b,c,R,alfa,beta)

[des]=m2 std(a,b,c,R);

% FORGATAS LINEARIS TRANSZFORMACIO

alf=(alfa/360) *2*pi;

bet=(beta/360) *2*pi;

% lekepezei matrix

Im=[cos(alf) *cos (bet), -sin(alf) *cos(bet), -sin(bet);
sin(alf) , cos(alf) , 0 ;
cos(alf)*sin(bet), -sin(alf)*sin(bet), cos(bet)];

desrot=zeros (3, (R+1)"2);
for i=1:(R+1)"2
desrot (:,1)=1lm*des(:,1);

end

desrot=round (desrot, 8) ;

X

% GRAFIKON

axxmin=1.5*min (min (desrot(1,:)));
axxmax=1.5*max (max (desrot (1,:)));
axymin=1.5*min (min (desrot(2,:)));
axymax=1.5*max (max (desrot (2,:)));

axx=[axxmin, axxmin, axxmax, axxmax, axxmin];
axy=[axymin, axymax,axymax,axymin, axymin];
axz=zeros (1,5);

figure (1)

plot3 (axx,axy,axz, 'r',desrot (1, :),desrot (2,:),desrot(3,:),"'.")
view ([0,0])

titlel=sprintf ('Eldlnézet \n alpha=%d° \n beta=%d°',alfa,beta);
title(titlel)

figure (2)

plot3 (axx,axy,axz, 'r',desrot (1, :),desrot (2,:),desrot(3,:),"'.")
view ([90,0])

title2=sprintf ('Oldalnézet \n alpha=%d° \n beta=%d°',alfa,beta);
title(title?2)

figure (3)

plot3 (axx,axy,axz, 'r',desrot (1, :),desrot (2, :),desrot(3,:),"'.")
view ([0, 90])

title3=sprintf ('Felilnézet \n alpha=%d° \n beta=%d°',alfa,beta);
title(title3)

end
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% AFFINITAS XY SIKRA 3D

function [xaff,yaff,zaff]=m4 aff(a,b,c,R,alfa,beta,T)
[desrot]=m3 rot(a,b,c,R,alfa,beta);
x=desrot (1, :);

y=desrot (2, :);
z=desrot (3, :);

% LAMBDA ERTEKEK FELVETELE

%$lambda=linspace (0,10, T+1); % linearis skala 0 es 10 kozott
$lambda=linspace (0,1, T+1); % linearis skala 0 es 1 kozott
lambda=logspace(-1,1,T+1); % logaritmikus skala 0 es 10 kozott
surubb

lambda=fliplr (lambda) ;

% KOPTATOTT X, Y ES Z ERTEKEK TABLAZATBAN

xaff=repmat (x, [T+1,1]);
yaff=repmat (y, [T+1,1]1);

zaff=zeros (1, T+1);

for i=1:T+1
for j=1:(R+1)"2
zaff(i,j)=lambda(l,1i)*z(1,3);
end
end

% ADATOK SOROKBA RENDEZESE

xaff row=zeros (T, (R+1)"2);
yaff row=zeros(T, (R+1)"2);
zaff row=zeros (T, (R+1)"2);

for 1i=1:T
for j=1:(R+1)"2
xaff row(l, (i-1)*(R+1) *(R+1)+]j)=xaff(i,]);
yaff row(l, (i-1)* (R+1) *(R+1)+]j)=yaff(i,J);
zaff row(l, (i-1)*(R+1)*(R+1)+j)=zaff (i,]);
end
end

$xaff
syaff
$zaff

X

% GRAFIKON

axxmin=1.5*min (min (xaff));
axxmax=1.5*max (max (xaff));
axymin=1.5*min (min (yaff));
axymax=1.5*max (max (yaff));
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axx=[axxmin, axxmin, axxmax, axxmax,axxmin] ;
axy=[axymin, axymax,axymax,axymin, axymin];
axz=zeros (1,5);

gplot3 (axx,axy,axz, 'r',xaff row,yaff row,zaff row)

end
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o)

% KONVERTALAS DESCARTES --> GOMBI 3D

function [raff,phiaff, thtaff]=m5 dts(a,b,c,R,alfa,beta,T)
[xaff,yaff,zaff]=m4 aff(a,b,c,R,alfa,beta,T);

raff=zeros (T+1, (R+1)"2);
phiaff=zeros (T+1, (R+1)"2);
thtaff=zeros (T+1, (R+1)"2);

for i=1:T+1
for j=1:(R+1)"2
raff (i,3)=sqrt ((xaff (i,3)) 2+ (vaff(i,3)) 2+ (zaff(i,3))"2);
if (xaff(i,j)==0 && yaff(i,j)>=0)
phiaff (i,J)=pi/2;
elseif (xaff(i,j)==0 && yaff(i,j)<0)
phiaff (i, J)=3*pi/2;
else
phiaff (i, j)=atan(yaff(i,j)/xaff(i,j));
end
if (zaff(i,J)==0 && raff(i,j)==0)
thtaff (i,73)=0;
else
thtaff (i, j)=acos(zaff(i,j)/raff(i,J));
end
end
end

Sraff
$phiaff
$thtaff

end
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% TENGELYARANYOK VIZSGALATA 3D

function [arbig,arsml]=mé6 _arc(a,b,c,R,alfa,beta,T)

[raff,phiaff, thtaff]=m5 dts(a,b,c,R,alfa,beta,T);
[xaff,yaff,zaff]=m4 aff(a,b,c,R,alfa,beta,T);

raff=round( raff,8);
phiaff=round (phiaff, 8);
thtaff=round(thtaff, 8);

X

% LEGNAGYOBB TAVOLSAGOK

raff=raff';
rmax_v=max (raff)';
raff=raff';

indeximax=zeros (T+1, (R+1)"2);
indexjmax=zeros (T+1, (R+1)"2);

for i=1:T+1
for j=1:(R+1)"2

indeximax (i, 73)=1i;

indexjmax (i, 73)=73;

if (rmax v (i,1l)==raff(i,J))
indeximax (i, j)=indeximax (i, ]J);
indexjmax (i, j)=indexjmax (i, J);

else
indeximax (i, j)=inf;
indexjmax (i, j)=inf;

end
end
end
indeximax=min (indeximax"') ';
indexjmax=min (indexjmax"') ';

X

% LEGKISEBB TAVOLSAGOK

raff=raff';
rmin_ v=min (raff)';
raff=raff';

indeximin=zeros (T+1, (R+1
indexjmin=zeros (T+1, (R+1

~ —
> >
NN
— —
~e N

for i=1:T+1
for j=1:(R+1)"2
indeximin (i, j)=1;
indexjmin (i, 3)=3;
if (rmin v(i,1l)==raff(i,3))
indeximin (i, j)=indeximin (i, Jj);
indexjmin (i, j)=indexjmin (i, J);
else
indeximin (i, j)=inf;
indexjmin (i, j)=inf;
end
end
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end

indeximin=min (indeximin') ';
indexjmin=min (indexjmin') ';

% MAX & MIN TENGELYPONTOK R-PHI ES X-Y-Z KOORDINATAI

indexmax=
indexmin=

[indeximax, indexjmax];
[indeximin, indexjmin];

axmax =zeros(3,T+1);
axmin =zeros(3,T+1);
( )
( )

axmaxd=zeros (3, T+1);

axmind=zeros (3, T+1);

for i=1:T+1
axmax (1,i)= raff(indexmax (i, 1),
axmax (2,1)=phiaff (indexmax (i, 1),
axmax (3,1i)=thtaff (indexmax (i, 1),
axmin (1,i)= raff(indexmin(i, 1),
axmin (2,1i)=phiaff (indexmin(i, 1),
axmin (3,1i)=thtaff (indexmin(i, 1),
axmaxd(l,i)= =xaff (indexmax (i, 1),
axmaxd(2,1)= vyaff(indexmax (i, 1),
axmaxd(3,1)= zaff (indexmax (i, 1),
axmind(l,i)= xaff(indexmin(i, 1),
axmind(2,1i)= vyaff(indexmin(i, 1),
axmind(3,1i)= zaff (indexmin(i, 1),

end

X

% KOZEPSO HOSSZUSAGU TENGELY
cp=zeros (3,T+1);

for i=1:T+1
cp(:,1)=cross(axmaxd(:,1)
vektorialis szorzata
cp(:,1)=cp(:
end

[

xnorm=zeros (T+1, (R+1)"2);
ynorm=zeros (T+1, (R+1)"2);
znorm=zeros (T+1, (R+1)"2);
for i=1:T+1
for j=1:(R+1)"2
xnorm (i, j)=xaff ( ) /sqgrt (xaff (i
ynorm (i, J) yaff ) /sqrt (xaff (i
znorm (i, j)=zaff(i,j)/sqrt(xaff (i
end
end
sp=zeros (T+1l, (R+1)"*2);

for i=1:T+1

,axmind (:

indexmax (i
indexmax (1
indexmax (1
indexmin (1
indexmin (i
indexmin (i
indexmax (1
indexmax (1
indexmax (1
indexmin (i
indexmin (i
indexmin (1

;1))

% osszes pont helyvektoranak lenormalasa

,3) ~2+yaff (i,
,3) "2+yaff (i
,j)A2+yaff(i

(VEKTORIALIS SZORZATTAL)

o

°

,1) /sqgrt(cp(l,1)"2+cp(2,1)"2+cp(3,1)"2); %

j)r2+zaff (i,
,3) ~2+zaff (i,
,3) ~2+zaff (i,
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for j=1:(R+1)"2
% sp(i,j)=dot ([xnorm(i,j),ynorm(i,Jj),znorm(i,j)]l,cp(:,1));
sp(i,j)=xnorm(i,j)*cp(l,i)+ynorm(i,j)*cp(2,1)+znorm(i,j)*cp(3,1);
end
end

sp=abs (sp-1) ;
sp=sp';
spm=min (sp) ';
sp=sp';

indeximed=zeros (T+1, (R+1)"2);
indexjmed=zeros (T+1, (R+1

~
>
N
~
~

for i=1:T+1
for j=1:(R+1)"2

indeximed (i, j)=1;

indexjmed (i, 73)=73;

if (spm(i,1l)==sp(i,J))
indeximed (i, j)=indeximed (i, j);
indexjmed (i, j)=indexjmed (i, J);

else
indeximed (i, j)=inf;
indexjmed (i, j)=inf;

end
end
end
indeximed=min (indeximed') ';
indexjmed=min (indexjmed"') ';

\o

s MED TENGELYPONTOK R-PHI KOORDINATAT
indexmed=[indeximed, indexjmed] ;

rmed=zeros (1, T+1) ;
phimed=zeros (1, T+1) ;
thtmed=zeros (1, T+1);

for i=1:T+1
rmed(1l,i)= raff(indexmed(i,1l),indexmed(i,2));
phimed (1, i)=phiaff (indexmed (i, 1), indexmed (i,2));
thtmed(1l,i)=thtaff (indexmed (i, 1), indexmed (i, 2));
end

axmed=[rmed; phimed; thtmed];

X

% TENGELYARANYOK MEGHATAROZASA

arbig=zeros(1,T);
arsml=zeros(1,T);

for i=1:T
arbig(i)=axmed(1,1)/axmax(1,1);
arsml (i)=axmin (1, 1) /axmax(1l,1i);

end

%arbig
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$arsml

X

% GRAFIKONOK

%$lambda=linspace (0,10, T+1);
%$lambda=linspace (0,1, T+1);
lambda=logspace(-1,1,T+1);
lambda=fliplr (lambda) ;
lambda=lambda (1,1:T);

lineO=zeros (1,T);
linel=ones (1,T)
dline=[0,0;1,1]1;

’

figure (1)

plot (lambda,axmax(1,1:T), 'b', lambda, axmed(1,1:T), 'b',lambda,axmin(1l,1:T), 'b
")

set (gca, 'xdir', 'reverse')

titlel=sprintf ('Tengelyhosszak \n alpha=%d° \n beta=%d°',alfa,beta);
title(titlel)

xlabel ('lambda')

figure (2)
plot (lambda,arbig, 'r',lambda,arsml, 'r', lambda, 1ine0, 'k', lambda, linel, 'k")
set (gca, 'xdir', 'reverse')

title2=sprintf ('Tengelyaranyok \n alpha=%d° \n beta=%d°',alfa,beta);
title(title2)
xlabel ('lambda')

figure (3)

plot (arbig,arsml, 'r',dline(:,1),dline(:,2), "k:")
title3=sprintf('y 2(y 1) \n alpha=%d° \n beta=%d°',alfa,beta);
title(title3)

xlabel('y 1")

ylabel('y 2")

end
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% IZOPERIMETRIKUS ARANY 3D

function [iprv]=m7 ipr(a,b,c,R,alfa,beta,T)

[xaff,yaff,zaff]=m4 aff(a,b,c,R,alfa,beta,T);

% ELEMI HAROMSZOGEK ES TETRAEDEREK GEOMETRIAJA

A

o\

#1 oldal hossza

#2 oldal hossza

#3 oldal hossza

#4 oldal hossza

atlo hossza

egyik 3szog felkerulete = (#1 + #2 + atlo)
masik 3szog felkerulete = (#3 + #4 + atlo)
egyik 3szog terulete

masik 3szog terulete

egyik tetraeder terfogata

masik tetraeder terfogata

R+1
R+1
R+1

el=zeros
e2=zeros
e3=zeros
ed=zeros (T+1, (R+1
eS=zeros (T+1, (R+1 ;

(T+1, ( )~2)
( ( ) ~2)
( ( ) ~2)
( ( ) ~2)
( ( ) ~2)

sl=zeros (T+1, (R+1)"2);
( ( ) *2)
( ( ) *2)
( ( ) *2)
( ( ) ~2)
( ( ) *2)

T+1,
T+1,

’
A

o°

I
A

o°

I
A

o

’
A

o\

o

/ 2
/ 2

o\°

s2=zeros (T+1, (R+1)"
al=zeros (T+1, (R+1
a2=zeros (T+1, (R+1
vl=zeros (T+1, (R+1
v2=zeros (T+1, (R+1

’
A

o\°

’
A

o

’
A

o

’
A

o

’

for i=1:T+1
for j=1:(R+1)"2
if ((3/(R+1))-floor (j/ (R+1))~=0)
if (3<(R+1)"2-(R+1))
% kis negyszogek oldalainak es egy atlonak hosszai
el (i,j)=sqrt((xaff(i,] )-xaff(i,j+1 )) "2+ (yaff (i, ] ) =
vaff (i, j+1 )) "2+ (zaff (i, )—zaff(i,j+1 ))"2);
2(i,j)=sqgrt((xaff(i,j+1 )-xaff(i,j+1+R+1))" 2+ (yaff(i,j+1 )-
vaff (i, j+1+R+1) "2+ (zaff(i,j+1 )-zaff(i,j+1+R+1))"2);
3(1i,3) sqrt((xaff(i,j )-xaff (i, j+1+R+1)) "2+ (yaff (i, ] ) =
vaff (i ,j+1+R+1) +(zaff(i,3j y—zaff (i, j+1+R+1))"2);
4(i,3)=sq
vaff (i, j+ R+1)
5(1i,3)
vaff (i ,j+1+R+1)
else
% kis negyszogek oldalainak es egy atlonak hosszai (utolso phi-re)
el (i,3)=sqrt((xaff (i, ] )—xaff(i,j+1
)) "2+ (yaff (i, )-vaff(i,j+1 )) "2+ (zaff (1,3
)—zaff (i,J+1 ))"2);
e2(i,j)=sqgrt((xaff(i,j+1 )-xaff (i, j+1+R+1-
(R+1) "2)) "2+ (yaff (i, 3+1 )-yvaff (i, j+1+R+1-(R+1)"2)) "2+ (zaff (i,3j+1
)-zaff (i, J+1+R+1-(R+1)"2))"2);
e3(i,J)=sqrt((xaff(i,] )—xaff (i, j+1+R+1-
(R+1) "2)) "2+ (yaff (i, )-—yaff (i, J+1+R+1-(R+1)"2)) "2+ (zaff (i,
)—zaff (i, J+1+R+1-(R+1)"2))"2);
ed (i,j)=sqgrt((xaff(i,] )-xaff(i,j+ R+1-
(R+1) "2)) "2+ (yaff (i, )-yaff(i,j+ R+1-(R+1)"2))"2+(zaff(i,]
)—zaff(i,j+ R+1-(R+1)"2))"2);
e5(1,J)=sqrt((xaff (i, j+R+1-(R+1)"2)-xaff (i, J+1+R+1-
(R+1)"2)) "2+ (yaff (i, J+R+1-(R+1) "2) -yaff (i, J+1+R+1-
(R+1)"2)) "2+ (zaff (i, j+R+1-(R+1)"2) -zaff (i, 3J+1+R+1-(R+1)"2))"2);
end
% 1 kis negyszog = 2 kis 3szog —--> haromszogek felkeruletei es
teruletei Heron keplettel

rt((xaff(i,j )-xaff (i, §+ R+1)) 2+ (yaff (i, ) -
A2+ (zaff (1,7 )—zaff (i, §+ R+1))"2);
qrt((xaff(i,j+R+l)—xaff(i,j+1+R+1))A2+(yaff(i,j+R+1)—

)
)7
)
) "2+ (zaff (i, J+R+1)-zaff (i, J+1+R+1))"2);

sl(i,j)=(el(i,J)+e2(i,J)+e3(i,3))/2;
s2(i,j)=(e3(i,3)+ed (1i,3)+e5(1i,3))/2;
al(i,j)=sqgrt(sl(i,j)*(sl(i,J)-el(i,J))*(sl(i,J)-e2(i,J))*(sl(i,3)~-

e3(i,3)));
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aZ2(i,J)=sqrt(s2(i,j)*(s2(i,J)-e3(1,3J))*(s2(1i,])-ed(1i,]))*(s2(i,])~-
e5(1,3)));
if (J<(R+1)"2-(R+1))
% kis 3szog alapu gulak terfogatai
vl(i,j)=(1/6)*(xaff(i,3)*(yaff(i,j+ 1)*zaff(i,j+1+R+1)-zaff(i,]J+
1)*yaff(i,j+1+R+1))-yvaff(i,J)*(xaff(i,j+ 1)*zaff(i,j+1+R+1)-zaff(i,j+
1) *xaff (i, j+1+R+1)) +zaff (i,7)* (xaff (i,3+ 1)*yaff(i,j+1+R+1)-yaff(i,j+
1) *xaff (i, j+1+R+1)));
v2(i,3)=(1/6)* (xaff (i,])*(yaff (i, j+R+1)*zaff (i, j+1+R+1) -
zaff (i, J+R+1) *yaff (i, j+1+R+1))-yvaff(i,J)* (xaff (i, j+R+1) *zaff (i, Jj+1+R+1) -
zaff (i, j+R+1) *xaff (i, j+1+R+1))+zaff(i,3)* (xaff (i, Jj+R+1) *yaff (i, Jj+1+R+1) -
yaff (i, j+R+1) *xaff (i, +1+R+1)));

else
% kis 3szog alapu gulak terfogatai (utolso phi-re)
vl(i,j)=(1/6)*(xaff(i,]j)*(yaff(i,j+ 1 )*zaff (i, J+1+R+1-
(R+1)"2)—zaff(i,j+ 1 ) *yaff (i, J+1+R+1-(R+1)"2)) -
yaff (i, d)* (xaff(i,3+ 1 )*zaff (i, j+1+R+1- (R+1)~2)-zaff (i,j+ 1
) *xaff (i, j+1+R+1- (R+1)"2))+zaff (i,3) * (xaff (i,3+ 1 ) *yaff (i, j+1+R+1-
(R+1) "2)-yaff(i,j+ 1 ) *xaff (i, J+1+R+1-(R+1)"2)));

)
v2(i,J)=(1/6)* (xaff (i,3)* (yaff (i, j+R+1- (R+1) " 2) *zaff (i, j+1+R+1-
(R+1)~2) —zaff (i, j+R+1- (R+1) ~2) *yaff (i, j+1+R+1- (R+1)"2)) -
vaff(i,3)* (xaff (i, j+R+1- (R+1) ~2) *zaff (i, J+1+R+1- (R+1)~2) -zaff (i, j+R+1-
(R+1)~2) *xaff (i, J+1+R+1- (R+1) ~2)) +zaff (i,3)* (xaff (i, J+R+1-
(R+1)~2) *yaff (i, j+1+R+1- (R+1) *2) -yaff (i, J+R+1- (R+1)~2) *xaff (i, j+1+R+1-
(R+1)"2)))

end

else
% utolso alakzat ertekei (utolso sorban) (lambda=0)
el (i,73)=0;
e2(1,73)=0;
e3(1,73)=0;
ed (i,3)=0;
e5(1i,3)=0;
sl(i,3)=0;
s2(1i,73)=0;
al(i,3)=0;
az2(i,J)=0;
vl(i,])=0;
v2(i,3)=0;

end

end
end

S=sum (abs(al')+tabs(a2'));
V=sum (abs (vl')+abs (v2"'));

% gomb felszine es terfogata analitikusan
s s=4*pi

v_s=4*pi/3

err s=100*abs (S (ceil (2*T/4)+1)-s s)/s_s

err v=100*abs (V(ceil (2*T/4)+1)-v_s)/v_s

iprv=zeros (1,T);

for 1i=1:T
iprv (i) =6*sqrt (pi) *V (i) /S(i) "~ (3/2);
end
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X

% GRAFIKON

%$lambda=linspace (0,10, T+1);
$lambda=linspace (0,1, T+1);
lambda=logspace(-1,1,T+1);
lambda=fliplr (lambda) ;
lambda=lambda (1,1:T);

lineO=zeros (1,T);
linel=ones (1,T);

plot (lambda, iprv, 'r',lambda, linel, 'k', lambda, linel, "k")

set (gca, 'xdir', 'reverse')

titlel=sprintf ('Izoperimetrikus arany \n alpha=%d° \n beta=%d°',alfa,beta);
title(titlel)

xlabel ('lambda')

end
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% MEGJELENITES 3D

function m8 vis(a,b,c,R,alfa,beta,T)

[xaff,yaff,zaff]=m4 aff(a,b,c,R,alfa,beta,T);

% lambda 1 = 3,1623 =
stlx=xaff (ceil (1*T/4)+
stly=yaff (ceil (1*T/4)+
stlz=zaff (ceil (1*T/4)+

070.5

1070.
1,:);
1,:);
1,:);
% lambda 2 =1 = 1070
st2x=xaff (ceil (2*T/4)+1

st2y=yaff (ceil (2*T/4)+1,:);
st2z=zaff (ceil (2*T/4)+1

% lambda 3 = 0,3162 =
st3x=xaff (ceil (3*T/4)+
st3y=yaff (ceil (3*T/4)+
st3z=zaff (ceil (3*T/4)+

107 (-0.5)
1 .

1
1

’
P i)
14

X

% GRAFIKON

axxmin=1.5*min (min
axxmax=1.5*max (max
axymin=1.5*min (min
axymax=1.5*max (max

axx=[axxmin, axxmin, axxmax, axxmax,axxminl] ;
axy=[axymin, axymax,axymax,axymin, axymin];
axz=zeros (1,5);

figure (1)

plot3 (axx,axy,axz, 'r',stlx,stly,stlz,'r."', st2x,st2y,st2z,'g."',
st3x,st3y,st3z, 'b.")

titlel=sprintf ('Axonometrikus nézet \n alpha=%d° \n beta=%d°',alfa,beta);
title(titlel)

figure (2)

plot3 (axx,axy,axz, 'r',stlx,stly,stlz,'r."', st2x,stl2y,st2z,'g."',
st3x,st3y,st3z, 'b.")

view([0,0])

title2=sprintf ('Ortogonalis nézet \n alpha=%d° \n beta=%d°',alfa,beta);
title(title?2)

end
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% ABRASOROK MENTESE 3D
function m9 sav(a,b,c,R, T, mode)

deg=[0,5,15,30,45,60,75,85,90];

switch (mode)

$ CASE 1: TENGELYARANYOK
case 1

%$lambda=linspace (0,10, T+1);
%$lambda=linspace (0,1, T+1);
lambda=logspace(-1,1,T+1);
lambda=fliplr (lambda) ;
lambda=lambda (1,1:T);

)i
) .

’

lineO=zeros (1, T
linel=ones (1,T
dline=[0,0;1,1]

’

for i=1:9
for 3=1:9
alfa=deg(i);
beta=deg (j) ;

[arbig,arsml]=m6_arc(a,b,c,R,alfa,beta,T);
figure (1)

plot (lambda,arbig, 'r',lambda,arsml, 'r', lambda, 1ine0, 'k', lambda, linel, 'k")

set (gca, 'xdir', 'reverse')

title2=sprintf ('Tengelyaranyok \n alpha=%d° \n
beta=%d°',alfa,beta);

title(title?2)

xlabel ('lambda')

filename2=sprintf ('ar %d %d a.pdf',alfa,beta);

print (filename2, '-dpdf'")

figure (2)

plot (arbig,arsml, 'r',dline(:,1),dline(:,2), "k:")
title3=sprintf('y 2(y 1) \n alpha =%d° \n beta =%d°',alfa,beta);
title(title3)

xlabel('y 1")

ylabel('y 2")

filename3=sprintf ('ar %d %d b.pdf',alfa,beta);

print (filename3, '-dpdf'")

end
end

% CASE 2: IZOPERIMETRIKUS ARANY
case 2

%$lambda=linspace (0,10, T+1);
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%$lambda=linspace (0,1, T+1);
lambda=logspace(-1,1,T+1);
lambda=fliplr (lambda) ;
lambda=lambda (1,1:T);

lineO=zeros (1, T);
linel=ones (1,T);

for i=1:9
for 3=1:9
alfa=deg (i) ;
beta=deg (j);

[iprv]=m7 ipr(a,b,c,R,alfa,beta,T);

figure (1)

9. szamu melléklet 2/3

plot (lambda, iprv, 'r', lambda, 1ine0, 'k', lambda, linel, "k")

set (gca, 'xdir', 'reverse')

titlel=sprintf ('Izoperimetrikus arany \n alpha=%d° \n

beta=%d°',alfa,beta);
title(titlel)
xlabel ('lambda')

filename2=sprintf ('ipr %d %d.pdf',alfa,beta);

print (filename2, '-dpdf"')

end
end

$ CASE 3: TERBELI MEGJELENITES
case 3

for i=1:9
for 3=1:9
alfa=deg(i);
beta=deg (J);

[xaff,yaff,zaff]=m4 aff(a,b,c,R,alfa,beta,T);

% lambda 1 = 3,1623 = 1070.5
stlx=xaff(ceil (1*T/4)+1,:);
stly=yaff (ceil (1*T/4)+1,:);
stlz=zaff(ceil (1*T/4)+1,:);

% lambda 2 =1 = 1070
st2x=xaff (ceil (2*T/4)+1,:);
st2y=yaff (ceil (2*T/4)+1,:);
st2z=zaff (ceil (2*T/4)+1

% lambda 3 = 0,3162 =
st3x=xaff (ceil (3*T/4)
st3y=yaff (ceil (3*T/4)
st3z=zaff (ceil (3*T/4)

axxmin=1.5*min (min
axxmax=1.5*max (max
axymin=1.5*min (min
axymax=1.5*max (max

axx=[axxmin, axxmin, axxmax, axxmax, axxminl];
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axy=[axymin, axymax,axymax,axymin, axymin];
axz=zeros (1,5);

figure (2)

plot3(axx,axy,axz, 'r',stlx,stly,stlz,'r."', st2x,st2y,st2z,'qg.’

st3x,st3y,st3z, 'b.")
view([0,01)

title2=sprintf ('Ortogonalis nézet \n alpha=%d° \n

beta=%d°',alfa,beta);
title(title?)

filename2=sprintf ('vis %d %d.pdf',alfa,beta);

print (filename2, '-dpdf'")
end
end
end
end
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