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EGY KETCSUCSTETEL NORMALIS-CELLAFELBONTASOKRA

ABSZTRAKT

Nagyon sok természeti és mesterséges mintazat modelljeként hasznalhatoak [8] a sima,
beagyazott 2D sokasagok tgynevezett normalis cella-felbontasai, ahol a cellak a korlappal
homeomorfak, két cella metszete Gsszefiiggd halmaz (vagy az iires halmaz) és a celldk mérete
egyenletesen korlatos alulrdl és feliilrdl is. Ilyen mintdzatok megjelennek a biologidban,
geoldgiaban és a kémiaban is. Az épitészetben is gyakran talalkozunk ilyen mintazatokkal: nem
csak falazott szerkezetek vagy varostérképek modelljeiként szolgalhatnak, de a jol ismert
mozaik képek matematikai leirasara is alkalmasak lehetnek. Ha egy ilyen mintazat cellait nem
csak kombinatorikai, hanem metrikus tulajdonsagaik alapjan is vizsgaljuk, természetes, és az
emlitett alkalmazasok szempontjabol kiilondsen relevans modon vetddik fel a kérdés, hogy egy
cellanak atlagosan legalabb hany "¢éles" csticsa van, ahol az élek nem 180 fokban talalkoznak.
Megmutatjuk, hogy periodikus mintdzatok esetén ez a minimalis szdm 2, és altalanos
Osszefliggést adunk a minimalis atlag, a hordozé sokasag Euler-karakterisztikaja és a vizsgalt

cella-felbontas éleinek szama kozott.
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|. BEVEZETES

Mind a természetben, mind a mesterséges képzédmények esetén talalkozunk mintazatokkal,
melyek nem atfedo, a teret tokéletesen kitoltd cellakbol allnak. Ezeket mozaikoknak nevezziik.
Ezek a mintak megjelennek a természet €s az emberi alkotds megannyi teriiletén: a bioldgidban
(sejtek mikroszkopikus képe [9, 13]), a kémiaban (molekulak kapcsolodasa), a geologiaban
(k6zetek repedezése [1, 3, 5, 6, 15]), a foldrajzban [7] vagy akar a mérnoki tudomanyokban és
az épitészetben (falazatok, burkolatok, varostérképek [2, 11, 16]).
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1. dbra (soronként)
1. novényi sejtek 2. repedezett talaj 3. pavatollak 4. névényi sejtek 5. levélerezet
6. szitako6td szarnya 7. méhkaptar 8. téglafal 9. halpikkely 10. zsiraf mintazata
11. padlémozaik 12. repedezett talaj 13. szappanbuborékok 14. 1égy szem 15. padlémozaik

16. padl6 csempe 17. lava 18. pokhald 19. napraforgd magjai 20. viz hullamzasa
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Léteznek olyan mozaikok, melyek poligonokbdl épiilnek fel. Ezek lehetnek azonos poligonok,
- ezeket a mintakat (és egyuttal minden, azonos cellabol felépiild mintat) monohedralisnak
nevezziik, - de lehet véges, vagy akar végtelen kiilonb6z6 cella-tipus is. Ha egy részlet

ismétlédik, azaz a mozaik periodikus, akkor konnyen abrazolhaté. Ilyen példak lathatoak a 2.

&
&

abran.

2. abra Poligonalis periodikus mintazatok

Latjuk tehat, hogy egy ilyen poligonalis mozaik cellakbol, csomopontokbol és egyenes
szakaszokbol, mint élekbdl all. De nem csak olyan cella-felbontasok léteznek, amelyek
sokszogekbdl allnak. Készithetiink ilyen mintakat részben gorbe élekkel is. Ezekbdl néhany

példat bemutatok a 3. abran.



EGY KETCSUCSTETEL NORMALIS-CELLAFELBONTASOKRA

v

PAVAY,

PAVAVAN
AVAVAVA
AV

3. ébra Periodikus mintazatok gorbe ¢élekkel

Nyilvanvalo, hogy poligonalis mozaikok esetén a cellak atlagos cstics-szama legalabb 3. Az is

nyilvanvalonak tiinik, hogyha megengediink gorbe ¢éleket, akkor ez az atlag csokkenthetd.

A 2. fejezetben bemutatok egy tételt, melybdl tobbek kozott az is kovetkezik, hogy az
Euklideszi sikon periodikus mintazatoknal ez az atlag legalabb 2. A tételt a 3. fejezetben fogom
bizonyitani. A bizonyitas 1ényeges eleme az ugynevezett deregularizalo algoritmus, mely egy
mintazatok kozotti, az emlitett atlagot monoton modon csokkenté evolicios folyamatot

definidl.

A 4. fejezetben osztilyozom az illusztralt példakat, és elhelyezem &ket egy
koordinatarendszerben, melyet szimbolikus siknak fogunk nevezni. Az 5. fejezetben néhény

lehetséges alkalmazast mutatok be. A 6. fejezetben 6sszefoglalom a kutatasom eredményeit.
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2. A KOMBINATORIKA ES GEOMETRIA KAPCSOLATA

1. Definicio

Normal cella-felbontasoknak nevezziik azokat a sikbeli cella-felbontasokat, ahol minden cella
topologiailag egy lemeznek felel meg, minden két cella metszete egyszeresen osszefiiggd, vagy

az Ures halmaz és a cellak alulrdl és feliilr6l is egyenletesen korlatosak.

0000 () D 2%,
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4. abra Normal cella-felbontasok tulajdonsagai: a) sikbeli cella-felbontas, b) korlemezzel
homeomorf cella, ¢) korlemezzel nem homeomorf cella, d) az egyenletes also (piros) és felsd

(kék) méret-korlat illusztracidja

A normalis cella-felbontasokat korabban mar sok szempontbdl tanulmanyoztak és sziilettek
érdekes eredmények [8, 10, 12, 14], azonban ezekben a munkakban féként a kombinatorikai
tulajdonsagaik alapjan vizsgaltak ¢ket. Ahogy azonban a bevezetésben is irtam, vannak olyan
tulajdonsagok is, amelyeket a kombinatorikai jellemz6k nem kiilonboztetnek meg: példaul
egy csucsnal lehet 180° két szomszédos ¢l altal bezart szog. Egy ilyen csomopont (melyet a
fizikus szakirodalomban ,,T” csomdpontnak is szoktak nevezni [18],[19],[20]) kombinatorikai
szempontbol az adott cella csucsanak szamit ugyan, a cella belsejébdl nézve azonban ez nem
érzékelhetd. Ezt a jelenséget illusztralja az 5. abra, ahol kombinatorikai szempontbol azonos
csomopontokat mutatok be, melyek ugyanakkor mar elsd ranézésre is merdben eltérd
geometriat hordoznak. Ilyen és hasonlo jelenségek miatt érdemes a mozaikokat metrikus

tulajdonsagaik alapjan is szemiigyre venni.
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a) b) c)

5. ébra a) X-csomopont b) T-csomopont egy 180°-0s élparral ¢) csomopont két 180°-0s

¢lparral
2. Definicio

Legyen S egy sima 2-dimenzids sokasag, legyen M az S sokasag egy normal-cellafelbontasa,
és jelolje M lapjainak, éleinek és csucsainak szamat rendre F, E, V. Jel6lje nj az i-edik (i =1, 2,

...V) csucsban talalkozo élek szamat. Ezt nevezziik kombinatorikai csics-fokszamnak.

Jelolje vk a k-adik (k = 1, 2, ...F) lap korvonalan talalhato élek szamat. Ezt nevezziik

kombinatorikai lap-fokszamnatk.

A kombinatorikai csucs-fokszamot ugy is értelmezhetjiik, hogy az i-edik csucsban talalkozo
¢leket az oramutatd jarasaval megegyez6en megjeloljik (eij, i=1...V,j=1 ... ni) és &ij, €ij+1
parokba allitjuk (tehat a szomszédos élek alkotnak parokat). Ezen élparok szama a

kombinatorikai csucs-fokszam.

Annak érdekében, hogy metrikus szempontbol is leirhassuk ezeket a mintazatokat, bevezetiink

egy uj fogalmat.
3. Definicio

Legyen S egy sima 2-dimenzids sokasag, legyen M az S sokasag egy normal-cellafelbontasa,
és jeloljik M lapjainak, éleinek és cstcsainak szama rendre F, E, V. Tekintsiik az i-edik
csticsban talalkozo eij, €ij+1 (€ij, i=1...V,j=1...n) élparok 4ltal bezart szogeket. Jeldlje ni”
azon élparok szamat, melyek k6zotti sz6g nem 180°-0s. Ezt a szamot nevezziik a cstlics t6rés-

fokszamanak.

Egy lap kombinatorikai fokszamat is értelmezhetjiik élparok szamaként. A k-adik lapot hatarold
¢leket az dramutato jarasaval megegyezéen megszamozzuk (ex;, k=1 ...F, =1 ... w), és e,
ekl+1 parokba allitjuk (a szomszédos élek alkotnak parokat). Ezen élparok szdma a

kombinatorikai lap-fokszam.
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4. Definicio

Legyen S egy sima 2-dimenzios sokasag normal-cellafelbontasa M, és M lapjainak, éleinek és
csticsainak szama rendre F, E, V. Tekintsiik a k-adik lapot hatarolo ex 1, ex,1+1 (e, k=1 ...F, |
=1 ... W) élparok altal bezart szdgeket. Jelolje vi" azon élparok szamat, melyek altal bezart

szog nem 180°-0s. Ezt a szamot nevezziik a lap torés-fokszdamanak.

Ezen mennyiségek véges és periodikus mozaikokon kénnyen atlagolhatoak, azonban éltalanos
normal cella-felbontasokra is konnyen értelmezhetjiik a fokszamok atlagat. Kijeloliink egy X
kozéppontu, p sugaru B (X, p) gdmbét, és ezen beliil kiszamoljuk az atlagokat melyeket rendre
n(X,p), v(X,p), n*(X,p) és v*(X,p) modon jeloliink. Ezek utan p sugarat a végtelenbe
noveljiik. Azt mondjuk, hogy a mozaikot jellemz6 kombinatorikai és torés-fokszamokat
jellemzd 7,7, n" és v*atlagok akkor létezhetnek, ha lim, .n(X,p), lim, v(X,p),
limp_on"(X,p) és lim, 7" (X,p) hatarértékek léteznek és X-tdl fiiggetlenek. Az ilyen

tulajdonsaggal rendelkez6 cella-felbontasokat nevezziik kiegyensulyozott [8] felbontasoknak.

5. Definicio

Az [n, V] sikot (kombinatorikai) szimbolikus siknak, az [n*, v*] sikot (metrikus) szimbolikus

stknak nevezziik.

(1, )

6. abra Harom példa a kombinatorikus és torés-fokszamok dsszehasonlitasara, és
megjelenésiik a természetben / épitészetben. (A) Méhsejt-mintazat (B) Kotésben rakott
téglafalra emlékeztetd mintazat (C) cserépfedésre emlékeztetd mintdzat. 1. sor:
kombinatorikai fokszam értelmezése 2. sor: Torés-fokszam értelmezése 3. sor: a rajzolt
mintakra emlékeztetd természeti/épitett mozaikok
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Miel6tt kimondanam a f6 allitast, néhany egyszerti, hétkoznapi példan illusztralom az
alapfogalmakat. A 6. abran harom periodikus mintazat lathato (A, B és C, oszlopokban). A
harmadik sorban valdsagban fellelhetd példak jelennek meg, amelyek kozelitleg az A, B és C
mintaknak felelnek meg. Ezen mintak kombinatorikai (71, 7) és torés-fokszamait (n*, 7™)
szamoltam ki és jeloltem az abran. Ezek pontosan megegyeznek a cellak és csucsok
fokszamainak atlagaival, mert a mintak azonos cellakbol allnak. A harom lerajzolt mintazat
kombinatorikailag teljesen megegyezik, azonban geometriai tulajdonsagaikban jelentdsen
eltérnek. A (B) esetben minden csomoépontban két 90 és egy 180 fokos szog van, (C) esetben
pedig mar 2 darab 180 fokos szdg is megjelenik egy csucsban. Ez is szemlélteti, hogy a két
érték (a kombinatorikai és torés-fokszam) kiillonbozo esetekben mennyire kdzel vagy mennyire
tavol eshet egymastol. Az nyilvanvaldan latszik, hogy a torés-fokszam csak Kisebb vagy
egyenld lehet a kombinatorikaindl, azonban nem egyértelmli, hogy mekkora lehet ez a

kiilonbség. A célunk belatni a kovetkezo tételt:
1. Tétel

Legyen S egy sima 2-dimenzids sokasag, melynek Euler-karakterisztikaja y, és legyen M egy E
éllel, 7, n kombinatorikai fokszamokkal és v*, in* torés-fokszamokkal rendelkezd normal cella-

felbontisa S-nek.
Ekkor

2xn
E(n—2)+yxn’

vt =2

Az 1. Tételbdl kovetkezik, hogy ha E — oo (ami példaul periodikus mintazatoknal mindig

teljestil) vagy y = 0 (ami példaul a toruszon teljesiil), akkor
vt=>2.

A 3. fejezetben definialok néhany alapfogalmat és bebizonyitom a tételt.

10
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3. AZ 1. TETEL BIZONYITASA

3.1. Alapfogalmak

Véges M-re felirhato az Euler-formula
F—-E+V=y

alakban, ahol F, E és V rendre a lapok, élek és cstcsok szamat, y pedig a feliilet Euler-

karakterisztikajat jeloli.
Atalakitva a kovetkezd egyenléséget kapjuk:

F E
W 2=
Mivel egy normal-cellafelbontas minden éle pontosan két cellahoz tartozik, és minden éle
pontosan két csticshoz tartozik, ezért, ha kétszer 6sszeszamoljuk az élek szamat és elosztjuk a
csucsok szamaval, akkor megkapjuk a kombinatorikai cstics-fokszamot, ha a lapok szdmaval,

akkor a kombinatorikai cella-fokszamot.

5 __2E
(2) n=
3 __2F
3) U—7

3.2. A deregularizal6 algoritmus

A kombinatorikai és torés-fokszadmok kozotti nyilvanvalo 6sszefliggés: v* < v ésn* < .
6. Definicio

Ha v* = 7, illetve n* = n akkor a mozaik regularis.

Az viszont nem nyilvanvalo, hogy mekkora lehet a ¥ — 7" és n —n* kiilonbség. A

bizonyitasban az utdbbira adunk valaszt.

Adodik a gondolat, hogy készitsiink egy algoritmust, mely noveli ezeket a fent emlitett

kiilonbségeket, azaz egyre tobb degeneralt (180°-ot bezaro €lpart hoz 1étre).

11
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Ennek az algoritmusnak a menetét mutatja be a 7. abra. Vesziink egy regularis cstcsot,
kijeloliink egy élpart, és ezt (lokalisan) kiegyenesitjiik. Ezt a legkonnyebben gy végezhetjiik
el, ha az ¢élpart egyetlen sima (esetleg gorbe) €lre cseréljiik. Ezt a miiveletet egy masik €élparral
is elvégezhetjiik ugyanazon a csomoponton (ha van legalabb 2 kiilonbdz6 élpar, azaz minimum
3 ¢l talalkozik egy pontban). Mivel egy pontban maximum 2 db 180°-os szog lehet, igy

maximum 2-szer tudunk deregularizalni csomopontonként.

a) b) C)

7. abra A deregularizal6 algoritmus 1épései: a) regularis n=n*=4 csomdpont, b) ugyanaz a
csomopont egy deregularizacios 1épés utan (n=4, n*=3), ¢) ugyanaz a csomépont egy

deregularizacios 1épés utan (n=4, n*=2)

(1;,6)' (3,6) (4,4) (4,4) t6,3)

(1,2) (1,2) (2,2) (2,2) (4.2)
8. dbra Néhany mintazat deregularizalasanak lehetséges 1épései

12
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7. Definicio

Legyen M normalis cella-felbontas minden cellajara n; — n;* = r; (i=1...V). Legyen

14
i=1ti

2V

p(M) =1-

A p(M) érték kifejezi M regularitisat és altalanositja a 6. definiciot. M regularis, ha p(M) = 1,
ha pedig p(M) = 0, akkor azt mondjuk, hogy M irreguldaris. Egyéb esetben a mozaik p-

regularis.

A 2. abra a) és b) soraban regularis, c) és d) soraban irregularis, vagy részben irregularis
példakat mutattam be.
A felosztds irregularitdsanak ismeretében kifejezhetjik v*,n* atlagokat (2) és (3)

felhasznalasaval a kdvetkezoképpen:

B 2E-2(1—-p)V _[(A-2(1-p)
v (p) = F il
. 2E-2(1-p)V  _
n*(p) = 7 =n-2(1-p)
Ebbdl latszik, hogy
v_v(p)
n a(p)

vagyis a deregularizal6 algoritmussal egymasba vihetd mintazatok a szimbolikus sikon egy

origoba tart6 egyenesen helyezkednek el. (Ezt kés6bb a 4. fejezetben a 10. abran magyarazom.)

3.3. Az 1. tétel bizonyitdsa

(1)-be behelyettesitve (2)-t és (3)-at:
1 1

4) —t=-=—F
v 7

V-t kifejezve:

13
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<
Il

(5)

S|

3

+

S

x| Sl
|

S}

3

Mivel a deregularizal6 algoritmus simitd mivelete csomépontonként maximum kétszer
végezhetd el, ezért az élek szama maximum 2V-vel csokkenhet, azaz v* (3)-bol a

kovetkezOképp fejezheto ki:

14

2E -2V 2E 57 4E
(6) = 25
F F F F

(5)-6t behelyettesitve:

. 2F -7 A-2  2E-A—4E
V=R E+a-yx-2 7 A E+n x—2E
-
- X7
E(i—2) + g7

¢s ezzel belattuk az 1. Tételt. Q.e.d.

Az egyenlOtlenség élességét a 9. abra példai igazoljak:

2.2) 22

9. abra Példak v* = 2 mintazatokra

14
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4. MINTAZATOK A SZIMBOLIKUS SIKON

Ahogy kordbban bemutattam, a mintazatokhoz egyértelmiien hozza tudjuk rendelni a v, n
kombinatorikus fokszamokat és a v*,n* torés-fokszamokat, melyeket értelmezhetiink az
[1, 7] kombinatorikai szimbolikus sik, illetve az [n*, v*] metrikus szimbolikus sik egy-egy
pontjaként. Az aldbbiakban ezt az abrazolasmoddot elemezziik néhany példan keresztiil.

Els6ként bevezetiink egy hasznos fogalmat:
8. Definicio

Legyen

(7) h =

az M felosztas harmonikus indexe. [4]

oKX A

1 4 (5/2,10)

- MCCRRED

O(Lt,li) 44)  (44)
. ) ey
(14/3,712) — 7
2 e TRV, V=27/(-2)
8,83) (10,5/2)

n

10. abra Végtelen periodikus mozaikok az [, 7] sikon

15
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Ezutan helyettesitsiik (7)-be a (4) egyenlet megfeleléen atalakitott valtozatat:

v+n E+y
vn  2E
Behelyettesitve:
®) -
" E+y

(8)-bol kovetkezik, hogy ha E — oo (ami példaul periodikus mintazatoknal mindig teljesiil)

vagy y = 0 (ami a téruszon teljesiil), akkor h — 2.

Ez azt jelenti, hogy az [, 7] kombinatorikai szimbolikus sikon a végtelen mozaikok mind a

h=2(azaz v = ﬁz_i) hiperbolan helyezkednek el. Ezt mutatja be néhany példaval a 10. abra.

V 1 | T(wz.m)

V=2h/(R-2)
V=2h/(7-1)

12 22)

V=2nl(7-0)=2

n

11. abra Néhany regularis mozaik fejlédése a deregularizalo algoritmussal

Ha attériink a metrikus [*, 7*] szimbolikus sikra, akkor h = 2 hiperbolan tal kibéviil az a

tartomany, ahol a mozaikok elhelyezkedhetnek. (Megjegyezziik, hogy a regularis mozaikok a

16
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kombinatorikus és metrikus szimbolikus sikon is azonos helyen (h =2 hiperbola)
helyezkednek el.)

A deregularizal6 algoritmussal a hiperbola barmely pontjabdl kiindulva haladhatunk az origé

felé egy egyenes sugar mentén.
Megjegyzés: Ezeket a sugarakat konstans cellastiriiségnek nevezziik [16].

Ha minden csomopontban legalabb 3 ¢él talalkozik, akkor pontosan a v* = 2 egyenesig

transzformalhatjuk a mozaikot. Ezt a folyamatot mutatja be a 11. abra. Itt

-avt = 712712 hiperbolan p = 1 értékii mozaikok szerepelnek

_ 21 . , 1, .
-av* = —— hiperbolan p = - értékli mozaikok szerepelnek
n*-1 2

-av" =2 egyenesen p = 0 értékii mozaikok szerepelnek.

6 7 8 9

12. 4bra Mozaikok lehetséges elhelyezkedése a metrikus szimbolikus sikon, példakkal
illusztralva. Piros hiperbola: regularis mozaikok mértani helye. Vilagoskék tartomany: konvex

mozaikok mértani helye. Sziirke (és vilagoskék) tartomany: Sikbeli mozaikok mértani helye.
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Végtelen sok mozaikot abrazolhatunk az [n*, v*] sikon, ezekb6l néhanyat felrajzoltam a 12.
abran. Arrél mar korabban volt sz6, hogy a regularis mozaikok helye a piros hiperbola. Erdemes
megjegyezni [4], hogy a konvex mozaikok mind a kék teriileten fognak elhelyezkedni, az 6sszes
mintdzat helye pedig ezekkel egyiitt a sziirkével megjeldlt rész. JOI lathato, hogy ennek az alsé

hatara a 7* = 2 egyenes, amely als6 korlat az 1. Tételbdl kovetkezik.
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5. ALKALMAZASOK

Ahogy a bevezetésben is lathattuk, rengeteg természetes és mesterséges mintazattal talalkozunk
a hétkdznapokban is. Ezek megértésében segithet a jelen matematikai vizsgalat. A mintazatok
kombinatorikai ¢és torés-atlagait megmérve, kovetkeztethetiink ezekbdl akar hegységek
keletkezési folyamataira, de tobbet tudhatunk meg példaul bolygédfelszinekrdl is, melyekrol
szamos Urszonda juttatott mar el képet [17]. Jellemezhetiink falakat, Gj szempontbodl

tanulmanyozhatjuk az allékonysagukat [16].

-
9
8
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; 5 @€
5
4
3 ;
| BSS
| o e

1 2 3 4 5 6 7 8 9

n*

13. abra Természetes mintazatok és azok kozelité geometriai modelljei a szimbolikus sikon.

Minték (fentrdl, balrél jobbra): repedezett talaj, méhsejt, szitakotd szarnya, viz hullimzasa,
halpikkely, n6vényi sejtek, viz hullamzasa, ndvényi sejtek
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6. OSSZEFOGLALAS

A kutatasom eredményeként belattam, hogy a normél-cellafelbontasok esetén a legkisebb torés-

fokszam étlag 2 lehet, és példakkal illusztraltam ennek a hatarnak az élességét.

Ehhez el0szor bevezettem a kombinatorikus ¢és torés-fokszamokat és ezek atlagat, melyekkel

jol jellemezhetdek az egyes mozaikok.

Létrehoztam a deregularizal6 algoritmust, mellyel az élparok kisimitasaval csokkenteni tudtam

a cellak torés-fokszamat. Ennek az algoritmusnak a hasznalataval belattam az 1. Tételt.

Erdemes megvizsgalni miként osztalyozhatjuk ezeket a mintazatokat. A bevezetett fokszamok
segitségével konnyen elhelyezhetjiik 6ket egy [n, 7] kombinatorikai és egy [n*, ¥*] metrikus
szimbolikus sikokon. Ebbdl tobb érdekes kovetkeztetést vonhatunk le. Meghatarozhatjuk
példaul a regularis mozaikok, a poligonalis mozaikok mértani helyét és hasonld mddon
targyalhatunk tobb mas mozaiktipust is. Megmutattam, hogy a deregularizacioval fejlodé

mozaikok az [, V"] metrikus szimbolikus sikon az origdba tarté egyeneseken mozognak.

A tovabbiakban az allitdsok tobb dimenzids verzidit tervezem vizsgalni, az 1. Tétel

altalanositasa jo alapot adhat a kutatas folytatasahoz.

A dolgozatom elején bemutatott példak, illetve a [ 16] kutatas azt mutatjak, hogy az itt bevezetett
fogalmak és eredmények kivaldan alkalmazhatoak természeti és mesterséges mintazatok
torvényszeriségeinek feltdrasara. Tervezem, hogy a matematikai elmélet fejlesztésén

tulmenden tobb ilyen alkalmazassal is foglalkozni fogok.
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