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ABSZTRAKT:

A dolgozatban olyan konvex poliéderek tulajdonsagait vizsgalom, amelyek egy
altalanos poliéder 0sszes csucsanak ismételt levagasaval allnak elé olyan modon, hogy
a vagasok csak a cstucsbol kiindulo ¢éleket metszhetik. A folyamat 4ltal generalt fejlodési
sorok tagjai egyszeri poliéderek. Dolgozatomban ezen poliéderek metrikus ¢és
kombinatorikai tulajdonsagait elemzem és bemutatom, hogy a 1étrejovo konvex test
lapszerkezete fraktal jellegli tulajdonsdgokat mutat. Utdbbival kapcsolatban ramutatok
a poliéderek sikba teritett halozata és a sikbeli habok kozotti vizualis analdgiara. A leirt
folyamatnak mas fizikai alkalmazasa is lehet, bemutatom ugyanis, hogy ez nem mas,
mint Redner ¢és Krapivsky kopdsmodelljének geometriai megfogalmazasa. Végiil

roviden bemutatom a dudlis folyamatot is, amely szimplicidlis poliédereket hoz 1étre.

In this study I investigate the nature of polyhedra that are created by chipping off all
vertices of an arbitrary convex polyhedron several times, in such a manner that the
chipping plane can only intersect edges starting from the vertex. This algorithm
generates a series of simple polyhedra. In this study I investigate their combinatoric and
metric properties and show that the face structure of the final polyhedron has fractal
properties. About the latter I show the visual analogy between planar face structure of
these polyhedra and planar foams. Other physical applications include the connection
to the abrasion model of Redner and Krapivsky. Finally, I present the dual process that

creates simplicial polyhedra.
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BEVEZETES.

P.

1. abra: Kocka csonkolasa sikbeli halozatan

A csonkolasi algoritmus leirasa:

Legyen Py egy konvex poliéder. Az elsd 1épésben Py Osszes csticsat levagjuk egy-egy
sikkal oly modon, hogy a metszd sik csak a csticsbol kiindul6 éleket metszhesse, és a
levagott gulak kozt semelyik kettének sincs kdzos pontja. Az igy 1étrejovo P; poliéderen
megismételjiik ugyanezt a 1épést, mellyel 1étrehozzuk a P> poliédert és ezt az eljarast
folytatjuk, vizsgalva az illusztralt P; poliéder-sorozat egyes tulajdonsagait és ezek

konvergencidjat (1. abra).
A poliéder-sorozat kombinatorikus tulajdonsagai:

Bar a Pp poliéder cstcsainak fokszdmarol nem tételeztink fel semmit, mégis
nyilvanvalo, hogy tetszéleges i>0 esetén a P; poliéder Osszes csticsanak fokszdma 3, igy
>0 esetén P; ugynevezett egyszerii poliéder. Jelolje rendre F; és Vi a P; poliéder
lapjainak és cstcsainak szamat. Az (£, V: ) pontsorozatot abrazolva megfigyelhetjiik,
hogy ezen pontok az i=1 indextdl kezdve az egyszerli poliédereket hordozo V; =2 F; —4
egyenesre esnek. Ez az egyenes Steinitz tétele [5], [6] szerint az F-V sik racspontjait
kettévalasztja: olyan F-V parokra melyekre V>2F —4, nem létezhet konvex poliéder. A
dolgozat mésodik részében bemutatom, hogy a P; poliéder-sorozat lapjainak atlagos
fokszdma 6-hoz tart, ha az i index tart a végtelenhez. A P; poliéder-sorozat tagjainak
halézatat sikban abrazolva (1.4bra) fraktalokra €s habokra emlékeztetd alakzatokat

lathatunk.

A poliéder-sorozat metrikus tulajdonsagai:

Meg fogom mutatni, hogy ha Py egyszerti poliéder és a csucsokat csonkol¢ sik az éleket
egy rogzitett 4 arany szerint metszi el, akkor a poliéder élhossz-atlaganak hatarértéke 0,
ugyanakkor a lapok hataralakzata nem kor. Kiszamitom azt a /4 aranyt, amely szabalyos

n-sz0gbol szabalyos 2n-szoget generdl. A test lapjainak teriilete a testfejlédés soran



konvergens modon csokken, ennek teriiletét egy kiilsd és egy belsd kozelitéssel

keresem.
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2. abra: Gulak illesztése kockahoz sikbeli abra

A dualis sorozat bemutatasa:

Kombinatorikai szempontbdl dudlis sorozatot kapunk (a tovabbiakban P’;), hogyha a
kiindulé Py poliéder minden lapjadhoz egy gualat illesztlink oly mddon, hogy a 1étrejovo
P’;poliéder is konvex maradjon. A dudlis sorozat minden i>0 indexti tagja szimplicialis
poliéder lesz, azaz minden lapja hadromszdg. Jelolje rendre F; és Vi a P’; poliéder
lapjainak és csucsainak szamat. Az (F’;, V’; ) pontsorozatot abrazolva megfigyelhetjiik,
hogy ezen pontok az i=1 indextdl kezdve a szimplicidlis poliédereket hordozd F’; =2
Vi —4 egyenesre esnek. Ez az egyenes Steinitz tétele [5][6] szerint az F-V sik
racspontjait kettévalasztja: olyan F-J parokra melyekre F>2V —4, nem létezhet konvex

poliéder.

A CSONKOLO ALGORITMUS KOMBINATORIKUS TULAJDONSAGAL:

A A

3. abra: Egy kiragadott csucs csonkolasa

,,Csonkolas”:

Definicio: Legyen Py egy konvex poliéder. Py cstcsainak a szadmat Vy (vertex angolul
csucs), lapjainak szamat Fy (face angolul lap), és éleinek szaméat £y (edge angolul él)
szdmok jelzik. Els6 1épésként tavolitsunk el egy guldt Po minden csucsabol, amely
elegendden kicsi ahhoz, hogy a vagas csak a csucsbol kiindulo é€leket metssze. A

poliédert, amelyet igy kapunk, nevezziik P;-nek, amelyet a V;, F; és E; szamok
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jellemeznek. A P poliéder P; Gsszes csucsanak az el6z0 feltételek szerinti levagéasaval
all eld. Az igy 1étrejovo poliéderek csticsait ujra és Ujra levagva a P; poliédert kapjuk
P;_, 0sszes csticsanak levagasaval, vagyis Py csucsainak i-szeres levagasaval. Az 6sszes
Py poliéder csticsainak levagasaival 1étrejovo poliédereknek a 1étrehozashoz sziikséges
vagasi ciklusok szerint indexelt, sorba rendezett halmazat nevezziik P; sorozatnak a

tovabbiakban.

Megjegyzés: Az el6z6 definici6 kombinatorikai szarmaztatasat tekintve analdg S.
Redner ¢s P.L. Krapivsky litkdzéses kopasmodelljével [1], akik D.J. Durian és tarsai
kopasi kisérletein [4] alapuld kutatdsukban kovek kopasat modellezik. A koveket
képzeletben 2-dimenzids sokszogekként, poligonként képzelik el, és a valdsaghoz
képest ezen modell egy véletlenszerlien kivalasztott csticsat és az abbol kiindulo két él
egy-egy a csucsot tartalmazd szakaszat tavolitjdk el a vizsgalt alakzatrol. Ezen
kopasmodell elsddleges eldnye, hogy a Ilétrejovo alakzatok, ellentétben mas
modellekbdl szarmazoé formakkal, ,,nem tinnek el” a test fejlodés soran: teriiletiik és
keriiletlik bizonyos értékeken beliil marad. Ennek garancidja az, hogy a vagasok soran
az eredeti élek egy pontja mindenképp a hataralakzat (azon alakzat, amely a forma
geometriai hatarértéke) pontja marad. Ez a modell geologiai célokra ma nem hasznalt,
mivel a kdvek kopasa sordn nem figyelhetd meg, hogy minden {itk6zés soran egy
gulaval csonkoljuk a testet. Geometriai szempontbdl azonban szdmunkra tovabbra is

érdekes formakat general a modellezd algoritmus.
Az uj csucsok fokszama:
Allitas: A csonkolasok altal létrehozott (1j csticsok fokszama 3.

Igazolas: Amikor tetszéleges P poliéder egy valasztott csucsanak kornyezetében
megtorténik a vagas, az a definicié miatt elmetszi az dsszes a csticsbol kiindulo élt. A

vagasi sikban 1étrejovo alakzat egy sikbeli sokszog, ennek minden csiucsanak fokszama
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2. Minden létrejovo csucs egy eredeti ¢l pontja, amely ¢l megmaradé része a csucsbol

kiindul6 harmadik él. [gy minden a csonkolasi sikban keletkez6 cstcs fokszama harom.

4. abra: Egy csucs kornyezetében ejtett vagas

Megjegyzés 2: i>1 esetén a P; sorozat tagjainak csucsaibdl csak tetraéderek vaghatok

le.

Pisorozat helyzete a 3D poliéderek tartomanyaban:

Allitas: A P; sorozat i>/ tagjai a 3D poliéderekhez tartozé F-V tartomany hatarara

esnek.

5. abra:

Igazolas: Soroljuk fel a 3-dimenzios konvex poliédereket lapjaik €s cstcsaik szama
szerint F-V osztalyokba. A Steinitz tétel [5][6] szerint a 3-dimenzios konvex poliéderek
nem talalhatok barmely F-J racspontban, mivel egy csucs fokszamanak legkisebb
értéke 3. Ennél nagyobb lehet a fokszam, de kisebb nem, mivel ennél kisebb fokszam

sikbeli sokszdget jelentene (vagy térbeli tortvonalat). A poliéder minden éle 2 csucsot

kot ossze. Igy % * V < E. Ezt az értéket az Euler tételbe [8] behelyettesitve:



3 1
E*VSF+V—2—>a:F2§V+2, ahol F,V € N

feltételt kapjuk, amely az F-J osztalyokat két részre osztja. Az a sotéttel jelolt

racspontokban ezen feltétel szerint nem lehet poliéder (5.4bra).

F

6. abra:
Hasonloképp: egyetlen poliéder lapjai sem lehetnek haromszognél kisebb sokszogek, és
P minden éle két laphoz tartozik. Igy %F < E. Az igy kapott feltétellel az Euler tétel

szerint:
3
EFSF+V—2—>b:FS2V—4

Azigy kapott feltétel az -V parok halmazat kétfelé osztja, a 6. dbran sotéttel jelolt félsik
racspontjaiban a feltétel szerint nem lehetnek poliéderek, a vildgos részeiben viszont
ezen feltétel szerint létezhetnek. A 3-dimenzidés konvex poliéderekhez tartozéd
racspontok tehat a Steinitz-tétel szerint csak azok lehetnek, amelyeket egyik feltétel sem
zarja ki, tehat a 3-dimenzids konvex poliéderekhez tartozo racspontok tartoményaa P =
a N b halmaz. Steinitz eldbb emlitett tétele mutatja meg, hogy a két halmaz valdjaban

egybeesik. (7. abra)



24.

aNb

7. abra: A poliéderekhez tartozo rdacspontok tartomanya

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a 2.2 pontban igazoltak szerint az altalunk vizsgalt
poliéderek épp az elsd feltétel alsd korlatjanak felelnek meg, hiszen minden csucsuk
fokszama 3. Igy ezen poliéderekre az E=3/2V egyenléség valik igazza, amelyet az
eléz6ek szerint az Euler [8] tételbe irva épp az f := F = 2V — 4 egyeneshez, az

egyszerl poliéderek racspontjait tartalmazé egyeneshez jutunk (8. abra).

F

8. abra: P; sorozat helyzete a Poliéderek tartomanyan
P; ,,alosztalyai”:

Definicié: Nevezziink a P; sorozat P; és Pi+; poliéderek kozotti elsd alosztalyanak egy
olyan poliédert, amely P; egy csicsanak a csonkolasaval jon létre. Hogyha P; egy
tovabbi csucsat is csonkoljuk (vagyis egy olyan csucsot, amit nem az els csonkolas
hozott 1étre), egy P;és Pi+; poliéderek kozotti masodik alosztalyhoz jutunk. Hasonloan,

hogyha P; egy csucsat kivéve minden csticsarol levagtunk gulakat, akkor egy (Vi-1)-
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2.6.

edik alosztalyhoz jutunk. Két alosztilyt az kiilonboztet meg egymadstol, hogy

létrehozasahoz hany csucs csonkolasara van sziikség.

P; alosztalyai az F-V sikon:

Allitas: A P; sorozat i > 1 elemei kozotti alosztalyok a 3d poliéderek tartomanyanak

(f) hatarol6 egyenesén talalhato 6sszes F-V racspontot kitoltik.

Igazolas: A 2.2. éllitasban belatottak szerint barmely cstucsbol, amely csonkoléds soran
jott Iétre, harom ¢l indul ki. Az Gjabb csonkolasi ciklus soran, minden csticsbol levagva
egy-egy tetraédert (mivel a definicio szerint csak tetraéderek levagésa lehetséges) csupa
harom fokszamu csucs keletkezik. Az igy 1étrejovo alakzat tehat szintén az f'egyenesen
taldlhaté (8. abra). Az A&llitds igazoldsdhoz azt kell beldtni, hogy egyetlen csics

csonkolésa épp a hatarold egyenes soron kdvetkezd racspontjdba juttatja a poliédert.

Hogyha egy csucsrdl, amelynek fokszama 3, levagunk egy tetraédert, a 1étrejovo alakzat
lapjainak szama épp eggyel nd (mintha egy csucs helyére egy lapot illesztenénk), az j
lap hdromszdg, de mivel egy csticsot eltavolitottunk, a csucsok szama csak kettvel no.
Az eredeti élek kozil egy sem veszik el, de a vagasi sik haromszogében harom 1;j él

keletkezik.

Visszaidézve a 2.3. allitas igazolasanak végén bemutatott f := F = 2V — 4 hatéarold
egyenest, lathatd, hogy ennek meredeksége épp 2. Egész szdmokon értelmezett
figgvényként barmely cella utan F értékét eggyel novelve V értéke €pp kettével nd. Ez
a tavolsag épp megegyezik a Pi; poliéder egy csucsanak levagasa altal eldidézett

valtozassal.

Megjegyzés: A Py és P kozott a testfejlodés soran a csticsok fokszamatol és a csonkolas

sorrend;jétdl fliggden tobbféle utat jarhatnak be a testek.

A P;sorozat éleinek, csucsainak és lapjainak szamat leiré fiiggvények:

Allitas: A P; poliéder lapjainak, csticsainak és éleinek F;, Vi, és E: szama megadhato a
csonkolasi sor kiinduld poliédere élei szaméanak ismeretében. Ezen értékeket leird

fliggvények rendre a kovetkezok:

F,=E_,+2=3"1%E,+2
V;=2x3"1xE,
E; =3'+E,

10
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Igazolas: A csonkolas minden csucs helyére egy 1) lapot hoz létre, tehat F; = F;_; +
Vi_1. A csucsok és lapok szdmanak 6sszege pedig az Euler formula [8] (E = F +V —
2) szerint E;_y + 2 = F;_; + V;_; = F;. A csonkolas minden vagasban annyi 01j csucsot
hoz 1étre, amennyi az eredeti csucs fokszama volt. Egy poliéder cstucsainak
osszfokszama épp kétszer annyi, mint az éleinek szama, tehat: V; = 2 = E;_,. Igy az
Euler képletszerint E; = F; +V; =2 =E;_; + 2+ 2+ E;_; —2=3*E;_; = 3" % E,.
Vagyis

E; = 3' % E,
F,=3"1%E;+2,
V;=2x3"1xE,

Lathatd, hogy az iménti kifejezésekben bal oldalon a keresett értékek, jobb oldalon

pedig csakis a kiindul6 poliéder éleinek szdmara vonatkozo Eo valtozo szerepel.

P; sorozat lapjainak atlagos cstcsszama:

Allitas: A P;, i— oo poliédersorozatban a poliéderek lapjainak atlagos csticsszama 6-hoz

tart.

[

A

DY
R

9. abra: Kezdetben harom fokszamu csucs négy csonkolasi ciklus utan

A

Igazolas 1: A P;poliéder lapjait attdl fiiggden, hogy hanyadik csonkolas hozta dket 1étre
szintekbe sorolhatjuk. Tartozzon ez alapjan 0-s szinthez minden olyan lap, ami a Py

kezdeti poliéder lapja volt, az 1-es szinthez azok a lapok, melyeket az els6 csonkolas

11



hozott létre, a 2-es szinthez, amely lapokat a méasodik csonkolaskor, és az i-edik szinthez
azok a lapok, melyek az i-edik csonkolaskor jottek létre. A 9. abran egy 0-s szintd
haromszoglap csonkolasabdl szarmazo lapokat lathatjuk, melyben egyre sotétebb
sziirkére vannak szinezve azok a lapok, amelyek késébbi csonkolas eredményeként
jottek 1étre: a 0-s szinthez tartozik a kozépsdé 24-szog, az egyes szinthez a 3 Kkicsit

sotétebb 12 szog, a harmas szinthez pedig a 27 darab kis fekete haromszog.

Mivel az els6é csonkolas altal 1étrehozott 1j csticsok fokszdma hdrom, a mésodik szint
lapjai a P> poliéderen csak haromszogek lehetnek. A tovabbiakban egy F ' mésodik szintii
lap tovabbi csonkolasaival kapott lapok 0Osszességét F kornyezetének hivjuk. A
bizonyitas Otlete azon a megfigyelésen alapszik, hogy az igy keletkezd kornyezetek
paronként diszjunktak, melynek kovetkeztében a P; poliéder hatira eléall, mint a
masodik szintli lapok kornyezeteinek, valamint a nulladik és elsd szintii lapjainak
diszjunkt unidja. A kiilonb6z6é maésodik szintli lapoknak a kornyezete azonos
kombinatorikus tulajdonsdgokat mutat, mivel minden 2-es szinthez tartozd lap
cstcsainak szama azonos és azonos a csticsaik fokszama is. Igy a kiilonbz6 masodik
szintli lapok kdrnyezetei minden idOpillanatban azonos darabszamu és azonos atlagos
csucsszamu lapot tartalmaznak. Az igazolds soran el0szor bemutatom, hogy az i=1 ¢és
i=0 szintekhez tartoz6 lapok fejlédése a teljes poliéder lapjainak atlagos csucsszdmanak
hatarértékéhez elhanyagolhaté modon jarul hozza. Igy a P; poliéder lapjainak atlagos
csucsszdmat a 2-es szintrdl indulo, a 2-es szint minden lapjara nézve azonos fejlodési

sorokra kapott atlagérték hatarozza meg.

10. abra: P egy lapjan egy csucsanak csonkolasa
Ha P egy lapjanak egy csucsat levagjuk, akkor a 10. abra szerint a helyén a lapnak két

cstcsa lesz a vagas hatasara. Ha hasonldan a laphoz tartozo 6sszes csucson elvégezziik

a csonkolast, akkor igy megkétszerezziik a csiicsainak szamat. Ha pedig a keletkezett

12



csticsokat Ujra és ujra csonkoljuk, megallapithatjuk, hogy a laphoz tartoz6 csucsok

szdma 2’ nagysagrendben novekszik. (i a csonkolasok szdma)

Ahogy i — o0, az oldalak csucsszdmanak atlagaban a testfejlodés soran keletkezett 0j
lapok hatdrozzadk meg az atlagos cstucsszamot (nem pedig a kiindul6 lapok csticsainak
sokasodasa), mivel az 0j lapok szama 3’ szerint (1d. 2.5. Allitas), mig az eredeti lapok
csticsainak szdma csak 2’ szerint novekszik. A P poliéder n fokszdmi cstcsainak
csonkolasakor n-oldali sokszogek lesznek az 0j lapok (4. dbra), tudjuk azonban, hogy
i>1 esetén a fejlddési sorban a P; poliédernek kizardlag harom fokszami csticsai vannak,
vagyis a masodik csonkolastol kezdve csak haromszdgek lehetnek a keletkezett lapok.
Ezek miatt a lapok atlagos csucsszamanak meghatarozasdhoz elegend6 6sszeszamolni,
hogy egy haromszdglapbdl kiindulva milyen 1) lapok keletkeznek, és hogy ezeknek

hany csucsa van.

A 11. abran azt mutatja, hogy P; egy tetszOlegesen valasztott 2-es szintli lapjanak

kornyezetében milyen 0j lapok alakulnak ki.

i szint 2 szint 3 szint4 szint 5 szint i
lap szogei| db| lapszogeil db) lapszogei| db| lapszogei| db]...| lap szogei db
2 3 1
3 6 1 3 3
4 12 1 6 3 3 9
5 24 1 12 3 6 9 3 27

] 3*27(-2) 370)B*2A(-2-1) 302)B*24(1-3-1) 37(2)] 3*2A(-5)[37(3)]...|  3*2A(-) 34(-2)]

11. abra: Tablazat az uj lapok szamarol, és azok csucsairol

A 11. 4bra tablazatanak utolsé sora i, mint valtozé értékével kifejezve mutatja meg a
darabszamokat és a lapok csucsainak szamat, ha egy csucs kornyezetét figyeljik.
Lathato, hogy mig a csicsszamok értéke szintenként a felére csokken, addig a hozzajuk
tartoz0 darabszam szintenként a haromszorosdra nd. Az adott kérnyezethez tartozé
lapok csucsszamainak darabszamok szerinti sulyozott atlagat felirva a kovetkezd

képlethez jutunk:

Z;:Z 2i—n % 3n—1

i n-2
n=23

)

ahol a kifejezés szdmlaloja a lapok csticsai szaménak és a darabszamok szorzatainak

Osszegére vonatkozik, mig a nevezOben a darabszdmok Osszege talalhatd. Megmutatjuk,
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2.8.

hogy ezen kifejezés hatarértéke 6, ha i— co: Ha a szamlalobol kiemeliink 2¢ * 3-at, akkor

jol lathatd, hogy a szamlalo és a nevezo is egy-egy mértani sorozat 0sszegének felel

meg:
i1
4
2i*3*7—_1—2i*3*t
3i-1—1 3i-1—1"
2

Ha ennek a kifejezésnek i— oo hatdrértékét vizsgaljuk, akkor lathatd, hogy a tort
szamlalojaban és nevezdjében is megjelend legnagyobb szamossagu tag 371, amelyek

hanyadosa hatarértékben 1. Hasonldéan a szamldloban és a nevezOben is megjelend

;—_1 tagok hanyadosanak hatarértéke 2, igy a teljes kifejezés hatarértéke 6.

Igazolas 2: Ha a P; poliéder lapjait nem egyesével, hanem a teljes poliéder 6sszes lapjat
egylitt kezeljiik, akkor az allitds sokkal egyszeriibben is belathato. A poliéderek
lapjainak azonos szamu csiicsa és ¢éle van. Igy elegendé megvélaszolnunk azt a kérdést,
hogy atlagosan hany ¢l hatarolja P; lapjait. Mivel minden ¢l egyszerre két lapot is
hatarol, minden egyes ¢élt kétszer kell szamolni, hogyha lapokra vonatkozo értéket
keresiink. Igy a keresett atlagos értéket megkaphatjuk, ha 6sszeszamoljuk a P; poliéder
Osszes lapjat, és ezzel elosztjuk P; élei szamanak kétszeresét. Felhasznalva a 2.6-0s

allitasban F; -re és E; -re kapott értékeket:

2E; 2x3'xE,

F,  31xE, +2

Lathato, hogy a kifejezésben i értékének novelésével a linedris tag elhanyagolhatéan

kicsivé valik, igy a szamlalo €s a nevezd hanyadosanak hatarértéke €pp 6.
A P; sorozat fraktal jellegii tulajdonsagai:

A dolgozat mésodik része alapvetden a P; poliéder lapjai, ¢élei és csticsai szdmanak
valtozasarol szolt. Nem szorul magyarazatra, hogy elméletileg a csucsok csonkoléasa
végtelen sokszor megismételhetd egymas utan, azonban az eredeti Py poliéder
méreteihez képest a levagott gulak (ahogy i értéke nd) elhanyagolhatoan kicsik lesznek.
Hogyha a kialakul6 lapszerkezetet jellegzetességeire koncentralunk, minden csucs egy

kornyezetében egy sajatos szimmetriat, szabalyossagot figyelhetliink meg:
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12. abra: i=3 -szor csonkolt poliéderek sikbateritett lapszerkezetei

A 12. é4bran pirossal kiemelve egy-egy kezdetben harom fokszdmua cstcs egy
kornyezetét lathatjuk tobbszori csonkolas utan. A lapok szerkezetében megjelend
szimmetria oka az, hogy a csonkolési algoritmus mindig hdrom fokszamu csucsokat hoz
létre, amelyek kornyezetére kombinatorikai szempontbdl azonos fejlodés jellemzo

(2.6).

Emiatt az m-edik szintrél (m>1) és az (m+k)-adik szintrdl kiindulva is egyforma
kombinatorikai jellemz6ket kapunk. Igy azt mondhatjuk, hogy a szintek indexétél
fliggetlen tulajdonsdgokkal rendelkezik a csucsok egy kornyezetében kialakuld
lapszerkezet. Mashogy megfogalmazva a lapszerkezet végteleniil nagyithato, a
megfeleld részeire kozelitve mindig azonos lapszerkezetet lathatunk majd. Ezek

fraktalokra jellemzd6 tulajdonsagok.

13. abra: A Leibniz — pakolas
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Fractal foam embedded at a vertex of a system of larger ells. For this case we=4 and there
are 5 levels.

14. abra: Sikbeli hab fraktal

.ﬁ
M

L

15. abra: Négyszer csonkolt csucs kornyezete

Megjegyzés: ha csak egy csucs kornyezetében kialakuld lapszerkezet tulajdonségaira
koncentralunk, egy nagyon erds vizualis kapcsolatot vehetiink észre a Leibniz-
pakolasnak [7] is nevezett kétdimenzids korokbdl allo fraktallal (13. dbra), amely Ggy
all eld, hogy harom nagy kor kozé apolloniusi kort illesztiink, majd azok hézagaiba
szintén Ujabb kis koroket és igy tovabb. A Thomas Herdtle és Hassan Aref altal vizsgalt
sikbeli hab-fraktalokkal [2] szintén nagyon hasonld szerkezetet mutat a P; sorozat,
amely annyiban kiilonbozik a Leibniz-pakoléstdl, hogy nem kordk alkotjak, hanem a
habokra jellemzd buborékok (14. 4dbra). Ilyen hab-fraktalokat lathatunk a természetben

példaul a sords korso falan 16.4abra).
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16. abra: Leibniz — pakolasra emlékezteto alakzat sér habjaban

Vera Roshchina, Tian Sangyand és David Yostz [3] cikkében konvex halmazokat
kerestek grafokra emlékeztetd tulajdonsagokkal. Ebben a cikkben szerepel egy olyan
gombi graf, amely a Leibniz pakolas haromdimenzios megfeleldje (18. dbra) Egy gomb
¢s egy tetraéder athatasabol szarmazik: a tetraéderbe gombot illesztiink, hogy a tetraéder
¢lei érintik a gdmbot, majd eltavolitjuk a gomb tetraéderen kiviil esd részeit. Az igy
keletkez6 korokhoz olyan koroket illesztiink, amely mindig €rint a korabbi korok koziil
harmat. Ha az Aaltalunk vizsgéalt poliéderek lapszerkezetét harom dimenzidban
szemléljiik (17. abra), meghdkkentd hasonlosagot tapasztalunk az emlitett fraktalrol

készilt abrazolasokkal is.

17. abra: Csonkolt alakzat lapszerkezete harom dimenzioban
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18. abra: Haromdimenzios Leibniz — pakolas

A P; SOROZAT METRIKUS TULAJDONSAGAI

A tovabbiakban a P; sorozat metrikus tulajdonsdgainak vizsgalatat olyan esetekre
szlikitjiik le, melyekben a csticsbol kiinduld éleket egy adott A ardny szerint szeljiik el
mindkét végiiktdl kiindulva. Feltételezziik azt is, hogy az 6sszes csucs levagéasa azonos
idopillanatban torténik, igy 4 <//2. Hogyha a csonkolasi arany 2 vagy ennél nagyobb
érték, akkor degeneralt alakzatokat kapunk, amelyekre nem igazak a masodik részben
megfogalmazott allitdsok (példaul a 19. abran lathato tetraéder éleinek A = '2 arany

szerinti csonkolasabol szarmazd csonkolasi sor lapjai teriiletének hatarértéke 0, és a
csticsok fokszama 4 lenne). A 19. abran lathatunk egy tetraéderen elvégzett A = % arany

szerinti csonkolasi sort. A jobb oldalan talalhaté format dsszehasonlitva a 17. abraval

nyilvanval6 az er6teljes vizudlis kiilonbség.).

A-.. @ 9

19. abra: Tetraéder csonkolasa, ha .=1/2

Noha ezen vizsgalati mod szabalyossa teszi a P; sorozat fejlodését és igy nagyban
leegyszeriisiti metrikus tulajdonsdgainak vizsgalatat, azonban geometriai szempontbodl
nem teljesen ellentmonddsmentes, mert a Py poliédernek lehetnek olyan cstcsai,
amelyekbdl haromnal tobb ¢l indul ki. Ezek koziil, ha harmat A ardny szerint

csonkolunk, az 4ltaluk kijelolt harom pont definidlja a csonkolas sikjat, a negyedik (és
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3.1.

otodik, ... stb.) élnek a A arany altal meghatarozott pontja nem feltétlen esik mar ebbe a
sikba. A kovetkezd bekezdések egyes részei tehat csak akkor igazak a teljes poliéderre,
ha >/, vagyis a vizsgalt poliéder mar legaldbb egyszer csonkolt (vagy az Osszes

csucsanak fokszama 3).

A Pi sorozat éleinek fejlodése:
Allitas: A P;, i— oo sorozat esetén a hataralakzat éleinek hossza 0.

I'_1

Li
1] 12 L6 E--- &

20. abra:P egy élenek fejlodése a csonkolasi ciklusok hatasara
Igazolas: Az allitas igazolasdhoz elegendd a P poliéder egy ¢€lének hosszvaltozasat
vizsgalni, mivel a kiindul6 hossztdl fiiggéen ez a valtozas minden élre nézve azonos.
Legyen a vizsgalt ¢l kiindul6 hossza /ly, a vagas utani hossza pedig /s, o, ... l;, a vagasi
arany pedig 1 < % . Amennyiben A arany szerint vagjuk le a kivalasztott szakasz végeit,

akkor a levagott kiils6 szakaszok hossza ' = [ * A, a k6zépen marado6 szakasz hossza
pedig 1 =1y —2A% 1y =1y(1 —21) lesz, a kovetkez6 csonkoladsi Iépésnél [;
ugyanekkora hanyada marad meg: [, = [;(1 — 21) = [,(1 — 21)2. Hogyha pedig i -
szer csonkoljuk a csucsokat, akkor a kézépen maradé szakasz hossza [; = [5(1 — 22)".

Mivel [y értéke konstans és /-24 <[ ezért a kifejezés hatarértéke:

i—o0

Igazolas 2: Hasonldan szemlélhetd ugy is a folyamat, mintha a csonkolt szakaszok

hosszainak 0sszege €pp az €l hossza lenne. Az elsé vagasban levagott szakaszok hosszai
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3.2

a kovetkezok: 1" = [pA = [;_1A . A mésodik vagasban az els6 vagas altal kozépen
meghagyott részr6l tavolitjuk el A -szoros aranyt részeit: I, = Al; = A 1y(1 — 24).
Hasonloan, a harmadik vagaskor az [, hosszu szakasz A-szoros aranyu részeit tavolitjuk
el: 15 =21, = 21,(1 — 22)%. Az i-edik vagaskor pedig [; = A1 ;_; = 1 1,(1 — 22)¢71
hosszl szakaszokat tavolitunk el. Lathatd, hogy az [; sorozat értékei egy mértani sorozat
tagjai, amelynek els6 tagja A = [, kvociense pedig (1 — 24). Az allitas igazolasahoz az
l; sorozat 6sszegének i — oo hatarértékét kell meghatarozzuk. Figyelembe véve, hogy

(1-21) <1

2

i—oo

>0 i

(1-20"-1\ I
(1—21)—1)

Az itt kapott érték az eredeti kiindul6 €élhossz fele. Mivel azonban a kiindul6 €It mindkét
végén csonkoljuk, az eltiintetett ¢élhossz a két sorozat hosszainak Osszege, amely
21y/2 = l,, azaz maga az élhossz. gy azt mondhatjuk, hogy a kiindul él hosszanak

hatarértéke 0.

A lapok hataralakzatanak alakja:

Allitas: A P; sorozat lapjainak hatdralakzata kétoldali szimmetrikus csonkolassal nem

kor.

Igazolas: Annak, hogy kor legyen a hataralakzat, feltétele, hogy minden élének
megmarado, vagyis kozépsd pontja épp a kiinduld poligonba irhaté kor egy pontja

legyen, vagyis minden létrejovo Uj szakasz a beirhato kor érintdje legyen.
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21. abra: A lapba irhato kor érintésének feltételeirol

A 21. abréan egy a poliéder egy szabalyos sokszdg lapjaba beirt egységsugart kor 2¢
szOgére keressiik a 24 = a/(a + b) aranyt (ahol a + b = E,,_; /2), amelyet az é1bdl
lemetszve, és a létrejott végpontokat Osszekotve szintén kort érintd szakaszt, és ¢
kozépponti szogli szabalyos sokszoget kapunk. A nagy derékszogli haromszog egyik
befogodja az E,_; felezOpontjahoz huzott sugar, a masik befogo6ja pedig maga a fél él:
E,_1 /2. E haromszog atfogoja 1/cos(¢), melynek az egységkoron kiviilre esé szakasza
¢ = 1/(cos(¢) — 1). A kis derékszogt haromszogben a = (1/cos (¢p) — 1)/sin (¢) .
Ezzel felirva a keresett aranyt:

I
cos(¢)
a a sin(¢) _ 1—cos(¢p) 1

A= D @) sin@) /(cos(@)  sin(@) 1+ cos (@)

A kapott eredmény ¢ -t6l fliggd érték, amely azt jelenti, hogy minden lépésben mas A
aranyt sziikséges valasztani, hogy a 1épés eredményeként szabalyos sokszoget, a teljes
folyamat eredményeként pedig kort kapjunk. (példaként négyzet lapbdl kiindulva a 21.
abra mutatja, hogy lépésenként a képletbe helyettesitve milyen ¢ érték hoz létre

szabalyos (2n)-szoget.
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3.3.

A szabalyos 2¢ szoghoz
0.268 T T T T T T

0.266

0.264

0.262

A értéke

0.258

0.256

0.254

0.252

0.25 I I 1 1 — %
1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10
csonkolasok szama: |

22. abra: Négyzetbdl szabdlyos 2! -széget generdlé aranysorozat

Megjegyzés: a 3.2. allitds eredményeként kapott képlet hatarértéke, ahogy ¢ — 0,

d)lirol}r o A =1/4 mivel cos(0) = 1. Ez az eredmény szemmel kdvethetd a 22. dbran is.

A lapok hataralakzatanak teriiletérol:

Allitas: A lapok teriiletének hatarértéke meghatarozhato a A arany ismeretében.

23. abra: Az eltavolitott teriiletek szamitdsa egy csucs egy kornyezetében
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Igazolas: A hataralakzat teriiletének meghatarozasahoz alkalmazhatunk egy kiilsé és
egy belso kozelitést. A hataralakzatot kiviilr6l maga a csonkolasi sor kozeliti, beliilrdl
pedig az élek megmaradé pontjaira, vagyis a felezépontjaira feszitett sokszog teriilete.
H a lapnak egy levagott csucsat szemléljiik (23. abra), a vildgossziirke (1) alapja koti
0ssze a korabbi ¢élek felezdpontjait, a harmadik csucsa pedig az ujonnan 1étrejovo élen
helyezkedik el. Legyen a nagy haromszog teriilete T = 1 * M, ekkor a sotétsziirke
haromszog teriilete to = M = (21)? és a vilagossziirke haromszog teriilete Ty = M *
(1—-22), a bennmaradd két fehér hdromszogé pedig To—to — 79 = M * (24 —
(21)?). A kdvetkezd csonkolaskor a fehér haromszogek lesznek a nagy haromszogek,

amelyeket a kiilsd és a bels6 kozelités az el6z0 ardnyok szerint oszt szét.

A sotétsziirke és vilagossziirke haromszogek teriiletei egy-egy mértani sorozat tagjai,
amelynek kiindulé elemei # és t,, mig a fehér haromszogek teriiletaranyai a

kvocienseket adjak:

tO = (ZA)ZTo, qt = 2& * (1 - ZA)

1-21

Ezen sorozatok végtelen csonkoldsra Osszegezve S; = mTO és S; =

(2n?

mTO. Az eredményiil kapott sorozathatarértékek Osszege épp az eredeti

befoglald haromszog teriiletét (7y) adjak.
A t; sorozat Osszegképlete épp az “elkopott” részét adja meg az eredeti haromszognek,

tehat a kiindul6 nagy haromszog hataralakzatanak végleges teriilete az eredeti teriilet

(To) és S; kiilonbsége:

IimT; =(Ty(—S;) =Ty 1 (2/1)2 =T,S
ll)l?o l_(O(_ t)_ 0 _1_ZA+(ZA)2 — 10vYT

Megjegyzés: Hogyha ismert, hogy a teljes lap éleinek felezOpontjaibol alkotott poligon
teriiletének mekkora az aranya a teljes lap teriiletéhez képest, akkor az itt prezentalt

képlet segitségével meghatarozhato a lap teriiletének i — oo hatarértéke.

Az eredmény szemléltetésére példa lehet a legtobb abran szereplé négyzet kiinduld

lapként. Hogyha a kezdeti négyzet teriilete 1, akkor a kezdeti ¢élek felezd pontjait
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Osszekotd négyzet teriilete //2. Vonjuk ki a teljes lap kezdeti teriiletébdl az elkopott

részt. Ebbdla A = i - 21 = % aranyt behelyettesitve

i 5
llLrglo Ti,négyzet,1/4 =1- 2 * ( ) = 3

12
t3
A behelyettesitést tovabbi A értékekre elvégezve kapjuk a kovetkezd grafikont kapjuk:

négyzet hatarteriiletenek valtozasa -y szerint

0.95f e

09l ™

0.85[ \

0.8 | N

Teriilet
=
=~
wn
e

071 ™

0.65 N

AN

0.55 \

0.5

24. abra: Négyzet lap teriiletének valtozasa A fiiggvényében

A 24.4brén jol szemlélhetd, hogy amennyiben A — /2 (2 A —1) akkor a hataralakzat
teriilete tulajdonképp az eredeti élfelezd pontokat dsszekotd poligon teriilete marad.
Ellenben, hogyha A — 0, akkor az hatdralakzat teriilete tart az eredeti négyzet

teriiletéhez.

Megjegyzés: Az oldallapok végleges alakja fligg A értékétdl. A 25. abran prezentalt
abrasoron ol latszik, hogy egy négyzetbdl kiindulva, ahogy 4 csokken és a teljes eddig
bemutatott testfejlodés egyre inkabb P lapjainak sarkainak kornyékére korlatozodik, az
eredeti ¢lek egyre hosszabb id6 alatt tiinnek el, a két €l kozotti szogvaltozas nagy része
szintén az eredeti csucs kornyékén talalhat6. Emellett megfigyelhetjiik, hogy ahogy d
értéke csokken, vagyis 4 értéke nd, az eredeti lapok kozotti szogvaltozas jelentds része
periodikusan oszlik szét az eredeti ¢lek kozott, igy a hataralakzat csucsokra emlékeztetd
részekkel bir. E két irdnyvonal kozott kb. a A=1/4 ardnyhoz tartozo hataralakzaton
figyelhetjiik meg a leginkdbb folyamatos ivet, ennek a legkisebb az ivet korbejarva a

gorbiilet valtozasa.
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4.1.

Ez az érték nem véletlen, hiszen a 3.3-as pontban bemutatott indoklas szerint, ahogy n6
a csonkolési szam, ugy a A=1/4 arany esetén a 1étrejovo 11j élek hossza épp a szabalyos
sokszOgek élhosszaihoz kozelitenek. Vagyis minél tobbszor csonkoljuk az oldallap

csucsait ezen arany szerint, egyre ,,tokéletesebb” ivet kapunk.

sk Lag ool lag
ds 215 i dwy

Crordioh Lep Caonbodt lap Caonibeh e
dsi duds das

Cocrko lap Crankon ap Coonhelt g
ey . i

25. abra: Négyzet lap hatdaralakzatai A=1/d szerint
A DUALIS SOROZAT BEMUTATASA

A P’; dualis sorozat:

Definicio: Legyen Py egy konvex poliéder, lapjainak szdma Fy, csticsainak szama Vy és
¢éleinek szdma Ey. Elsd 1épésként illessziink Py minden lapjahoz egy-egy olyan kicsi
gulat, hogy az igy keletkezd P’; poliéder, amely lapjainak, csticsainak és éleinek szama

rendre F"’;, V1 és E’;, szintén konvex maradjon. A P’ poliédert P’; minden lapjahoz
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4.2

gulat illesztve kapjuk. Az igy 1étrejovo poliéderek lapjaihoz jabb és ijabb kis guldk
illesztésével all eld a P’ poliéder, amely Py minden lapjahoz i-szer illesztett
tetraéderekkel all eld, és mely lapjainak, csucsainak és €leinek szdmat rendre az F’;,
' es E’; szimbolumokkal jeloljiik..

Megjegyzés: A guldk tulajdonsdgai miatt a P’; sorozatban 1étrejové 1j lapok mind
haromszogek, tehat a P’;sorozat i>1 tagjai szimplicialis poliéderek. Igy a P’; sorozat i>1
tagjaira egyenldségként teljesiil a 2.3-as pontban bemutatott b: F > %V + 2 feltétel,

hiszen ezen poliédereknek mar minden lapja haromszog. Igy jutunk a P’; sorozathoz
rendelt (F’;,V’;) szamparokat tartalmazo, a haromdimenzids poliéderekhez rendelt

racspontok tartomanyat hatarolo egyeneshez, amely v : F = 2V — 4.

F

26. abra: P’isorozat az F-V osztdlyok kozott

A P’; sorozat lapjainak, csucsainak ¢és éleinek szamat leiro fiiggvények:
Allitas: A P’;sorozat F;, V', E’; értékeit leir fiiggvények a kovetkezok:
E'; =3'%E,
V'i=3"1%Ey+2
F'j =2x3"1 % E,

Igazolas: A P’-t definial6 algoritmus minden lap helyére egy cstcsot illeszt. Igy V'; =
F'i_1 +V',_4, ez az érték, felhasznalva az Euler formulat [8], V/ = E';_; + 2. Az
eredeti lapok helyén annyi Uj oldal keletkezik, ahdny ¢l hatarolja a lapokat. Mivel
minden él két laphoz tartozik, ezért F'; = 2 « E';_,. E két értéket visszahelyettesitve az
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4.3.

4.4.

Euler tételbe az E,i = F,i + V,i — 2= E,i—l +24+2x E,i—l =3 % E’i—l = 3i * EO
egyenlOséghez jutunk. Ezzel kifejezve az F'’; és V; értékeket:

V', =2x3"1xE,
F'i =231 xE,
E! =3« E,.

P;’ ,,alosztalyai”:

Definicio: Nevezziink a P;’sorozat P;’és Pi+; poliéderek kozotti els6 alosztalyanak egy
olyan poliédert, amely P;’ egy lapjahoz illesztett gula hozzdadasaval jon l1étre. Ha P;’
egy tovabbi lapjahoz is gulat illesztiink (vagyis egy olyan laphoz, ami nem az elsd
alosztaly létrehozasakor keletkezett), egy P’ és Pi+;’ poliéderek kozotti masodik
alosztalyhoz jutunk. Hasonl6an, hogyha P;’ egy lapjat kivéve minden lapjahoz illesztiink
gulakat, akkor a (F;" — 1)-edik alosztalyhoz jutunk. Két alosztalyt az kiilonbdztet meg

egymastol, hogy létrehozasahoz hany laphoz illesztettiink gulat.

A P’; sorozat alosztalyainak helyzete az F-V sikon:

Allitas: A P’;sorozat i>] tagjai kozotti alosztalyok a v egyenes minden P’; és P’i+s

kozotti cellajat kitoltik.

Igazolas: A v egyenes (4.2 Allitas: v:F = %V + 2) meredeksége 2. Mivel egész

szdmokon értelmezett fliggvényrél van sz, ahhoz, hogy az egyik cellgjabol a
kovetkezObe lépjlink, a lapok szdmanak kettovel kell ndvekedni, mig a cslicsok

szamanak eggyel.

Ha egy laphoz egy tetraédert illesztiink (4.1 miatt csak ezt tudunk), akkor ez a miivelet
a csucsok szamat eggyel noveli (az alaplap harom csticsa korabbi lapokhoz illeszkedik,
csak a tetraéder csticsa képez Uj csucsot), a lapok szama kettdvel novekszik (a tetraéder
alapja eltakarja a poliéder egy lapjat, de harom u0j lap jon létre), az élek szama pedig
harommal nd (az eredeti laphoz illeszkedd éleken kiviil harom éle van a tetraédernek).
Vagyis egy tetraéder illesztésébdl szarmazd csticsszam- €s lapszam-valtozas €épp azonos

az egyenesen keresett értékekkel.
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OSSZEGZES:

¢s P.L. Krapivsky kopasmodelljének geometriai megfeleldje. A csonkolési 1épések altal
létrehozott  P;  poliédersorozat  elemeinek kombinatorikus  tulajdonsagairdl
megallapitottam, hogy F; — V; osztalyokba sorolva, a 3-dimenziés konvex poliéderekre
vonatkozd Steinitz-tétel szerinti lehetséges osztalyait tartalmazo siktartomany egy
hatarol6 egyenese hordozza a P; sorozat i > 1 tagjait, amelyek egyszerii poliéderek:
csucsaik fokszdma 3. Megmutattam, hogy P; lapjainak és cstcsainak szadma kifejezhetd
a kiindul6 Py poliéder élei szamanak ismeretében, hogy a csonkolési ciklusok szamanak
novekedésével 1étrejovo uj lapok rendszere fraktalokra jellemzé tulajdonsagokat mutat,

¢s hogy ezen 1j lapok atlagos csucsszamanak hatéarértéke 6.

A dolgozat masodik részében a csonkol6 algoritmus olyan specialis eseteit vizsgaltam,
amelyben a csonkolt poliéder €éleit a csonkolasi algoritmus egy rogzitett A arany szerint
szeli. Az igy kapott poliéderekrél bemutattam, hogy éleik hosszdnak hatarértéke a
csonkolasok (i) darabszdmanak novekedtével 0-hoz tart. Megmutattam, hogy nem
1étezik olyan rogzitett A érték, amely a csonkoldsok soran kor vagy szabalyos sokszog
oldallapokat hozna létre, végiil bemutattam, hogy a A aranytol fiiggden az eredeti

oldallapok mekkora része tlinik el a csonkolasok soran.

A dolgozat végén bemutattam a kombinatorikai szempontbdl dudlis folyamatot, amely
szimplicialis poliédereket hoz létre a P, kezdeti poliéder lapjaihoz ismételten gulak
illesztésével. E sorozatrdl megmutattam, hogy az altala létrehozott P/ poliéderek
lapjainak és cslicsainak szdma kifejezhetd a kiinduld poliéder élei szamanak
ismeretében, tovabba azt, hogy a P’ sorozat i>1 tagjai a 3-dimenzids konvex
poliéderekre vonatkozd Steinitz-tétel szerinti tartomanyéanak egy hatarold egyenesére

kertilnek.

A dolgozat eredményei csupan szemelvények a csonkoldsi és a tetraéder-illesztési
algoritmusok altal létrehozott testek tulajdonsagairdl: tovabbi vizsgalatok
eszk6zOlhetOk els@sorban a réviden bemutatott P’; sorozat metrikus és kombinatorikai
tulajdonsagairdl, a P; sorozat fraktal jellegli tulajdonsagairdl és annak tovabbi metrikus

tulajdonsagairdl is.
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