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Absztrakt

A kdzetek alakfejlédésének vizsgalataban az egyik legalapvetébb folyamat a kopas jelensége.

Hogyha ki tudnank mutatni 0sszefliggést a kopds és az egyensulyi helyzetek szamdanak alakulasa
kdzott, nagy mérfoldkd lenne, hiszen ezutdn az visszahathat a tovabbi kopas mddjara, és igy talan
jobb ralatast nyerhetnénk erre a teljes, hosszabb folyamatra. A kopas sordan megfigyelhetd,
hogyan valtozik a kézetek lapossaga, illetve van olyan modell, amely kdzvetlen 6sszefliggést
mutat ki a sUrlddas mértéke és a kovek lapossaga kozott [1]. Ezért, mint kdnnyebben megfoghatd,
és kisérletekkel jobban vizsgdlhatd tulajdonsag, most altaldnosan a lapossagbdl szeretnénk
kovetkeztetést levonni az egyensulyi helyzetek szamadra vonatkozdan.

Dolgozatunkban egy sikbeli modellt vizsgdlunk oly mddon, hogy véletlenszer(i alakzatok
izoperimetrikus aranyat és egyensulyainak szdmat szamitjuk. Modelliink diszkretizalt ives
alakzatokat vesz alapul, igy ezeken nem csak az alapvetd, poligonokndl értelmezett stabil
egyensulyokat vizsgalhatjuk, hanem az ivességhdl kovetkez6en két mas fajta egyensulyt is
definialunk [2].

Bemutatjuk, hogy affinitds hatdsara hogyan valtozik az izoperimetrikus arany, illetve az egyensulyi
helyzetek szama. A készitett statisztikak alapjan megfigyelést tesziink utébbi kettd tulajdonsag
kapcsolatdra, miszerint, statisztikus értelemben az egyensulyi helyzetek szama az izoperimetrikus
arany monoton flggvénye.

Bar modelllink sikbeli, igy gondoljuk, az eredmények inspirdlhatjak a 3 dimenzids vizsgalatokat
is. Eredményeinket jé egyezést mutatnak kavicsok mérési adataibdl szamitott értékekkel [3].

A szamitasokat MatLab programokkal végeztik, melyek miikodési elvét a dolgozat részletesen
bemutatja.
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1. Bevezetés

Ez az iras része egy hosszabb, kézetek alakfejlédésével foglalkozé kutatémunkanak, melybdl a
tavalyi évben mar sziiletett egy TDK dolgozat [7]. Utébbiban kézetek aprézddasaval foglalkoztunk,
mely az alakfejlédés kiinduld |épésének tekinthet6. Egy madsik fontos részfolyamata az
alakfejl6désnek a testek kopdsa. K&zetek kopdsa esetén alapvet6en két jelenséget
kiilonboztetiink meg, az Utkdzéses, illetve a surléddsos kopdst. Az (itk6zéses kopds viszonylag
tobbet kutatott téma, melynek alapvet6 Osszefliggéseit mar leirtdk, am a surléddsos kopasrol
jelenleg Iényegesen kevesebbet tudunk.

Mostanaban tdbb cikk foglalkozott ezzel a témaval [4][5], s mi is a surlédasos kopas vizsgalatdhoz
szeretnénk egy lehetséges modellt bemutatni, s tanulsagokat levonni belGle.

Mint eddigi kutatdsaink soran is, az alakzatokat itt is alapvet6en egyensulyi helyzeteik szamaval
probaljuk jellemezni, s ennek fejl6dését vizsgaljuk a tobbi tulajdonsag figgvényében.

Modelliink sikbeli, bizonyos szempontbdl véletlenszer( alakzatokat vizsgal, melyben kiszamitjuk
az alakzatok jellemz8 tulajdonsagait — egyensulyok, lapossdg, - s ezek kozott probalunk
Osszefliggést megdllapitani. Az eredményeket 0Osszevetjiik valds kovek mérésére alapuld
statisztikakkal. A megallapitott Osszefliggésekbdl probalunk kovetkeztetni a 3 dimenzids eset
Osszefliggéseire is.

Az szamitasokat Matlab programozasi nyelven hajtottuk végre, az algoritmust, melyet
alkalmaztunk, alabb részletesen kifejtjik.



2. Az algoritmus Kifejtése

ElGszor felvesziink egy bizonyos szempontbdl véletlenszer( sikbeli modellt, majd ennek és affin
transzformaltjainak tulajdonsagait vizsgalva készitlink statisztikakat.

2.1. Az alakzatok halmazanak létrehozasa

2.1.1. Véletlenszer(i alakzat felvétele
Az alakzatot oly mddon vesszik fel, hogy koérvonala az alabbi Fourier-sor poldrkoordinata-
rendszerben valé dbrazoldsa legyen. A korvonal folytonossagat garantalja, hogy a fuggvény 2m
hosszu ciklussal rendelkezik.

(@) = ag + a, cos(@) + a, cos(2p — @;) + az cos(3@ — @3) + as cos(4p — @,)
+ as cos(5¢ — @s) + ag cos(6¢ — @g)

Ebben az egyenletben a, =1, a; =0, ¢ a valtozd, ¢, véletlenszer(i konstans [0, 2pi]
intervallumrdl, a; pedig egy véletlenszer( konstans a

[o.74]
"kZ2+1

intervallumrol.

Haromféle alakzattal dolgoztunk, a szerint, hogy az elsé 4, 5, illetve 6 Fourier-taggal szamoltunk,
de lathatjuk majd, hogy ez nem okozott kiléndsebb kilonbségeket a kisérleti eredményekben.

Lemma: Amennyiben egy tag van, belathatd, hogy az eredmény ily médon megvalasztott
konstansok mellett konvex lesz.

Bizonyitasvazlat:
Polarkoordinatdk esetén igy szamitjuk ki egy fliggvény el6jeles gorbiletét:

re+2r'2+r-r"

k(0) =

)

3
(rz+1r'?)2
mely az értéke abban az esetben lesz pozitiv, ha a gorbe konvex. Itt a mi esetiinkben

r(@) =1+ a,cos(k-6),

melyet a 8 = % helyen vizsgalunk, hiszen itt a legnagyobb a fliggvény masodik derivéltja, azaz itt

a legnagyobb a fiiggvény ,,homorusaga”. igy a k > 0 egyenl6tlenségbdl levezethetjiik, hogy az
alakzat akkor lesz biztosan pozitiv, ha



1
1+ k2"

akS

Ez alapjan valasztottuk meg ai-k értékét, am ebbdl még nem kovetkezik, hogy tébb
Fourier-tag esetén is konvex lesz az alakzat. Ha tobb tag van, az adott a; -k megfelel6en
nagyok, és a faziseltolédasbdl addéddan pont egy helyre esnek a tagok ,homorubb”
részei, kialakulhat konkav alakzat is. Ezeket a vizsgdlat soran elvetjik.

Ezutdn az alakzatot diszkretizaljuk, sz0g szerint egyenletes eloszlassal, a 2m-s
intervallumot 100 egyenlG részre osztva. Az igy kapott sokszog P.

2.1.2. A transzformacio

P alakzatot ezutdn a vizszintes tengelyre merdleges 1. 4bra
iranyban megnyujtjuk 1,1%4-nal, A fut -50...50-ig. (1,1%° ~

117) Ez az alakzat szempontjabdl véletlenszer( iranynak | A Kiinduld P alakzat, és

mindsiil, hiszen az dsszes hasznalt Fourier-tagban szerepel 4 transzformaltja

véletlenszer( faziseltolas. Ezekbdl a poligonokbdl alakul ki

a vizsgalando alakzatok halmaza. (1. dbra)

2.2. A vizsgalt tulajdonsagok
A lapossagot kétféleképpen fogjuk vizsgalni, egyrészt az izoperimetrikus ardnyt, masrészt a
legkisebb oldalaranyu befoglalé téglalap oldalaranyat szamitjuk ki.

2.2.1. Izoperimetrikus arany — I
T * 4m
[ =
K2

Az izoperimetrikus aranyt az alakzat teriletébdl és keriiletébdl szamoljuk. Ertéke azt mutatja,
hogy az alakzat mennyire hasonlit a kérhdz. Kér esetén az értéke 1, egyéb esetben a [0,1]
intervallumra esik, minél laposabb egy alakzat, annal kisebb lesz I.

2.2.2. Legkisebb oldalaranyu befoglalé téglalap oldalaranya és szoge — ¢, y
Korbefordulva a [0, ] intervallumon, minden irdnyban megnézziik az adott irdnnyal parhuzamos
oldalt minimdlis befoglal6 téglalap oldalaranyat, oly mdédon, hogy

. (ai bi)
C;i=min|\—,—
t bi,ai ’

s ezek koziil kivalasztjuk a legkisebbet, ez lesz c. Az a sz6g, amelynél ez a legkisebb c; el6fordult,
lesz y, azaz ez a vizszintes tengelyt6l valo eltérés iranyitott szoge, értéke [0, ] kozott lehet.



2.2.3. Egyensulyi helyzetek szama

Alakzatok egyensulyi helyzetek szamdanak szamitasahoz
sziikséglink lesz az alakzat konvex burkara, valamint
sulypontjanak helyzetére. Mivel csak konvex alakzatokkal
foglalkozunk, a konvex burok adott, a sulypont helyét
pedig kiszamitjuk. Ezutan megfogalmazhatunk haromféle
egyensulyi helyzet definiciét aszerint, hogy sokszogként,
vagy ives alakzatként tekintlnk ra.

r.

i+1
.. 77 7 7 . .. . /w\ vr
A kovetkezd képletekben s; az dbra szerint a sokszog egyik 2. 3bra
oldalat, mig r; a sulypontbdl az oldal kezdépontjaba r sugér- és s oldalvektor P
mutatd sugarat jeldli. (2. dbra) .
= sokszogon

2.2.4. Poligonegyensuly - S,

Poligonegyensuly szerint akkor tekintem stabil egyensulyi helyzetnek AB oldalt, hogyha az SP
sulypont vetiilete az AB oldal egyenesére az AB szakaszon belilre esne.

(risi) - (1ig18) <0

2.2.5. Szimmetrikus egyensuly - S¢,imm
fves alakzatok esetén vizsgalhatjuk azt, hogy mikor billeniink at azon a bizonyos ponton, amikor
egy pontban az érinté merGleges a sugdrra. Ennek megfelel6je diszkretizalt alakzaton, ha a
sulypontbdl a csicsba mutatd sugar és az oldal szogét vizsgaljuk:

(risi) - (1i41Si+1) <0

2.2.6. Sima egyensuly - Sgina
Ez a fajta egyensuly az alakzat keriilete mentén a sugdr minimum és maximum értékeit taldlja
meg.

(real = 1D - (ril = Iria) <0

Ezeknek az egyensulyoknak a szdmat fogjuk vizsgdlni az alakzatok kdérvonala mentén.

E harom kozo6tt a kiilonbséget két egyszer(i példan mutatom be:



Az 3. abran lathaté ellipszisnek, mint zart
sikgorbének, 2 stabil és 2 instabil egyensulyi
helyzete van. Ha azonban diszkretizalt poligonként
vizsgaljuk, akkor a diszkretizalds finomsagatdl,
modszerétdl, és kiinduldpontjatdl fuggben ennél
joval tobb poligonegyensulya lehet. Ezek a
poligonegyensulyok  (S,,; — kék  pontok)
ugynevezett falkakban helyezkednek el, az Sgjmq,
illetve  Sq¢;imm  egyensulyok  kdérnyezetében,
melyekbél tovabbra is 4 darab lesz ( - piros
pontok.)

Az 4. abra egy olyan mesterségesen el8allitott
helyzetet dabrazol, ahol mindhdarom tipusu
egyensulyi helyzet szdma kiilénbozik. Annyira nem
torzitottuk el a hatszéget egy szabdlyos hatszéghoz
képest, hogy ne legyen minden oldal
poligonegyensuly szempontjabdl stabil egyensulyi
helyzet, azaz S,, = 6 . Ahhoz pedig nem elég
nagyok a kulonbségek, hogy a szimmetrikus
egyensullyal érzékeljik, mivel a vizsgdlt szogek
mindenhol hegyesszogek lesznek, tehat Sg,imm =
0 . A sima egyensuly minden kis ki-be ugrést
érzékelni fog, ilyen szempontbdl érzékenyebb,
mint a szimmetrikus egyensily, igy a
minimumokat és maximumokat szamolva
Ssima = 3 —at kapunk. lly mdédon példaul lehet
kiilonb6z6 mindhdrom egyensuly szdma is.

3. dbra
Egyensulyi helyzet falkak egy ellipszisen

1,1
1 1
1
1
4. abra

Specialisan megvalasztott hatszog, melyen
a hdromféle egyensuly szama eltér

Hangsulyozzuk, hogy ez egy mesterségesen kialakitott helyzet, a diszkretizalas finomsaga miatt a

sima és a szimmetrikus egyensuly vizsgalataink soran altaldban meg fog egyezni. Az is figyelemre

méltd, hogy ezek az egyensulyok dltaldban parban jelennek meg, hiszen az egymas utdni értékek

szorzatanak az el6jelét vizsgaljuk, kérbemenve a poligonon. Ennél a példanal azért fordulhatott

el6 a 3-as érték, mivel a szorzatok ebben a mesterséges kérnyezetben 0 —t adtak, ezt ki lehetne

kiiszobolni, hogy erre az alakzatra is 4-et kapjunk eredményiil — hiszen ez tiikr6zné jobban a

gorbének tekintett alakzat egyensulyainak szamdat — am a véletlenszer( alakzatok esetén ez a

szamitasi mod is ugyanolyan megfelels értéket fog adni.




3. Statisztikak és eredmények

A statisztikakat harom kilon esetre készitettiik el, amikor az elsé 4, 5, illetve 6 Fourier-taggal
szamitottuk a kiinduldsi alakzatunkat. Mindegyik esetben 1000 darab véletlen alakzatot
generaltunk, melyekbdl 4 Fourier tag esetén 537 darab, 5 tag esetén 254, mig 6 tag esetén 118
volt konvex. A konvex alakzatokat hasznaltuk csak tovabb. Ezek, illetve darabonként 100 affin
transzformaltjuk alkotja a vizsgalt alakzatok halmazat.

A hdromféle halmaz a legtobb esetben azonos statisztikai eredményeket hozott, ezért altaldban
csak egy grafikonon fogjuk bemutatni mindharom eset viselkedését. Ahol mégis kilonbség volt,
azt kiilon megemlitjik.

3.1.1. Az elnytjtottsag szerinti statisztika
Ebben az esetben A4, azaz a nyujtasi paraméter fliggvényében vizsgaljuk a tobbi tulajdonsagot.

Az 5. dbra [-A diagramja megmutatja, hogy az izoperimetrikus ardny valéban az alakzat
lapossagatol fligg, hiszen minél jobban elnydjtjuk az alakzatot, annal kisebb lesz az
izoperimetrikus aranyuk. Ily médon a grafikon maximuma a A =0 hely kozelében lesz, a
maximum értéke alulrdl kozeliti az 1-et. A kiinduld alakzatok esetén a mért adatok mindig a
(0,97; 1) intervallumon beliilre estek. Ahogy || ng, I(A) tart a 0-hoz.

I-A S pol_l
1,2 50
40 ©
30
,6
0,4 20
0,2
0
-60 -40 -20 0 20 40 60 -60 -40 -20 0 20 40 60
S szimm_/1 Ssima_/1
15 15
[ ] ]
10- @ 10 @»
- -
J— ;—
0 0
-60 -40 -20 0 20 40 60 -60 -40 -20 0 20 40 60

5. dbra Pontdiagramok az elnyujtottsag fliggvényében

9



Az 5. abra Spo-A diagramjan ugyanigy az elnyljtds flggvényében mutatjuk be a
poligonegyensulyok szamat, s meglathatjuk, hogy ez a grafikon is a 0-nal teté6zik, és a
legelnyujtottabb poligonoknal van a minimuma. Ahogy A tart a végtelenbe, S, latszolag a 2-héz

tart, mivel ez a poligonegyensulyok minimalis szama.

Ez alapjan az dbra alapjan az a sejtésiink, hogy alkalmasan megvalasztott atlagolas mellett az S(1)
fuggvény lefutdsa hasonlé az I(A) fuggvény lefutdsahoz, vagyis egyetlen maximummal
rendelkezik, és ez a maximum a A = 0 kozelében van.

A két grafikon hasonlé trendjébdl kovetkeztethetiink arra, hogy a ketté adathalmazt érdemes
lenne 6sszevetni, mivel valami Osszefliggés is lehet koztik, ezért kés6bb vizsgaljuk e két
tulajdonsag kapcsolatat.

Ezekhez hasonldan vizsgaltuk a szimmetrikus, illetve a sima egyensulyok szamanak alakuldsat (5.
abra Ssimm-A és Ssima-A grafikon) is, de mivel az alakzatok egyszer(iségébdl és simasdgabdl
fakaddéan ezek soha nem értek el 12-nél nagyobb értéket, ezért ezek kevésbé Idtvanyos
grafikonokat eredményeznek Az el6z8 ketté eredményre jellemzé trend ezeken is megfigyelhetd.
Mivel az ilyen tipusu egyensulyok szama természetes esetben minimum 4, ezért ezek az

ellaposodd alakzatoknal a 4 értékhez fognak tartani.

A szimmetrikus és a sima egyensulyok esetén egyébként eltértek a 4, 5, illetve 6 Fourier-taggal
szamitott eredmények, annyiban, hogy az els6 4 Fourier-tag esetén 8, 5 esetén 10, illetve 6 tag
esetén 12 volt a legnagyobb el6forduld egyensulyok szama, mind sima, mind szimmetrikus
egyensulyok vizsgalatanal.

Ugyanezeket az értékeket aztan atlagolva, figgvényként is abrazoltuk, igy | és C kapcsolata (6

abra), valamint a haromféle egyensuly viszonya (7. dbra) jobban megfigyelhetd.

Sdt/ag(/l) Idt/ag(/l) €s Cdtlag(/l)

25 1,2

20 1
) o 08
= 15 Ssima =
= . =06 [
> szimm Z

Spol
5 0,2
0 0
RAXSLYLNERBS Hﬁm§£$$§%§
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3.1.2. Az izoperimetrikus arany fiiggvényében tekintett statisztikak
Az 8. dbran lathaté pontdiagramon a poligonegyensulyok el6forduldsat abrazoljuk az
izoperimetrikus ardny fliggvényében. Ezen elég er6s Osszefliggést lathatunk, ezért kirajzoljuk az
izoperimetrikus ardny figgvényében a stabil egyensulyi helyzetek szamdnak atlagos értékét is. (9.
abra)

Ugyanigy megvizsgaltuk a sima, illetve szimmetrikus egyensulyok atlagos értékeit is, s ezeket
ugyanezen a grafikonon abrazoltuk. (9. dbra)

Ez alapjan azt a sejtést fogalmazhatjuk meg, hogy S (barmely tipusu) statisztikus értelemben az
izoperimetrikus ardnynak monoton fliggvénye, azaz minimuma az I = 0 helyen van, maximuma
pedig ahol I tart az 1-hez.

Ekkor a statisztika alapjan ugy tlinik, hogy az altalunk valasztott alakzathalmazra S, maximuma
valahova 19 és 20 kozé esik. (Sp;max = 19,6)

Sszimm szimmetrikus egyensuly, illetve Sg;ng Sima egyensuly maximuma a kiilénb6z8 mdédon
generalt alakzatok esetén enyhén eltér, méghozza oly mddon, hogy minél tobb Fourier-tag
szerepel benne, anndl nagyobb lesz az 4tlagos érték maximuma. Erdekes tovabblépés lenne tobb
Fourier-taggal is megnézni, hogy ez valdban egy ilyen trendet jelent-e, vagy csupdn a véletlen
m(ive. Annyi mindenesetre elmondhatd, hogy maximumuk jelen esetben az [5, 7] intervallumon
belilre esik, s a sima egyensuly maximuma mindig nagyobb a szimmetrikus egyensulyénal, ezzel
is igazolva azt, hogy ez egy érzékenyebb vizsgdlatot jelent.

Mivel az izoperimetrikus arany és c oldalarany is az alakzat lapossagat irja le, elég szoros a
kozottik Iévé kapcsolat, varhatd, hogy valamilyen mdédon korreldlnak, ezért ezt is megvizsgaltuk.
Az izoperimetrikus ardny fuggvényében kirajzoljuk cs4;44-0t. (10. dbra)

Ezen l4that6, hogy cCsriqq(I) monoton nové fliggvény, mindkettd tulajdonsdg a [0,1]
intervallumon értelmezhetd, igy ezt a fuggvényt is itt értelmezzik. Lathatd, hogy a maximum,
ahol c441q9(I) = 0 az I = 0-ban, mig a minimum, azaz c4;q4(1) = 1az I = 1 -ben talalhat.
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3.1.3. Az eredmények dsszevetése valos kovekrdl késziilt statisztikakkal
Egy korabbi TDK dolgozatban [6] mar vizsgaltdk kovek, illetve sikbeli alakzatok hasonlé
tulajdonsagait. A 11. dbran és lathato, hogy bar a két grafikon jellege és léptéke teljesen mas, a
trend nagyon jol megfigyelheté rajta.

e 11. dbra
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4. Osszefoglalé

Beldthattuk tehat, hogy érdemes két dimenzids vizsgalatokkal vizsgalni a kopas folyamatat, mivel
sok érdekes és inspirdld eredményt adott a sikbeli modell, amelyeket aztan felhasznalhatunk
kés6bb a valds koveken vald kisérletezés sordan.

Az eredmények tobbsége azonban csupan megfigyelés volt, tovabbi munkaval talan beldathatdak
lennének hatdrozottabb Osszefliggések is sikbeli alakzatokra, s késébb ez még inkdbb hozza tudna
jarulni a harom dimenziés kutatdshoz.

Ahol 6ssze tudtuk vetni az eredményeket kdvek mérési adataival, ott meglepGen jé egyezést
kaptunk.

Megfigyelést tettink olyan tulajdonsagok o©sszefliggéseire, amelyek szintén értelmezhetek
térben, valds koveken is, igy folytatva a munkat, lehet, hogy ki tudnank mondani korrelaciét
ezekre a tulajdonsagokra. igy példaul a koévek lapossdganak és egyensulyi helyzeteinek
kapcsolatat is jobban definidlhatnank, talan egy [épéssel kdzelebb jutva a kovet kopasanak, s igy
teljes alakfejl6désének megértéséhez.
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