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Absztrakt

A Mobius-szalag olyan nem irdnyithaté feliilet, amely a haromdimenzios térbe helyezve egy
oldallal és egy éllel rendelkezik. A szalagot a 19. szazad elsé felében fedezte fel két német
matematikus egymastol fiiggetleniil. Nevét egyik felfedezdjérol, August Ferdinand Mobiusrol
kapta.

A Mobius-szalag az élet meglepden sok teriiletén el6fordul. Szamos miivészeti alkotasban
fellelhetd a pontos forma (példaul M. C. Esher néhany képe), tobb esetben a folytonossagot, az
onmagaba vald visszatérést szimbolizalja. A természetben (példaul aromas vegyiiletek
molekulainak alakjanal) is megtalalhatd. A hétk6znapi életben is felfedezheté a Mobius-szalag:
példaul szallitdszalagoknal ez a forma biztositja, hogy a feliilet egyenletesen kopjon. Mindezek

fényében meglepd, hogy a szalag alakja zart matematikai 6sszefiiggésekkel nem leirhato.

Egy, a haromdimenzids térben elhelyezkedo feliilet (példaul a gomb) paraméterezése soran egy
sikidom (példaul egy téglalap) és a feliilet pontjai kozott 1étesitiink egyértelmii kapcsolatot. Az
emlitett példdban a téglalap pontjai a foldrajzi hosszusagnak és szélességnek felelnek meg.
Ismert, hogy ezen két adatbdl egyértelmiien beazonosithatd a gdmb barmely pontja, a két polus
kivételével, ahol a hosszusagi adat nem egyértelmii. Ezen megfeleltetés alapjan késziilnek a

térképek is.

Jelen pillanatban nem ismert hasonl6 leképzés a sikba terithetd Mobius-szalagot illeten, annak
ellenére, hogy szdmos kutatas foglalkozik a szalag sajatossagaival. A Mobius-szalag kiilonb6z6
terhek hatasara szamos alakot felvehet, a fentebb emlitett tanulmanyok azonban elsdsorban a
szalag (terheletlen) egyensulyi alakjanak meghatarozaséra irdnyulnak. Ennek nehézsége, hogy
a Mobius-szalag pontjaiban (terheletlen allapotban is) fesziiltségek ébrednek (hasonléan a
feszitett tartokhoz), amelyek egyenstlyban 1évé nyomatékok révén biztositjak az alakban a

gorbiiletet.

Kutatdsomban egy olyan (kozelitd) képletet keresek, amely egyszerli megfeleltetést ad a
téglalap és a beldle készitett, terheletlen Mdbius-szalag pontjai kozott. Ennek segitségével a
Mobius-szalag kiilonb6zé terhek hatasara létrejovo alakvaltozasai a mai eljarasoknal

egyszeriibben szamithatova valnak.
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1. Bevezetés

A Mobius-szalag az ¢élet meglepden sok teriiletén eléforduld alakzat. Elegendden elnyult
téglalap két, egymassal szemben 1év6, rovidebb oldaldnak ellentétes iranyu Osszeragasztasaval
konnyen eldallithatd. Példaul szdmos miivészeti alkotasban fellelhetd a pontos forma. Inspiralt
festoket (példaul M. C. Esher néhany képét), szobraszokat, s6t az épitészetben is felbukkan a

Mobius-szalag. Tobb helyen a folytonossagot, az 6nmagaba visszatéré mozgast szimbolizalja.

1. dbra Janjaap Ruijssenaars - Landscape House
(Courtesy of UniverseArchitecture) [1]
Az épiilet ugy lett kialakitva, hogy a fodém egyetlen Mobius-szalagbol alljon

A természetben (példaul aromas vegyiiletek molekulainak alakjanal) is megtalalhato a forma
[2]. A hétkoznapi életben is felfedezheté a Mobius-szalag: példaul szallitoszalagoknal ez az
alak biztositja, hogy a feliilet egyenletesen kopjon [10]. Mindezek fényében meglepd, hogy

téglalapbol késziild szalag alakja zart matematikai osszefliggésekkel nem leirhato.

A Mobius-szalag kiilonb6z6 terhek hatasara szamos alakot felvehet, tobb tanulmany [9]-[13]
foglalkozik a szalag (terheletlen) egyensulyi alakjanak meghatarozasaval. Ennek nehézsége,
hogy a Mdbius-szalag pontjaiban (terheltlen allapotban is) fesziiltségek ébrednek (hasonléan a
feszitett tartokhoz), amelyek egyensulyban 1évé nyomatékok révén biztositjak az alakban a

gorbiiletet.

Kutatasomban egy olyan (kozelitd) képletet keresek, amely egyszerli megfeleltetést ad a
téglalap és a beldle készitett, terheletlen Mobius-szalag pontjai kozott. Ennek segitségével a
Mobius-szalag kiilonb6z6 terhek hatasdra 1étrejovo alakvaltozasai a mai eljardsoknal

egyszerlibben szamithatova valnak.

Dolgozatomban ¢l6szor a téma geometriai hatterét mutatom be és definialom a sziikséges
fogalmakat. Ezutan ratérek azokra a modellekre, melyeket az eddigi kutatasok soran az alak
meghatarozasara hasznaltak. Ezek alapjan késziilt a 4. rész numerikus megoldoja. Az

eredmények bemutatdsa utdn a dolgozatot dsszefoglalas zarja.


https://www.archdaily.com/tag/janjaap-ruijssenaars

2. Elméleti hattér

A klasszikus geometriabol ismert, hogy a téglalapbol készitett Mdbius szalag egy kifejthetd,
nem iranyithaté, kétdimenzios feliilet. Ambar a szalag konnyen, egy vékony papircsikbol is
elkészithetd, nem ismert olyan képlet (matematikai fogalommal: paraméterezés), amely
egyértelmiien megfelelti a kezdeti téglalap pontjait a beldle készitett Mdbius szalag pontjaival.

A kovetkezOkben a haromdimenzios térbe agyazott kétdimenzios feliiletekkel foglalkozom.

2.1 Kifejtheto feliiletek
A tergorbe kifejtheto feliiletén értjiik a térgorbe érintoibol allo feliiletet.

Lorincz-Petrich: Abrazolo geometria [3]

A kifejtheto feliiletek a vonalfeliiletek egy osztalya. (A vonalfeliiletek minden pontjara
illeszthet6 egy egyenes, amit tartalmaz az adott feliilet. Ezt az egyenest a feliilet egy alkotdjanak
nevezziik.) Akkor kifejthetd egy feliilet, ha a megfeleld helyen (egy alkotdja mentén) elvagva,
a feliilet nyujtas nélkiil sikba terithetd. Ilyen feliiletek példaul a henger, a ktp, illetve a kifejhetd
feliiletek osztalyaba tartozik a sikba teritheté Mobius-szalag is. A kifejthetd feliilet alkotoi
mentén a feliilet normalvektora az alkotdé minden pontjaban ugyanolyan alldsu (merdleges a
feliilet érintdsikjara), azaz a kifejhetd feliiletek alkoto irdnya gorbiilete zérus, ezért a K Gauss-
gorbiiletiik is nulla. Szintén az el6z6 tulajdonsag kovetkezménye, hogy H atlaggorbiiletiik az

alkotéra merdleges feliiletmeszet gorbiiletének fele.

2. abra Példa kifejthetd feliiletre: a kup

2.2 Tranyithato6 feliiletek

A sima feliiletek minden pontjaban értelmezhet6é egy lokalis (két egymasra merdleges érintd
iranyud, €s a rajuk merdleges normal iranyl, egységvektorbol allo) koordinata-rendszer (a
szakirodalomban gyakran hasznalt kifejezéssel: triéder). Ha nem létezik olyan gorbe a feliileten,

ami mentén mozogva a triéder két vektora ellentétes iranyba valt, mig a harmadik megtartja



iranyat (vagy mas szavakkal, a pontr6l pontra valtozo koordinata-rendszer elemei folytonos
vektormezOt hoznak 1étre) akkor a feliilet irdnyithato. A legtobb, széles korben hasznalt feliilet
(pL.: gobmb, henger, toérusz, kup stb.) iranyithato. A legismertebb, nem irdnyithatd feliilet a
Mobius szalag, mivel a feliileten (példaul a kdzépvonaldn) végig haladva a triéder két iranya

(az egyik érint0 irany €és a normal irany) megfordul, ellentétes allasu lesz.

3. abra Példa iranyithaté és nem iranyithato feliiletre [4]

A henger kiilsé (vagy belsd) feliiletén végighaladva a feliiletre merdleges normdlvektor visszatér
onmagadba, azaz példaul a kifelé mutato normalvektorok folytonos vektormezét alkotnak. Ezzel
szemben a Mobius-szalagon végighaladva a normalvektor ellentétes allasu lesz, a létrejévo
vektormezd nem folytonos.

2.3 Feliiletek paraméterezése
Egy térgorbe paraméterezése soran az értékkészlet elemeit egyvaltozos fliggvények hatarozzak
meg, ezek skalar valtozojat szokas paraméternek nevezni. Ez a valtozé lehet példaul a gorbe
ivhossza, vagy egyszerlibb esetben egy pontjanak x-koordinatdja, a masik két koordinatat pedig
x fliggvényében irjuk fel. Masképp megfogalmazva a paraméterezés egyértelmii kapcsolatot

teremt egy egyenes és a gorbe pontjai kdzott.

Feliiletek paraméterezése hasonldan torténik: ekkor két paraméter felvétele sziikséges. Egy, a
haromdimenziods térben elhelyezkedd feliilet paraméterezése soran egy sikidom és a feliilet
pontjai kozott 1étesitiink egyértelmii kapcsolatot. Feliilet paraméterezésére klasszikus példa a
gomb, példaul a foldgomb ¢és a sik térképek kozotti kapcsolat. Ekkor a téglalap pontjai a

foldrajzi hosszisagnak és szélességnek felelnek meg.

Ismert, hogy ezen két adatbol egyértelmiien beazonithatdo a gdomb barmely pontja, a két polus
kivételével, ahol a hosszusagi adat nem egyértelmii. Megforditva pedig igaz, hogy a gémb
pontjainak koordinatait (egy rogzitett koordinata-rendszerben) a pontba mutaté helyvektor XY

¢és az XZ sikkal bezart szogeinek (¢, 9) értéke hatarozza meg.



4. abra Paraméterezés szemléltetése
A sik egy pontjanak koordinatai megfeleltethetoek a térbeli gomb feliileti pontjaiba mutato helyvektor
és az XY illetve az XZ sik dltal bezart szoggel.

2.4 Csebisev-polinomok
Munkamban a szalag alakjat alkalmasan valasztott fliggvények linearis kombindciojaként
fogom keresni, az alakot a fiiggvényeket szorzo egyiitthatokkal fogom jellemezni. Lattuk, hogy
a Mobius-szalag esetében a feliiletre merdleges vektormezd nem folytonos, azaz a szalagot a
vektormezd atfordulasanal elvagva a vektormez6 nem periodikus. Ha periodikus
figgvényekkel dolgoznank, akkor az alakot annak Fourier-soraval lehetne jellemezni, azonban
a numerikus analizis tapasztalatit kdvetve, a periodicitas hianya miatt az alakot Csebisev-

polinomok segitségével fogjuk kozeliteni.

A Csebisev-polinomok egy rekurziv moédon definialhato polinomsorozat tagjai. Els6 két eleme
adott (T; = 1, T, = x), a sorozat tovabbi tagjai pedig az el6tte 1évo két tag ismeretében az alabbi
Osszefliggés alapjan adhaté meg: T, = 2+ Tp,_1(x) — T),_,(x) [5]. Az elméleti megfontolasok
mellett fontos szempont, hogy a Matlab programban van olyan eszkoztar, a Chebfun toolbox

[6], mely automatikusan eldallitja a Csebisev-polinomokat és azok derivaltjait.

2.5 Kvaterniok

A kvaterniok [7] a komplex szamok 4 dimenziora vald kiterjesztése. q=a+bi+cj+dk alaka
formalis kifejezésekbdl, az tgynevezett kvaterniokbol all, ahol a, b, ¢, d valos szamok i, J, k

pedig a Q kvaterniocsoport elemei.

A kvaterniok segitségével konnyen leirhatok a forgatasok 3 és 4 dimenzidban.



3. A Mobius-szalag lehetséges modelljei

A Mobius-szalagnak 1étezik nem sikba terithetd valtozata is, a Mellékletben szerepld képletek
[8] egy ilyen, sikba nem terithetd feliiletparaméterezéséhez tartoznak. Ez az alak 1ényegében
egy kor keresztmetszetii henger alkotoinak az elforgatdsaval keletkezik. Kozépvonala (ami
mentén az alkotok elforgatasa is torténik) egy kor, a kifejtheté Mobius-szalag esetében viszont
a kozépvonal nem sikgorbe. Ebbdl is lathatd, hogy ez a paraméterezés bar Mobius-szalagot ad
eredményiil, az altalunk is keresett, papirbdl is megalkothat6 szalagtdl nagyon tavol all, igy

munkankban sem tud kiindulasi alap lenni.

Haromdimenzios alak
Piros: eredeti alak Zéld: illesztett alak
Magenta: Egyszeri(i paraméterezéssel megadott alak

5. abra
Az egyszerti paraméterezéssel megadhato Mobius-szalag (magenta) jelentisen eltér a kifejthetd (piros
és zold) és a papirbol elkészithetd (jobb oldali kép) Mobius-szalag alakjatol

A sikba terithetd alak esetén egyszerii kisérletekkel meggy6zddhetiink rola, hogy a szalag akar
kis mértékii kiils6 teher hatasara is jelentés mértékben deformalodik. Ezért célom a terheletlen
Mobius-szalag alakjanak eldallitasa és kozelitd paraméterezése. Mivel a nem iranyithato feliilet
létrehozasahoz ellentétes iranyultsaggal kell a kezdeti téglalap két végét Gsszeragasztani,
konnyen lathatod, hogy az alak 1étrehozdsdhoz a téglalapot deformalni, elsdsorban hajlitani
sziikséges. Azaz a feliilet kezdeti gorbiilettel rendelkezik. Ez hasonlit a mérndki gyakorlatban
hasznalt feszitett tartokhoz olyan értelemben, hogy a szerkezet ugyan terheletlen, de mégis
belsd, Un. sajatfesziiltségekkel rendelkezik. A Mdobius-szalag esetében ezen, sajatfesziiltségek

alatt kialakulé forma pontos leirdsa nehéz feladat.

A szakirodalomban a Mobius-szalag alakjat kétfajta modellel irjak le. Mindkét esetben a
nehézséget a szalag két végének ellentétes Osszekapcsolasat leird peremfeltétel
megfogalmazasa jelenti. Az egyik megkdzelités a ridelmélet nyomdokain a Mbius-szalagot a

kozépvonalaval helyettesiti, a madasik alapvetden feliiletszerkezetként tekint rd. A



kovetkezOkben a kiindulasnak hasznalt téglalap szélességét w, hosszasagat | jel6li, az anyag

konstansnak tételezett vastagsaga pedig h.

3.1 Rudelméletre épiil6 megkozelités
A Mobius-szalag alakjat modellezhetjiik a Cosserat-féle radmodellt [12] alkalmazva. A nyirasi
¢és nyulasi deformaciok elhanyagolasa esetén a modell a Bernoulli-Euler-féle radmodellhez
hasonloan, merev lapok sorozatabol allo rudként tekint a szalagra. A modellben a szalagot a
kozépvonalaval ¢€s a raillesztett triéderrel jellemezziik. A triédert egységvektorokkal irjuk le,
ahol di: keresztmetszet un. erés iranya, d2: keresztmetszet gyenge iranya, ds: érintirany. Olyan
alakot keresiink, amely minimalizdlja a rad belsé energidjat, amely teljes egészében abbol
szarmazik, hogy a rudat meghajlitjuk és megcsavarjuk. A deformalt szalagon a kezdo és a
végpontban a keresztmetszet sikjaban 1évo két vektor, di és dz ellentétes iranyt, ugyanakkor a
ds érintévektor iranya azonos. A rad modellben csak kozelit6leg (aszimptotikusan) biztosithato,
hogy az eredmény egy kifejthetd feliilet legyen [12]. Ez azt jelenti, hogy minél szélesebb

szalagot vesziink, a megoldas hibéja egyre novekszik.

A radelméletet hasznalé megoldés hasonlit egy szilardsagtani feladat megoldasahoz. Vegyiink
példaul egy konzolt, melyen megoszl6 terhet miikodtetiink. Ismerjiik a terheletlen alakot, ebben
az esetben egy vizszintes rad. Tudjuk, hogy milyen Osszefiiggés irja le a terhelt rad belso
energidjat. Illetve meghatarozhatunk még peremfeltételeket: a befogasi pontban a rad
elmozdulasa nulla és ebben a pontban az érintdje vizszintes, tehat a rid alakjat leiré fliggvény
elsé derivaltja nulla, a konzol végén pedig a fliggvény masodik derivalja nulla, mivel a rad
végében nincsen nyomaték. Ezutan a keresett radalak a peremfeltételeket kielégitd alakok koziil

az az alak, amely a bels6 energidt minimalizalja.

A Mobius-szalaghoz hasznalt raidmodell esetében szintén ismert a kiinduléasi alak, ami egy
egyenes. A belsd energiat leir6 fiiggvény a hajlitdshoz és csavarashoz tartozé energiasiirtis€gbol
irhat6 fel, és meghatarozhatoak peremfeltételek is: példaul a kisérd triéder forduljon el
180°-kal a ds érintdvektor koriil, illetve a rad kezdo és végpontja essen egybe. Ebben az esetben
a feladat megoldasanak nehézségét a belsdé energiat leird Osszefliggés bonyolultsdga okozza,
hiszen szemben a konzollal, ahol kis alakvaltozasokat feltételeziink, a Mdbius szalag esetében

a deformaciok jelentdsek. Ez indokolja a Cosserat-féle megkozelités hasznalatat.



3.2 Feliiletelméletre épiilé megkozelités
Eszerint a modell szerint a Mobius-szalagra feliiletként tekintiink, és a modell a kifejthetd

feliiletek osztalyaban keresi a rugalmas energia minimumat.

A modell alapjat az észt szarmazasu Michael Alexander Sadowsky alkotta meg a 20. szazad
elso felében. Egy 1930-ban megjelent tanulményéaban bebizonyitja, hogy egy téglalapot nyu;jtas
nélkiil 6ssze lehet hajtani Mobius-szalagga, ezzel bizonyitva azt, is, hogy a Mobius-szalag a
kifejthetd feliiletek osztalyaba tartozik [9]. Sadowsky konstrukcidja az 5. abran lathato,
Iényege, hogy a szalagot két darab R és egy darab 2R sugaru henger segitségével a hengerekre
illeszkedd és sik feliiletdarabokbol allitja eld. Ezen alak eléallitasahoz a hengereket enyhén
kifelé kell huzni, ami kisérleti uton is demonstralja, hogy ez az alak nem a rugalmas energia
minimumahoz tartozik, a feszités elengedésével az alak megvaltozik, a sik darabok enyhe

gorbiiletet vesznek fel.

> <> G ©

6. abra Sadowsky kisérlete lépésril lépésre
A képsorozaton lathato, hogy a Mobius-szalagot fel lehet fiizni hdrom hengerre tigy, hogy a hengerek
kozotti szakasz sik legyen. Ezzel bizonyithato, hogy létezik kifejtheté Mobius-szalag.

Sadowsky munkaja ramutatott, hogy a Mobius szalag izometrikus transzformacioval eléall a
kezdeti téglalapbol, azaz nem sziikséges nyujtas a térbeli alak eldallitasdhoz. Rugalmas anyagot
és terheletlen feliiletet feltételezve, a Mdbius-szalag olyan alakot vesz fel, melynél a szalag
bels6 energiaja minimalis lesz. Izometria estén az F feliiletti szalag P bels6 energiaja a H

atlaggorbiilet négyzetével lesz ardnyos:
P = [, H?dF =min! (1)

Munkamban a feliiletelmélet alapjan modositott radelméletet veszem alapul [13]. Ebben a
Cosserat-féle rudelméletet olyan médon modositjak a szerzok, hogy az dsszhangban legyen a
feliiletelmélet atlaggorbiiletet minimalizalé megkozelitésével. Szemben a korabbi ridelméleti
megoldasokkal, itt a feliilet kifejthetdé marad a modellben. A di, d2, ds vektormezdk (Gn.
direktorok) tovabbra is a kozépvonalhoz rendelt triédert jelentik olyan modon, hogy a ds
vektormez0 adja a kozépvonal érintd iranyat. A kozépvonalat az S ivhossza mentén

paraméterezziik, a (.)’ jel6lés az ivhossz szerinti derivalast jelenti. Legyen a kdzépvonal teljes



hossza 2n! A direktorok és az {e1, ez, es} ortogonalis egységvektorokkal jellemzett globalis

koordinata-rendszer kapcsolatat az R(S) forgatomatrix teremti meg:

d;(s) = R(s)e;. (2)

A forgatomatrixot a haromdimenzios forgatast egyértelmiien jellemzd kvaterniok segitségével
jellemezziik, azaz R(q(s)) alakban adjuk meg, ahol q(s) = [g,(s), q,(s), g, (s), g3 (s)]T. A

feliilet alkotojanak iranyvektora legyen b(s), amit a kdvetkez6 kifejezéssel adunk meg,

b(s) = d;(s) +n(s)ds(s), (3)

ahol n(s) fiiggvény az alkot6 és az érintdirany kozotti szog cotangense. A 3.1. alfejezetben
emlitett radmodellnek az n(s) = 0 valasztas felel meg. A rid belsé nyomatékat a dikertorok
koriil az m(s) vektor tartalmazza, a gérbiileteket pedig a k(s) vektor. Variacioszamitasi 1épések
segitségével az (1) jelti Osszefiiggésbol a kovetkezo, elsérendi differencialegyenlet-rendszer

vezetheto le.

m’ + k(m) X m =0, (4)

I —R(q)e; = 0, )

q' — A(@Qx(m) =0, (6)

% [DTWZ K21+ 22 (wn")| + 2Dwin[1 +nlg(wn') — msi; = 0, 7)

ahol r(s) = [r,(s),1,(s),13(s)]T a kozépvonal pontjait megadd helyvektor, D az E
rugalmassagi modulust és v Poisson tényezdjli szalag hajlitdomerevsége:

Eh3
D= 12(1-v)’ C)

A fenti egyenletekben megjelend g(x) és g(x) fiiggvények az (1) egyenletben felirt Sadowsky

funkcional alkalmas atirdsakor jelennek meg, konkrétan:

9@ =1log(22) & 9 == g@) ©)

Vegyiik észre, hogy a (4)-(7) kifejezések Osszesen 11 egyenletet jelentenek. Kovetve az
irodalmat, kihasznaljuk a feladatban rejlé nyilvanvald szimmetriakat és az egyenletrendszert a

szalag felére oldjuk meg. Ekkor az egyértelmii megoldashoz sziikséges 11 peremfeltétel a

kovetkezo:
r(0) = [ry(m), 1, r5(m)], (10)
q(0) = [1,0,0,0], (11)
my(m) =0, (12)
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n'(0) =0, (13)
n(m) =0, (14)
q1(1m)q2(1) + qo(7)q3(m) = 0. (15)
Itt az utolsé egyenlet fejezi ki, hogy a fél-szalagon a triéder 90 fokot elfordul.

4. Numerikus megoldas

A szalagot a kdzépvonal ivhossza mentén paraméterezem. A numerikus megolddban s € [0, rr].
Legyen M rogzitett, pozitiv egész szam! A Mobius-szalag kozépvonalanak pontjait leird r

helyvektor komponenseit az alabbi formaban keresem:

ri(s) = Xy co - Ti(s) (16)
() = X1 cap  Ti(s) (17
r3(s) = XiL 35 Ti(s) (18)

A szalag alakjanak leirasdhoz 1ényeges még tudnunk a kézépvonal és az alkot6 egyenesek altal
bezart szoget, ahogy azt a (3) egyenletben megadtuk. Mivel ez a sz6g a kozépvonal mentén
pontrodl pontra valtozik, szintén fliggvényként irhato le az alabbi alakban:
n(s) = XLy Ti(s)
(19)
ahol T; i-ed foka Csebisev-polinom, c;i pedig az i-ed foka Csebisev-polinomhoz tartozd

egylitthato, j=1,2,3, 7.

4.1 Rovid ismetetdé a hasznalt programokrol
A dolgozatomban bemutatott szamitdisok MATLAB programrendszerben késziiltek.

Konzulensem altal készitett mobshape61.m program numerikusan, a cj; egyiitthatok terében,
optimalizalo eljaras segitségével oldja meg a fentebb emlitett differencialegyenlet-rendszert.
Az ivhosszat egyenletesen, N=200 ponttal diszkretizalva a legkisebb négyzetek modszerével
minimalizélja a pontokban az egyenletekben elkovetett hibat. Végeredménye a Cm matrix,
melynek oszlopai a nyomatékokat (mz1, mz, ms3), a kdzépvonal helyvektorait (ry, r2, r3), a
kvaterniokat (qo, g1, g2, 03) €s a gorbiiletmentes egyenes és a kozépvonal altal bezart n szoget

leir6 fiiggvények Csebisev-polinomjainak egylitthat6it tartalmazza.

A param.m programban mobshape6l.m program Cpn matrixabol 8 vektort emelek ki, a
tovabbiakban ezekkel dolgozok. A nyolcbdl harom vektor a Mobius-szalag kozépvonalanak

pontjaihoz mutatd origdbol induld r vektor komponenseit, négy a kvaterniokat, egy pedig a

11



kozépvonal és a meghajlitott szalagon 1év6 gorbiiletmentes egyenesek altal bezart szoget leird

Csebisev-polinomokbdl képzett fliggvény egylitthatoit tartalmazo vektor.

A param.m program a mobshape6l.m programot 0,1 ¢és 0,7 kozott 121 kiilonbozo
szalagszélességgel lefuttatva az egyes eredmények oszlopvektorait egy matrixba egymas mellé
helyezi. Fontos kiemelni, hogy a mobshape61.m az ismertetett differencialegyenlet-rendszer
ivhossz mentén vett pontbeli hibait minimalizalja, azonban nincs garancia arra, hogy a stabil
egyensulyi megoldast allitja el6. Numerikus tapasztalataink szerint w>0.15 felett bonyolult,
vélhetden instabil megoldasokat ad eredményiil. Ez 6sszhangban van azzal a ténnyel, hogy a
Sadowsky funkcionalr6l nem bizonyitott, hogy egyetlen minimumhellyel rendelkezik. A
param.m program ezért W=0.1-nél elindulva, a w-t kis 1épésekkel ndvelve mindig az el6zo
1épésben kapott radalak koriil keres megoldast. Ilyen modon kizarhaté a nem kivant instabil
megoldasok megjelenése. A kod tulajdonképpen a legegyszeriibb, preciz prediktor 1épés nélkiil
megvalositott ttkdvetést hajtja cégre. A programban képzett matrix sorai a vizsgalt vektor Cj,i
egyiitthatoit fogjak tartalmazni. A matrix sorait vizsgalva lathatd, hogy cji a legtobb esetben
nem konstans, hanem a szalag szélességének fiiggvényében mas-mas értéket vesz fel. Tehat az
I vektor komponenseit és az n-t leird Osszefiiggés i-ed foku Csebisev-polinomjéhoz tartozé
paramétert leird, a szalag szélességétdl fiiggd cji(w) fliggvényeket keresem. A program matrix
sorairaapolyfit parancs segitségével tetszéleges, altalam meghatarozott fokszamu polinom
fiiggvényeket illeszt. Végiil pedig 1étrehoz egy-egy szalagszélességhez tartozo értékeibdl egy-

egy matrixot, amit egy matrix-struktiraba rendez.

A ShapePlot.m rarajzolja az adott téglalapra a gorbiiletmentes egyeneseket bizonyos
tavolsdgonként az eredeti és az illesztett esetben is. Kirajzolja az ehhez a szélességhez tartozo
n figgvény els6 derivaltjat. Ez a két abra megegyezik az eddigi kutatasok eredményeivel, tehat
a paraméterezésiinkben feltételezhetéen nincs nagy eltérés a differencidlegyenletekbdl
szarmazo alakkal Osszevetve. Itt latszik a szalag kirajzolasanak nehézsége, ugyanis a szalag
szélességének novelésével egy pontban lokalizalodik a gorbiilet, az 1’ fliggvény egyre
csucsosabb lesz, romlik a differencialhatéosaga. A 7., 8. és 9. abrakon a w=0.1,0.3 és 0.6

szélességll szalagokhoz mutatom be az alkotok elhelyezkedését és az i’ fiiggvény lefutasat.
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Eta elso derivaltja

0.15 T T
0.1

0.05 -/
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021

025 ;

eredeti alak
illesztett alak

03 |

-0.35 1 1 1 1 1 1

Téglalap a Mébius-szalag gorbiiletmentes egyeneseivel
Piros: eredeti alak Z6ld: illesztett alak

7. abra w=0,1
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illesztett alak

6

Téglalap a Mébius-szalag gorbiiletmentes egyeneseivel
Piros: eredeti alak Z6ld: illesztett alak

8. abra w=0,3
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Eta elso derivaltja
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257 eredeti alak | |
illesztett alak
_3 1 1 1 1 1 1
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s
Téglalap a Mébius-szalag gorbiiletmentes egyeneseivel
Piros: eredeti alak Zéld: illesztett alak
2571
2 L
15T

2 .

05
_‘1 -
15
2r

_2.5 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6

S
9. abra w=0,6

Ugyanez a program kirajzolja az eredeti és a paraméterezett szalag haromdimenzios alakjat.

A differencidlegyenletekbdl kapott illetve az illesztett alak kozotti eltérés mértékének
megallapitasara hibaszamitast végeztem el. Az eredeti és az illesztett alakok kozépvonalainak

eltérését vizsgaltam az aldbbi modon:

h(s) = (r14(8) = F14())” + (rai(s) = 721(9))” + (rsa(s) = F35())°,  (20)
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ahol a hullam nélkiili komponensek a pontos, a hullamos komponensek az illesztett alakhoz
tartoznak.

A szamitds alapja a legkisebb négyzetek mddszere a kdzépvonal pontjaiban kiilon vizsgalva,
eredménye pedig az adott szalagszélességhez tartozo lokalis négyzetes hiba. A hiba mértéke
minden esetben 10°3-10* nagysagrendjébe esik, tehat az illesztett alakok csak nagyon kis

mértékben térnek el az eredeti, differencialegyenletekbdl szamol alaktol. Az eredményeket a
ShapePlot.m program vizualizalja.

Haromdimenzids alak
Piros: eredeti alak, Zold: illesztett alak

45 X 107 Lokalis négyzetes hiba
\\I ."!\'.
4 I|I / I'.I i
| f 1
\ { I|I
351 [ [ 1
| \ I| |I
| |I | |
3r |I | II || i
| | | \
| | | |
| | | |
25 B |I II || I|I B
! | | \
| |
[ | \
2 || | | i
[ 1
Vo |II
151 \ i
1F \ l
".\
_/ \_
051 / . ]
S \\""-_
0 e L L L L L S
0 1 2 3 4 5 6 7

10. abra w=0,1 szélességii szalag axonometrikus képe és kozépvonalanak pontonként hibaja
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Haromdimenzids alak
Piros: eredeti alak, Zold: illesztett alak

05 X 10 Lokalis négyzetes hiba
2r ‘\ 4
/ |
15 i
1r ]
\'.
0.5 \ |
0 o L L L 1 1 e
0 1 2 3 4 5 6 7

11. dbra w=0,3 szélességii szalag axonometrikus képe és kézépvonalanak pontonként hibdja
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Haromdimenzids alak
Piros: eredeti alak, Zold: illesztett alak

12. abra w=0,6 szélességii szalag axonometrikus képe és kozépvonalanak pontonként hibdja
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4.2 Az rj vektorokat leiré Csebisev-polinomok egyiitthatoit leir6 c;,i(w)
fiiggvények meghatarozasa

Az r1 és 2 helyvektor komponenseket illetve az n-t az illesztendd pontsorok jellegéb6dl adoddan
masodfoku fiiggvénnyel kozelitem, az rs helyvektor komponenshez tartozo egyiitthatok
értékeire pedig linearis fiiggvényt illesztettem. Az illesztett fliggvények a Mellékletekben
talalhatoak meg (2.-4. szamu mellékletek).

Cq.i
0.15 T T T T T
. 1
e 2
01F 3 i
4
5
6 |=
0.051 7 17
: —
@ i=
= N _ L
‘w-—_ 0 if=3
o —— =4
-0.05 B =51
I T =6 |-
e o i e Il
0.1 f s 1
‘--""J:_.
_--;Tf""!
015 - 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

szalag w szélessege

11. dbra c1j egyiitthatok értékei a szalagszélesség fiiggvényében

Cai
0.4 T T T T T
1
0.2 _—';'—-u.._,___“ﬂﬁ#__“____ 2 4
..... S s U
— s
0 5 =t
6
. ? -
o 02 — =1
® i=2
k= L f |
‘w'—.. 04 if=3
oY ——i=4
06| i=5| |
i=6
08 ... =7 |
.l I S
1.2 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

szalag w szélessege

12. abra Co; egyiitthatok értékei a szalagszélesség fiiggvényében
A fiiggvényeket vizsgalva megallapithato, hogy az rs vektor komponens csak kis mértékben

fligg a w vastagsagtol. Az 6t leiro fliggvény egyiitthatoit tekinthetjiik konstansnak, értékét pedig
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azon pontok atlaganak veszem, amelyekre a fliggvényt illesztettem, c3; egyiitthatok értékei a
Mellékletekben talalhatoak (5. szdmua melléklet).

C3i
0.6 T T T T T
1
2
0.4t 3 |
4
5
6
0.2 7 T
: —
X ettt tttmteeseaaeaeaeeeeee P20 1
e T o
< Op i=3 [
o’ ——i=4
02t i=5]
i=6
—if=?
04 F 1
—0,6 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

szalag w szélessege

13. dbra csj egyiitthatok értékei a szalagszélesség fiiggvényében (az illesztett értékek konstansok)

4.3 A gorbiiletmentes egyenesek és a kozépvonal altal bezart 1 szoget leiré
Csebisev-polinomok egyiitthatdit leiro c, ;(w) fiiggvény meghatarozasa
Az n egyiitthatoit az illesztendd pontsorok jellegébdl adododan szintén masodfoku fiiggvénnyel

kozelitem. Az illesztett fliggvények a Mellékletekben talalhatoak meg (6. szamu melléklet).
c
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D.B T T T T T
: et 1
I S 2
0.6 | 3 |
4
5
0.4 s |
7
% 02t - =1 ]
E _‘,._..-M""'llz‘_____ — If:z i
'é. .-;--""MM if'3
o0 O — i=4 [
““““““““““““ N PO P PP PP TP TP TP P TTTELE T |f=5 -
-0.2 o — sassssssssssussesasesssasessennLn if=6 I
—if=?
-04 1 b
‘0.6 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7

szalag w szélessege

14. dbra c;); egyiitthatok értékei a szalagszélesség fiiggvényében
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4.4. Normavizsgalat

Az abrakon lathato, hogy az r1, I, r3 esetében Az egyiitthatok értékei egyre jobban kozelitenek
a nulldhoz. Ez nem mondhat6 el az n egylitthat6ir6l, a 6. illetve 7. egyiitthatok esetében sem
elhanyagolhat6 a nullatol vald eltérés, normavizsgalattal megallapithatd az eltérés mértéke a
Frobenius-normat szamolva [14]. A kiilonbségnorma elegendden kicsinek tekinthetd, tehat 7
Csebisev-polinommal is elegendéen pontosan illeszthetd az alak (ezzel egybevagnak a
hibaszamitasok 103-10* nagysagrendii eredményei), a pontossag javitasa érdekében azonban a
jovobeli kutatasoknal érdemes lehet tobb Csebisev-polinommal dolgozni.

Normavizsgalat

—_—.—-—-—'_'_'_.__—"""\-\_______-_

-

0.8
06|
04 F

02 /\”\"\

0 | | | | | | | | | |
015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065

ur

15. abra

Cm az M=7 Csebisev-polinom egyiitthatoit tartalmazo matrixok normdi a szalagszélesség
fiiggvényében. Cm7-9 pedig a M=7 és az M=9 Csebisev-polinomok egyiitthatéibol képzett
matrixok kiilonbségének a normadi.
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5. Osszefoglalas

Kutatasom célja egy kozelité képlet megalkotasa volt, amely kapcsolatot ad a téglalap és a
beldle készitett, Mobius-szalag terheletlen alakjanak pontjai kozott. Az elkésziilt programok
megoldottdk a  szakirodalomban szerepld differencidlegyenlet-rendszert kiilonbozo
szalagszélességekre, majd az eredményekre fliggvényt illesztettek. A fliggvények segitségével
késziilt az illesztett alakrol haromdimenzios dbra. Eredményeink helyességének ellendrzésére
hibaszamitést is végeztem, a hibak mértéke elegendden kicsi ahhoz, hogy az eredményeket
elfogadhatonak tekinthessiik. Ily modon a Mobius-szalag kozépvonalanak illetve a
kozépvonala ¢és a szalagon elhelyezkedd gorbiiletmentes egyenesei altal bezart szog

meghatarozasa egyszeriibbé valt.

Fliggvényoptimalizalas esetén a fliggvény paraméterei egy n-dimenzios térben (n a valtozok
szama) alkotnak egy feliiletet. Ezen a feliileten egy pontbol elindulva, mindig a legmeredekebb
iranyban lefele haladva kaphaté meg a paraméterek egy optimalis kombinacidja. Azonban
eléfordulhat, hogy az optimalizalas sordn nem a globalis minimumot talaljuk meg, a lokalis
minimum pedig egy instabil alakhoz tartoz6 paraméterkombinaciot ad eredményiil. Ha a
mobshape61.m-et kozvetleniil hivjuk meg egy nagyobb szalagszélességgel, fenn all a lehet6ség,
hogy egy instabil egyensulyi helyzetet talal, amit elméletileg fel tud venni, gyakorlatilag
azonban ilyen alak nem tud megmaradni (ahogy példaul nem lehet egy ceruzat a hegyén
megallitani). Ennek kikiiszobolésére a param.m el6szor egy kisebb szalagszélességgel hivja
meg a mobshape61.m programot, és a kapott eredmény kozelében keresi a kovetkezo, szélesebb
szalag egyensulyi alakjahoz tartozé paramétereket. Bar még igy is fennall a lehetdsége annak,
hogy nem a globdlis minimumhoz tartozé egyensulyi alakot taldljuk meg, eredményeink

egybevagnak az eddigi kutatdsok eredményeivel.

Felmertil a kérdés, hogy 1étezik-e a Mobius-szalagnak masik egyensulyi alakja. Ha 1étezik tobb,
akkor mik ezek az alakok, illetve, hogy stabilak vagy instabilak-e. Jovobeli kutatas témaja lehet

a szalag (stabil €s instabil) egyensulyi helyzeteinek feltérképezése.
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Mellékletek

1. szamu melléklet

Nem kifejthet6 Mobius-szalag paraméteres egyenlete derékszogi koordinatarendszerben:

1

1
x(u,v) = (1 +—-v-cos§u>-cosu

2

1 1
y(u,v) = (1 +—-v-cos—u>-sinu
2 2
1 1
Z(u,v)zi-v-sinzu

ahol 0 <u<2més—1 <v<1.Ezegy 1 szélességl, origd kdzéppontl szalag, aminek egység

sugaru alapkore az xy sikban fekszik. [8]

2. szamu melléklet

Az r1 vektor komponenst leirdé Csebisev-polinomok egyiitthatoit leird cii(w) kozelitd

figgvények, melyek egyiitthatdit a Matlab program polyfit parancsaval hataroztam meg.

c11(w) = —0,057 - w? 40,1717 - w — 0,1583
c1,(w) = —0,078 - w? 40,1528 - w — 0,1192
c1s(w) = 0,0128 - w? — 0,1328 - w + 0,1503
c1sw) = 0,0919 - w2 — 0,1809 - w + 0,1396
c1s(w) = 0,063 - w? — 0,0582 - w + 0,0123
c16(w) = —0,0139 - w? + 0,0281 - w — 0,0204
c1,(w) = —0,0198 - w? + 0,0194 - w — 0,0043

3. szamu melléklet

Az r2 vektor komponenst leird Csebisev-polinomok egyiitthatéit leirdo c2i(w) kozelitd

figgvények, melyek egyiitthatoit a Matlab program polyfit parancsaval hataroztam meg.

Cz'l(W) =0,2624 -w? — 0,4332 - w + 0,2568
C22 (w) =0,2172-w? —0,3991 - w — 0,8368
c;3(w) = —0,0589 - w? 4+ 0,059 - w + 0,0431
62,4(W) = 0,0115-w? — 0,0066 - w + 0,1433
C2‘5(W) =0,0089 - w? — 0,0083 - w — 0,0147
C2‘6(W) = —0,0126 -w? + 0,0185-w — 0,0193
6‘2,7(W) = 0,0037 - w? — 0,0047 - w + 0,0020
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4. szamu melléklet

Az r3 vektor komponenst leir6 Csebisev-polinomok egyiitthatdit leird csi(w) kozelitd

fliggvények, melyek egyiitthatoit a Matlab program polyfit parancsaval hatdroztam meg.

c3,(w) =0,0216 -w + 0,4793
c3,(w) =0,0357 - w — 0,0436
c33(w) =0,0105-w — 0,5427
c34(w) = —0,0351 - w + 0,491
c35(w) = —0,0411 - w + 0,0727
c36(w) = —0,0006 - w — 0,0063
c3,(w) = —0,009 -w — 0,0093
5. szamu melléklet

Az r3 vektor komponenst leir6 Csebisev-polinomok konstans egyiitthatdinak értéke.

C3, = 0.4880
c3, = —0.0285
33 = —0.5385
C34 = 0.0351
¢35 = 0.0563
36 = —0.0065
c3, = —0.0057

6. szamu melléklet

Az n fliggvényt leir6 Csebisev-polinomok egyiitthatoit leird c, ;(w) kozelité fliggvények,
melyek egyiitthat6it a Matlab program polyfit parancsaval hataroztam meg.

Cn,l(W) = —0,7726 - w? + 0,9074 - w — 0,0958
Cn,Z(W) = —0,8816 - w? + 0,2947 - w + 0,6939
cn'3(w) = —0,7006 - w? 4+ 0,7188 -w — 0,4713
cn'4(w) = 0,5383 - w? — 0,4142 - w — 0,1520
Cn,S(W) = 0,4786 - w? — 0,4346 - w — 0,0052
Cn’6(W) = 0,8043 - w? — 0,6433 -w — 0,0032
C,ﬂ(w) = 0,5337 - w? — 0,4288 - w + 0,0337
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