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Bevezetés

Jelen TDK dolgozat egy tibb részbél allé sorozat negyedik tagja. Ezeknek a munkéaknak'
egyik célja, hogy az érdeklddd BSc és MSc épitdmérndk hallgatok kiegészithessék
szilardsagtani ismereteiket, atfogd képet kapjanak a szilardsadgtan egyetemi tanulményaik
soran kevéssé vizsgalt, ugyanakkor a gyakorlati mérnoki munka szamara fontos témakoreirdl.
Tovabbi célunk, hogy eloésegitsiik, elokészitsik az egyes témakorok mas tananyagba vald
integralodéasat’.

Munkamban az elemi szilardsagtan egyik alapvetd feladataval, egyenes tengelyt és allando
keresztmetszeti hajlitott gerendak lehajlasainak ¢és fesziiltségeinek vizsgalataval
foglalkozom. Ez egy olyan téma, amely immadron tobb mint fél évezrede foglalkoztatja a
tuddsokat €s a mérnokoket. Jollehet sok esetben az adott kor legnagyobb elméi vizsgaltak ezt
a kérdést, és munkajuk eredményeként szamtalan kiilonb6z6 modell €s megoldasi technika
szliletett, ennek ellenére a téma még ma sem tekinthetd teljesen lezartnak, a kutatdsok
tovabbra is aktivan folynak. Ezek a modellek - az altaldanos kontinuummechanikai
megkozelitéshez képest - bizonyos elhanyagolasokat tartalmaznak, amiknek koszonhetéen
ugyan a feladatok megoldasa egyszerlisodik, azonban ezen egyszersitések miatt egy adott
mérndki probléma esetén mindig felvetdédik a modell alkalmazhatosagi korének kérdése is.

Dolgozatom célja, hogy atfogo, dsszehasonlité elemzést adjak a kiilonb6zé modellekrol,
bemutatva az egyes modellekben alkalmazott elméleti megfontolasokat, egyszertsitéseket. A
modellek elméleti hatterének részleteit, esetleges hianyossagait megismerve numerikus -
végeselemes - szimulacidk segitségével vizsgadlom az egyes modellek alkalmazhatdsagat, az
eredmények kozotti eltéréseket kiilonbozd geometria és terhelés esetén, alapvetden azért,
hogy kézzelfoghaté javaslattal szolgaljak az adott helyzetben hatékonyan alkalmazhato
modellekrdl.

Munkamat torténelmi attekintéssel kezdem. Igyekszem megmutatni, hogy a hajlitott
gerenda, mint mechanikai fogalom, hogyan alakult ki és fejlodott az évszazadok alatt, és kik
voltak azok a nagy tuddsok, akik jelentdsen hozzdjarultak a témakorben megszerzett
tudasunkhoz. Ezutan réviden megemlitem a gerendak mechanikai viselkedésével kapcsolatos
kozelmultbeli és jelenlegi kutatasok fobb iranyzatait.

Az ezt kovetd, masodik fejezetben egyenes tengelyli, homogén, izotrop anyagu
gerendakkal foglalkozom. Elészor részletesen targyalom a lehetséges modellek elméleti
hatterét, az analitikus levezetéseken tul kiilon kitérve az egyes modellekben alkalmazott
feltételrendszerekre. Ezt kovetdéen konkrét feladatok numerikus vizsgélatara térek ra, mely
soran §sszevetem az egyes izotrop gerendamodellekkel kapott eredményeket 3D végeselemes

' - Vass Viktéria: A Saint-Venant-elv matematikai hatterének bemutatasa (2008),
- Bocskai Zoltdn: Az elemi szilardsagtan csavarasi feladatanak vizsgalata (2010),
- Pap Zsuzsa Borbdla: Egyenes, illetve erdsen gorbiilt gerendak nyirdfesziiltségeinek elméleti és
numerikus elemzése (2011).
Valamennyi dolgozat let6lthet6 a Tartdszerkezetek Mechanikaja Tanszék honlapjarol.
> A labjegyzetben felsorolt tobbi munkihoz hasonléan ennek a dolgozatnak az eredményei is a
BSc/MSc szilardsagtan oktatasban keriilnek felhasznalasra.
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kontinuummodellek eredményeivel. A numerikus szamitasok elemzését, értelmezését mar az
elméleti elhanyagoldsok ismeretének tiikkrében végzem el. A fejezetet az eredmények
tanulsagainak osszefoglalasaval zarom.

A homogén izotrop anyagi modellek utan a harmadik fejezetben rétegesen izotrop
(szendvics) keresztmetszetii gerendiak mechanikai viselkedésével foglalkozom. El6szor itt is
bemutatom a lehetséges modellek elméleti hatterét, hangsulyozva a modellek kozotti
eltéréseket, majd ratérek konkrét feladatok numerikus vizsgdlatara. Az eredmények
bemutatdsakor ezuttal is a kiilonb6z6é modellek és 3D végeselemes szimulaciok adta
eredmények Osszehasonlitd elemzését végzem el. A fejezetet a kapott eredmények
Osszefoglalo értékelésével zarom.

Dolgozatom negyedik fejezetében anizotrop anyagu gerendak mechanikai vizsgalataval
foglalkozom. Ez a témakor az utdbbi évtizedekben kiemelt szerepet kapott a nemzetkozi
kutatasokban. Ennek oka elsdsorban a mesterséges anyagok (elsdsorban a kompozitok)
térnyerése, melyeket kiilonbozo teriileteken (példaul épitdiparban, repiilégép tervezésben)
eloszeretettel alkalmaznak a legijabb mérndki problémak megoldasara. Ez a témakor a
dolgozat irdsanak idopontjdban nem képezi az alapvetd egyetemi tananyag részét, ezért a
bevezetés utan egy részletes elméleti Osszefoglaldssal inditok. Eldszor bemutatom az
anizotrop anyagok kiilonboz6 eseteit, hangsilyozva, hogy az egyes esetekben az anyagi
viselkedés - €s annak leirasi mddja - miben kiilonbozik az izotrop anyagokéhoz képest. Ezt
kovetden térek ra a hajlitott gerendak vizsgalatara, ahol az egyes anizotrop anyagu esetekre
bemutatom a feladat analitikus megoldasat. Az olykor meglehetésen bonyolult analitikus
mobdszer csupan néhany specialis esetben vezet egzakt megoldashoz, ezért réviden kitérek a
feladat numerikus megoldasanak lehetdségére is. Ezutan az eléz6ekben ismertetett megoldasi
technikékat konkrét feladatok megoldéaséara alkalmazom, a kapott eredményeket pedig ezuttal
is 3D végeselemes szimulaciok eredményeivel hasonlitom 0ssze. Az eredmények
értékelésekor elsésorban a kiilonbozé megolddsi modszerek adta eredmények kozotti
eltérésekre fokuszalok. Ezen felil szemléltetem az anizotrop anyagi gerendak
viselkedésének sajatossagait, ugyanis az anyagi szintii rugalmas kapcsolodds a szerkezetek
viselkedésében olyan jelenségekhez vezethet, melyeket kordbban az izotrop gerendaknal nem
figyelhettiink meg. A fejezet végén Osszefoglalom az anizotrop gerendak vizsgalatanal
tapasztalt legfontosabb tanulsagokat.

A dolgozatomat végiil egy osszefoglalé fejezettel zarom, ahol 6sszegylijtom a kiillonb6zo
anyagu és felépitést gerendak mechanikai vizsgalatakor tapasztalt legfontosabb tanulsagokat.
Itt egy rovid értékelést készitek, ahol megemlitem, hogy az adott témakornél melyek voltak
azok a modellek, melyek a leginkdbb megbizhatonak bizonyultak. Ezen értékelések alapjan
egy ajanlast fogalmazok meg a modellek adott esetekben torténd alkalmazhatdsagarol, abban
a reményben, hogy a mérnokok (és a leendé mérnokok) ezt az informéciot hasznositani tudjak
jovobeli munkaik soran.
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Jelolésrendszer

Ez a két oldal tartalmazza a gerendamodellek bemutatasandl alkalmazott f6bb jeloléseket.
A tovabbi - itt nem szerepld - valtozokat minden esetben kiilon magyarazom. A torténelmi
attekintés soran torténeti hliségbdl az eredeti jeloléseket hasznaltam.

Tengelyek

- X - keresztmetszet vizszintes sulyponti

tengelye

- ¥y - keresztmetszet fliggbleges stlyponti

tengelye
- z - gerenda hossztengelye

Geometriai méretek

- b - Kkeresztmetszet szélességi mérete
- h - Kkeresztmetszet magassagi mérete

- L

gerenda (effektiv) hossza
- t - kéregréteg falvastagsaga
- hy, - magréteg vastagsiga
Altalinos helyzetii pont eltolédasai
- u - eltolddas az x tengely mentén
- U - eltolddas az y tengely mentén
- w - eltolddas a z tengely mentén

Gerenda hossztengelyén fekvo pont
eltolodasai

- Uy - eltolddas az x tengely mentén

- Vg - eltolodas az y tengely mentén

- Wy - eltolodas a z tengely mentén
Keresztmetszet elfordulisa

- ¢, - elfordulés az x tengely koriil

- ¢, - elfordulds az y tengely koriil

- ¢, - elfordulas a z tengely koriil

Gorbiiletek

- k¥ - ztengely x iranyu eltolodasokbol

szarmazé gorbiilete

- k) - ztengely y iranyu eltolodasokbol

szarmazé gorbiilete

Alakvaltozasok

YX Z

€20

& - x iranyu fajlagos nyulas
&y - Y irany fajlagos nytlas
&, - ziranyu fajlagos nyulas

Yxy - Xy sikbeli fajlagos szogtorzulas

xz sikbeli fajlagos szogtorzulas

Yzy - zy sikbeli fajlagos szdgtorzulas

semleges tengely fajlagos nyulasa

Fesziiltségek

0, - X iranyu normalfesziiltség
0y - y iranyl normalfesziiltség
0, - z iranyu normalfesziiltség

Tyy - X normalisu sikban 1év6, y iranyl
nyiréfesziiltség

Tyz - X normalist sikban 1évo, z iranyt
nyiréfesziiltség

T,y - z normalist sikban lévd, y iranyu

nyiréfesziiltség
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- 0, - kéregben keletkezd hossziranya
normalfesziiltség
- 0op - magban keletkezd hossziranyu
normalfesziiltség
Anyagjellemzék
- E - izotrop anyag rugalmassagi modulusa

- E, - rugalmassagi modulus x iranyban

'Ey

rugalmassagi modulus y iranyban

- E, - rugalmassagi modulus z iranyban

-G -

- Gy, -

He i

[

Vz,xy

Vyz,xz

izotrop anyag nyirasi modulusa
vz sikra jellemzd nyirasi modulus
xz sikra jellemz0 nyirasi modulus
xy sikra jellemzo nyirasi modulus
izotrop anyag Poisson-tényezdje

&x €s g, alakvaltozasok kozotti
kapcsolatot leird Poisson-tényezd

- &, €S Yyy alakvaltozasok kozotti

kapcsolatot leird Poisson-tényezd

- Yyz €8 Yxz alakvaltozasok kozotti

kapcsolatot leiré Poisson-tényezd
kéreg rugalmassagi modulusa
mag rugalmassagi modulusa
kéreg nyirasi modulusa

mag nyirasi modulusa

anyagi merevségi matrix
anyagi hajlékonysagi matrix

redukalt anyagi merevségi matrix

Keresztmetszeti jellemzok

- A - keresztmetszeti teriilet

- ) - keresztmetszet kontarja

- S, - keresztmetszet x tengelyre vonatkozd
statikai nyomatéka

- Sy - keresztmetszet y tengelyre
vonatkoz statikai nyomatéka

- I, - Kkeresztmetszet x tengelyre vonatkozo
inercianyomatéka

- I, - keresztmetszet y tengelyre vonatkozo
inercianyomatéka

- Iy - keresztmetszet centrifugalis
nyomatéka

Terhek

- F -y iranyban haté koncentralt er6

- gy - Y iranyban hat6 megoszI6 erd

- X, - x iranyban hatd térfogati erd

- Y, - yiranyban haté térfogati erd

- Zp - ziranyban hato térfogati er6

Fesziiltségi ered6k

N -
[/y -
Vx -

M,

M,

normalerd
Y iranyu nyiroerd
X irdnyu nyirderd

- x tengely koriil forgatd
hajlitonyomaték

-y tengely koriil forgatd
hajlitonyomaték



1. Torténelmi attekintés

Ismereteink szerint® hajlitott gerendak vizsgélataval el8szor
Leonardo da Vinci* foglalkozott. A reneszansz alatt a
tudomanyok iranti érdeklddés fellendiilt, sok esetben a kor
neves muvészei is foglalkoztak épitészettel és egyéb mérnoki
munkakkal. fgy fordulhatott el, hogy Leonardo a gerendak
vizsgalatanak szentelje ideje egy részét. O maga a
kovetkezoképpen  vélekedett errdl: "A  mechanika a
matematikai tudomdnyok paradicsoma, hiszen itt learatjuk a
matematika  gyiimolcsét”.  Leonardo  hajlitott  konzolok
vizsgalata kozben felismerte, hogy a tamasztél legmesszebb
1év6 rész hajlik le leginkabb, valamint, hogy a konzolhossz és a
teherbirds kozott forditott aranyossag all fent. Leonardo ezen
feliil rugdk hajlitasat is vizsgalta és egy szamunkra rendkiviil 1. dbra Leonardo da Vinci arcképe
fontos jelenséget fedezett fel:

"Ha egy rugot meghajlitunk, a konvex rész vékonyabb, a konkav rész pedig vastagabb lesz. A
vdltozas a keresztmetszetben linedris, és a rugok metszetének sulypontjaban lesz mindig
zérus..."

Ma ezeket a feljegyzéseket ¢és a hozza kapcsolddd vazlatokat tekintjik az elsod
megfigyeléseknek egy hajlitott ridelem viselkedésének leirasa kapcsan.

A kovetkezd tudos, aki gerendak vizsgalataval foglalkozott
Galileo Galilei’ volt. Galilei hajlitott konzolokkal végzett
kisérleteket, melyeket az 6 egyik mivében® szerepld vézlat
szemléltet (3.4bra). Lathato, hogy a terhet a "C" pontban a
konzolvégen fliggesztette fel, és igy vizsgalta a gerendak
hatarteherbirasat. A kisérletek elvégzése utan Galilei az aldbbi
megallapitasokat tette: "Tisztdn ldtszik, hogy amikor a gerenda
tonkremegy, a repedés a "B" pontban a bevagas szélén jelenik
meg, ami egyben a "BC" sik forgdspontja...". Galilei korabban
tiszta huzod kisérleteket is végzett, és az ott tapasztalt hatarerét
"abszolut torési ellendlldsnak” nevezte el. A hajlitasi

2. dbra Galileo Galilei arcképe

3 A torténelmi attekintés elkészitésekor els6sorban a [1] és [2] alatti miivekben fellelhetd informaciéra
tamaszkodtam.

*1452-1519. Ttaliai szarmazasu polihisztor, a reneszansz - és talan az egész emberi torténelem - egyik
legnagyszeriibb miivésze és tuddsa volt. Széles kdrben minden idok egyik legnagyobb festojének
tartjdk szamon, aki a festészeten til - tobbek kozott - szobraszattal, épitészettel, matematikaval,
anatdmiaval, zeneszerzéssel és koltészettel is foglalkozott.

3 1564-1642. Olasz természettudds, aki elsdsorban csillagaszattal, fizikaval és matematikaval
foglalkozott. Tavcsovel végzett csillagaszati megfigyeléseit igazi mérfoldkonek tartjak a tudomany
fejlodésében.

8 "Discorsi e Dimostrazioni Mathematiche intorno d due nuove Scienze (1638)"
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vizsgalatok soran nem irt fel hossziranyu egyensulyi egyenletet, és a fliggdleges erdket sem
vette szamitdsa, hanem azt feltételezte, hogy a falndl a teherbirds kimertilésekor ugyanaz a
belso ellenallas keletkezik, mint huizott rudak esetében.

Galilei ebb6l addéddéan konstans fesziiltségeloszlassal
szamolt, ezért a mai szamitasainkhoz képest haromszor
akkora teherbirasi értéket kapott. Mindennek ellenére
abban a korban ezek a megallapitdisok komoly
eredménynek szamitottak, és modelljét még sokaig
hasznaltak a mérnokok, figyelembe véve azt a tényt,
hogy ha a gerendak hatarteherbirasaban a képlékeny
tartalékot is figyelembe vessziikk, akkor a Galilei-
modellel és a mai szamitasokkal kapott hatarteherbiras
értékek kozott mar joval kisebb kiilonbség lesz. Ezeken
felul Galilei  megvizsgélta,  hogy  téglalap
keresztmetszetek esetén - melyeknek "nagy" szélessége
3. abra Galilei kisérletének vézlata ¢s "kis" vastagsdga van - milyen ardnyt figyelhetiink
meg a teherbirasra vonatkozoan akkor, ha a terhelést a
szélességi vagy a vastagsagi mérettel parhuzamosan alkalmazzuk. E vizsgalodas
eredményeként Galilei még egy szamunka nagyon fontos megallapitast tett: "Bdrmelyik rid,
amelyiknek szélességi mérete nagyobb mint a vastagsdaga, nagyobb teherbirdsra képes akkor,
ha az élére dllitjiuk, mintha lefektetjiik."

A kovetkezd kutatd, akit meg kell emliteniink, Edme
Mariotte’. Mariotte mechanikai vizsgalatait huzokisérletekkel
kezdte. Ot nem csak a rud szakité-ellenallasa érdekelte, hanem
odafigyelt a rid rugalmas tulajdonsagaira, és felfedezte, hogy a
megnyulds az alkalmazott erdvel ardnyos. Ezen feliil
megallapitotta, hogy a torés akkor kovetkezik be, amikor a
megnyulas elér egy bizonyos hatarértéket. Mariotte a Versailles-i
Palota vizvezetékrendszerének tervezése kapcsan kezdett
hajlitott gerendak szilardsagaval foglalkozni. Kisérleteket
végzett, és rajott, hogy Galilei modellje talbecsiili a teherbirast,
ezért kidolgozta sajat modelljét. Mariotte a kisérletei alapjan
Leonardohoz hasonléan megfigyelte, hogy a hajlitott konzol
felsé részén az elemi szalak hosszabbak, mig alul rovidebbek lesznek. Ugy gondolta, hogy a
huzott-nyomott részeket elvalaszto6 sav a gerenda kozepén taldlhat6. Ennek a
gondolatmenetnek a kovetkeztében Mariotte a modelljében a felsd szalak megnytlasa €s az
also szalak 6sszenyomddasa kozott linedaris fesziiltségeloszlast feltételezett.

4. dbra Edme Mariotte arcképe

7

1620-1684. Francia fizikus, a Francia Tudomanyos Akadémia egyik legelsd tagja, aki Boyle-t6l
fiiggetleniil fedezte fel a gazok allapotvaltozasara vonatkozo torvényt.
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Gondolatmenetének megértéséhez vizsgaljunk meg egy a - h méretli téglalap keresztmetszetii
konzolt. Jelolje a konzol hosszat I, a konzolvégen alkalmazott koncentralt erét L, a huzasi
tesztbdl szarmazo6 torési ellenallast pedig S (S = a - h- o).

EHGRES

5. dbra Mariotte hajlito kisérlete

Ha Mariotte feltételezésének megfeleléen linedris "fesziiltségeloszlassal" szamolunk, akkor a
"D" pontra felirt nyomatéki egyensulyi egyenletbdl az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

28 o=k (1.1)
32 31
Mariotte az eloébb ismertetett modszerhez hasonléan meg akarta hatarozni a huzott részhez

tartozé hatarerdt, ehhez a nyomatéki egyenletet a keresztmetszet kzepére irta fel:

L 1=535 = Ly = - (1.2
Egyensulyi okokbdl a nyomott rész torési ellendlldsa is ugyanekkora, a kettd 0sszege pedig
megadja a teljes torési hatarer6t. Megjegyezziik, hogy ha Mariotte ebben a levezetésben a
szilardsag altala hasznalt S/2-es értékét a felére csokkenti, akkor mar a 1600-as évek végén
ismerték volna a vizsgalt feladat "helyes" eredményét. Ennek ellenére Mariotte a huzott és
nyomott szalak kozotti linedris valtozas feltételezésével sokkal jarult hozza a gerendak
fesziiltségvizsgalataban megszerzett tudasunkhoz.

Jacob Bernoulli® nevét a mérnoksk a hajlitott gerendékkal
kapcsolatos vizsgalatairol vilagszerte ismerik. Bernoulli nem a
gerendadk szilardsagat, hanem az elmozdulasait kezdte vizsgalni.
Felhasznalta Mariotte hipotézisét, miszerint a huzott €s nyomott
zonakat egy folytonos feliilet valasztja el, ezt Bernoulli "semleges
tengelynek” nevezte el. Vizsgaljuk meg a 7. dbran az "ABDF"-el
jelolt ds hosszsagu elemi tartomanyt. Ha a hajlitas kovetkeztében
az AB keresztmetszet az "F'D"-hez képest elfordul egy "A" ponton
atmend tengely koriil, akkor a szalak hosszvaltozasa aranyos lesz
a szalak "A" ponttol mért tavolsagaval. Bernoulli felhasznalta

Robert E. Hooke anyagmodelljét, igy a huzott szdlakban .. . W5 . . arcképe

®1654-1705. Svajci matematikus, a hires Bernoulli csalad egyik jeles képviseldje, aki - a gerenddk
mechanikai vizsgalatan kiviil - elsdsorban a valdsziniiségszamitasban és a szétvalaszthatd valtozoja
differencialegyenletek témakorében alkotott maradandot.
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keletkezd ereddjére az alabbi eredményt kapta:

l mAds
2 ds

bh, (1.3)

"o,

ahol "b" és "h" a keresztmetszet méretei, "m” pedig a gerenda rugalmas anyagi
tulajdonsagaitdl fliggd allando.

,/%
P ey bk
%:];; e ﬁ__ﬂ%
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[/ y

Jr!/
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7 dbra Bernoulli cikkében szerepld vazlat

Ezutan Bernoulli felirta ennek az erdnek a nyomatékat az "4" pontra, és ugy gondolta, hogy

ez a nyomaték megegyezik az "x" tavolsagban 1évé "P" erd szintén az "A" pontra vett
nyomatékaval:
Lmads 02 py. (1.4)
2 ds 3

Fentiekbdl Bernoulli a megnyult, és az eredeti elemi szalak hosszainak aranyara az alabbi
megallapitast tette:

Ads _ h
==, 1.5
ds - (1.5)
igy végiil az alabbi eredményt kapta:
3
£=Px—>czml;h : (1.6)
B

Az elfordulési pont helyének téves felvétele miatt Bernoulli végiil a "C" konstansra rossz
eredményt kapott, de a keresztmetszetek merev lapokként vald elforduldsanak a gondolata, és
a fenti képlet altalanos alakjanak felirasa hatalmas elérelépés volt. Ennek kdszonhetéen a
vildg mérnokei barmilyen névkombinacioban is hivatkozzanak a klasszikus gerendamodellre,
Jacob Bernoulli neve semmiképpen sem hidnyozhat.
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Jacob unokadcese, David Bernoulli® hivta fel egy masik
nagy tudds, Leonhardt Euler '’ figyelmét a gerendak
mechanikai vizsgalatara. Euler nagyra tartotta Jacob Bernoulli
eredményeit, igy az ¢ munkdjara tdmaszkodva kezdte a
gerendak vizsgalatat. El6szor kiegészitette Bernoulli képletét a
gorbiileti sugar helyettesitésével:

n

Y = Px. (1.7)

C——55
(1+())

Tekintve, hogy Fuler a vizsgalatait nem Korlatozta kis
8. dbra Leonhard Euler arcképe elmozdulasokra, igy a nevezdben szerepld y’ nem hanyagolhaté
el, ezért a feladat igen bonyolulttd valik. Euler sorfejtéssel
integrélta a fenti egyenletet és kimutatta, hogy ha a konzol elmozdulasa kicsi, akkor a "C"

paraméterre az alabbi eredményt kapjuk (ahol "f" a konzolvég lehajlasa):

2
o Pr@I-37)

8
o7 (1.8)

Lathatd, hogy ha a szamlaloban 1év6 3f tagot elhanyagoljuk, akkor a konzolvég eltolodéasara
mar egy ismerds 6sszefliggést kapunk:

_Pr

f_sc' (1.9)

Az alapvetden matematikus Eulert nem foglalkoztatta a C paraméter fizikai tartalma, 6 maga
ezt "abszolut rugalmassagnak” nevezte el, és azt javasolta, hogy kisérleti uton hatarozzak
meg a mérnokok. Fuler gy gondolta, hogy ez az érték a keresztmetszet magassagi méretének
négyzetétol fligg.

Antoine Parent’’ a kovetkezd tudés, akinek nevét és munkdassagat feltétleniil meg kell
emliteni. Parent észrevette, hogy Mariotte képlete, melyet a négyszog keresztmetszet
hatarerejére vezetett le, kor és korgylrli esetén nem ad megfeleld értéket. Ezért feliilbirdlta
Mariotte hipotézisét, mely szerint a linearis erdmegoszlas a konzol talppontjatol indul. Parent
modositasat az alabbi abra szemlélteti:

° 1700-1782. Svajci matematikus és fizikus. "Hydrodynamica” cimii konyvében lefektette a
folyadékok mechanikajanak alapjait. Emellett a valdsziniiségszamitasban ¢és matematikai
statisztikdban alkotott maradandét.

' 1707-1783. Svajci matematikus és fizikus. A matematikatorténet egyik legtermékenyebb és
legjelent6sebb alakja, aki a matematikan til mechanikaval, folyadékok dinamikajaval, optikaval,
csillagaszattal és zeneelmélettel is foglalkozott.

" 1666-1716. Francia matematikus. Alapveté munkaja "Recherches de Mathématique et de Physique’
cimmel harom kotetben jelenet meg Parizsban. Konyve jelentds részét 3D geometriai feladatok
alkotjak.

’
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9. dbra Mariotte (b) és Parent (c) javaslata

Mariotte elmélete szerint az L és F erdk ereddjének at kell menni a B elfordulédsi ponton.
Ezzel szemben Parent azt javasolta, - a mechanika torténetében eldszor - hogy a nyomadsi
hatasokat is figyelembe kell venni, igy két egyenld nagysagu haromszogre bontotta az erdk
megoszlasat (9.c abra). Eredményiil a Mariotte altal szamitott érték felét kapta, igy 6 irta fel
elsoként a rugalmas fesziiltségeloszlasra vonatkozé helyes sszefliggést.

Az épitdémérnokok altal egyik legismertebb név, Henri
Navier'? kovetkezik a sorban. Navier mar nem csak konzolokat
vizsgalt, hanem 4altalanossagban tekintett a hajlitott tartok
kérdésére. O volt az elsé, aki kimutatta a hajlitas sikjanak és a
keresztmetszetek fOtehetetlenségi iranyainak a kapcsolatat.
Elfogadta Bernoulli hipotézisét arrdl, hogy keresztmetszetek sik
lapokként fordulnak el €s, hogy a rugalmas szalak merdlegesek
a metszetekre. Navier nem a gerenddk hatarteherbirasaval
foglalkozott, hanem kifejezetten a rugalmas viselkedésre, a
Hooke-modell érvényességi tartomanyara Osszpontositott. A
metszetekre felirt egyensulyi egyenletekkel igazolta, hogy a

semleges tengelynek 4t kell mennie a keresztmetszet 10. dbra Henri Navier arcképe
sulypontjdn, a rugalmassidgi modulus ¢és a tehetetlenségi
nyomaték ismeretében pedig levezette az egyenes hajlitdsnal ma is hasznalt képletet:

2
2:1\4ésE13x—*2V

0

=M, (1.9)

ahol p a gorbiileti sugar, az x a gerenda hossztengelyének irdnyadba mutat, y(x) pedig a
lehajlasfiiggvény.

2 1785-1836. Francia épitdbmérnok és fizikus. A Francia Tudominyos Akadémia tagja és a
Becsiiletrend lovagja. Tobbek kozott neki koszonhetjiik a mai egyetemi sillabuszok szerinti egységes
oktatasi stilus kidolgozasat. Fliggbhidak tervezésével és épitésével is foglalkozott.
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A gerendaelmélet fejlodésében Adhémar Jean Claude Barré
de Saint-Venant'-nak is eléviilhetetlen érdemei vannak. "Nagy
0sszegzd" 1évén Saint-Venant részletesen elemezte Bernoulli és
Navier hipotézisét, €s kimutatta, hogy a sik lapként elfordult
keresztmetszetek, valamint a tiszta huzd- és nyomofesziiltségek
kialakuldsa csak tiszta hajlitas esetén igazak. Ravilagitott arra,
hogy a keresztmetszetek keresztiranyban is torzulnak a
Poisson-hatasnak  megfeleléen. Saint-Venant ezek utan
megvizsgalta a nyirofesziiltségek hatasat, és az ezek
kovetkeztében bekovetkezd keresztmetszeti torzulds mértékét.
O volt az elsé, aki elemezte a ferde hajlitas hatasat, melyre

vonatkozoan kidolgozta az ugynevezett ditalanos modszert.
Mindezen feliil Saint-Venant volt az is, aki a gerendak (kis)

11. dbra Saint-Venant arcképe

elmozduldsainak szamitasara haszndlatos nyomatéki terhek modszerét kidolgozta.

Az eddigiekben attekintettiik a klasszikus gerendaelmélet
kialakuldsanak legfontosabb allomaésait, és lattuk, hogy mennyi
idd, és hany kivalé tudos munkdja kellett mindehhez. Egyuttal
azt is lattuk, hogy Saint-Venant ravilagitott a klasszikus elmélet
egyes hidnyossagaira, melynek hatdsara a kutatok folytattak a
gerenddk mechanikai vizsgalatat, melynek eredményeként uj
elméletek lattak napvilagot. A kovetkezd, gyakorlati szamitasok
soran gyakran hasznalt modellre 1921-ig kellett varnia a
mérmokoknek, amikor is Stepan Prokopovych Timoshenko'”
publikalta az tugynevezett elsérendii nyirasi modelljét [3,4].
Ebben a modellben Timoshenko figyelembe vette a nyirasi
deforméacio hatasat "> azzal a feltételezéssel, hogy a nyirasi
alakvaltozasok egyenletesen oszlanak meg a keresztmetszet ;5 gbra Timoshenko acképe
mentén. Ez a feltételezés nem felel meg a valdsagnak és ezzel a
ténnyel maga Timoshenko is tisztaban volt. Az ellentmondas feloldasara Timoshenko egy un.
nyirdsi korrekciés tényezdt'® vezetett be, mely figyelembe veszi, hogy a nyirasi szdgtorzulas
nem egyenletes eloszlasu a keresztmetszeten. Az egyes keresztmetszetekre jellemzd nyirdsi

korrekcids tényezd ismeretében a Timoshenko-modell egy viszonylag egyszertien hasznalhatd,

® 1797-1886. Francia matematikus és mérnok. A Francia Tudomanyos Akadémia tagja, aki a
mechanika szamos teriiletén ért el maradandot.

' 1878-1972. Ukran nemzetiségii mérnok, akit a modern mérndki mechanika atyjanak tartanak. Az
Ukran Tudomanyos Akadémia alapitd tagja, a Michigan Egyetem, késdbb pedig a Stanford Egyetem
professzora volt.

% Valojaban mar 1859-ben, Jacques Antoine Charles Bresse francia tudés [5] alatti miivében publikalt
egy modellt, melyben figyelembe vette a nyirasi deformaciok hatasat, am ez még nem valt olyan
széles korben hasznalt és elfogadott modellé, mint késobb Timoshenko elmélete.

* A Kkorrekcios tényezd tulajdonképpen nem mas, mint egy olyan tényezd, mellyel az egyenletes
nyirasi alakvaltozassal szamolt eredményeket szorozva (vagy osztva) a "pontos" eredményeket kapjuk.
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robosztus modszernek bizonyult, melyet a mérnokdk még ma'’ is eldszeretettel hasznalnak a
mindennapos munkajuk soran. Tekintve, hogy a mérnokok mar lassan egy évszazada
hasznaljak ezt a modellt, a szakirodalomban olykor a Bernoulli-Navier- és a Timoshenko-
modellre egyiittesen a "klasszikus modellek” gytijténévvel hivatkoznak'®, mely hien tiikrozi a
Timoshenko-modell megitélését a mérnokok korében.

Annak ellenére, hogy megfeleléen megvalasztott korrekcios tényezé esetén az elsérendii
nyirdsi modell hasznalata a gyakorlati szadmitasok sordan "pontosnak tekinthetd"
eredményekhez vezet, Timoshenko modellje elméleti szempontbdl tovabbra is hibas
feltételrendszeren alapul. Ezért a kutatok tovabb foglalkoztak a gerenddk mechanikai
vizsgalatanak elméleti kérdéseivel, és az erre vonatkozo kutatasok még ma is aktivan folynak.
A "kozelmultbeli" torekvések eredményeként mara szamtalan kiilonb6z6 modell sziiletett,
melyek két nagy csoportba sorolhatok aszerint, hogy a korabban emlitett két modell mely
hianyossagait és alkalmazhatdsagi korlatait hivatottak feloldani.

A gerendamodellek talan legnépesebb csoportjaba azok a magasabbrendi nyirasi modellek
tartoznak, melyek igy vagy 0gy, - tovabbra is izotrop anyagu gerendak - keresztmetszetének
deformacioit probaljdk minél pontosabban leirni. Ezek a modellek elvetik a sik
keresztmetszetek elvét, a keresztmetszetek 0Oblosodését pedig olyan - un. torzuldsi -
fiiggvényekkel irjdk le, melyek teljesitik az eloirt peremfeltételeket, ebbdl addéddan a
korrekcids tényezd haszndlatara nincsen sziikség. Ide sorolhatok a [6], [7] és [8] alatti
cikkekben kozo6lt modellek, melyek egyarant harmadrendii polinommal irjak le a
keresztmetszetek 6blosddését. Némiképp mas megkozelitéssel dolgoznak azok a modellek,
melyek valamilyen trigonometrikus fiiggvénnyel irjak le a Kkeresztmetszeti pontok
tengelyiranya eltolodasait. Itt emliteném meg a [9] cikkben publikalt modellt, ahol az
elmozdulasmez6t definiald egyenletekben hiperbolikus fliggvények szerepelnek. Mivel ezek a
modellek mar nem tamaszkodtak a sik keresztmetszetek elvére, igy a keresztmetszeteket a
sikjukra merdlegesen mar nem tekintették merevnek, azonban a keresztmetszet sikjaban
torténd deformdaciokat tovabbra is elhanyagoltdk. A keresztmetszet deformdcioit minél
pontosabban leirni probaléo modellek csoportjanak sajatos példaja a [10] alatt talalhaté modell,
melyben mar a keresztmetszet sikbeli deformacidit is figyelembe vehetjiik.

A gerendamodellek masik nagy csoportjdba azok a modellek sorolhatok, melyek a homogén,
izotrop anyagu gerendak mellett ett6l eltéré anyagu és felépitésti gerendak mechanikai
vizsgalatara is alkalmasak. Ide sorolhatok azok a modellek melyek rétegesen izotrop
(szendvics) Keresztmetszetii gerendak vizsgalatara sziilettek. Erre a [11] és [12] alatti
mivekben talalhatunk példakat. Ennek a csoportnak szintén nagyon fontos tagjai azok a
modellek, melyek anizotrop anyagu gerendak mechanikai vizsgéalatara alkalmasak. Ezzel a
témakorrel kapcsolatban mindenekel6tt a [13] alatti mivet kell megemliteni, mely altalanos
anizotrop - és ennél specidlisabb (pl. ortotrop) anyagti gerenddk - vizsgélatara kinal egy

Y Ma mar leggyakrabban végeselemes szamitasokndl hasznéaljuk ezt a modellt, melynek a klasszikus
modellel szemben - a nyirasi alakvaltozasok figyelembevételén tal - fontos elénye, hogy a
matematikai finitizalas soran C° folytonos bazisfiiggvények hasznélata is elegendd.

'® Ennek ellenére ebben a dolgozatban a Timoshenko-modellre nem hasznalom a "klasszikus" jelzot,
ezzel egyediil a Bernoulli-Navier-modellt illetem.
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lehetséges megoldasi modot. Egy késobbi [14] alatti forrasban az anizotropia kiil6nb6zo
eseteire tovabbi lehetséges megolddsi mddszert talalunk, mely &ltalanosabb - rdd hossza
mentén valtozo terhelési - esetben is hasznalhato. Fontos megemliteni, hogy ahol a
Lekhnitskii-megoldds alkalmazhato, ott a két modszer hasznalata ugyanazon eredményekhez
vezet. A probléma megoldasa altalaban egy parcidlis differencidlegyenlet, vagy - az un.
kapcsolt modellek esetén - egy differencidlegyenlet-rendszer megoldasat igényli, melyre
altalaban csak numerikusan, példaul a véges differencidk modszerének alkalmazasaval van
lehetdséglink.

A mechanika fejlodésével vilagossa valt, hogy bizonyos mémoki problémak'® leirdsara az
elemi szilardsagtan Osszefiiggései nem alkalmasak. Ez a felismerés vezetett a
rugalmassagtan ¢s igy a 3D kontinuum modellek kialakuldsdhoz. A kontinuummechanika
maig is tartd intenziv fejlédése a XIX. szazadban kezdédott, amikor Navier 1821-ben felirta
az egyensulyi egyenletek altalanos alakjat. Ezt hamarosan Cauchy eredményei kovették, aki az
egyes anyagi pontok fesziiltségallapotat tanumanyozta. Ezt kovetden olyan neves tudosok
jarultak hozzd a szilard testek elmozduldsairdl, alakvdltozasairdl és fesziiltségeirdl
megszerzett tudasunkhoz, mint Bernoulli, Lord Kelvin, Poisson, Lamé, Green, Saint-Venant,
Betti, Airy, Kirchhoff, Lord Rayleigh, Love, Timoshenko, Kolosoff, Muskhelishvilli és még
sokan masok. Kutatasaik soran szamtalan analitikus megoldas sziiletett, melyek specifikusan
egy adott probléma” pontosabb vizsgalatat tették lehetdvé. A XX. szdzad masodik felében a
numerikus modszerek (kivaltképp a végeselemmodszer) megjelenése tagabb problémakor
vizsgalatat tette lehetové, igy forradalmasitotta a kontinummodellek hasznélatat a mindennapi
mérndki gyakorlatban. A kontinuummechanika egy érdekes fejlesztési irdnyzatat az un.
magasabbrendii kontinuumok képviselik *', melyeknél - a klasszikus kontinuummodellel
ellentétben - az egyes pontok az eltolodési szabadsagfokok mellett tovabbi, pl. elfordulési
szabadsagfokokkal is rendelkeznek™.

1 Ide sorolhatok a lokalis hatasoknak koszonhetden kialakuld fesziiltségkoncentraciok, illetve azok a
feladatok, amelyeknél a szilard test méretei minden iranyban azonos nagysagrendbe esnek.

2 Itt érdemes példaként megemliteni Airy-fesziiltségfiigvény hasznalatan alapuld tdrcsa-megolddscit,
mellyel pontosabban szamithatjuk a tarcsakban keletkezd fesziiltségeket A tdrcsdkra kidolgozott
fesziiltségfiiggvényes eljaras egyuttal ramutat a klasszikus gerendamodell egyes hianyossagaira. Ebben
a dolgozatban kifejezetten a gerendamodellek eredményeit hasonlitom 6ssze a 3D kontinummodellek
"pontosnak" feltételezett - végeselemes szamitassal kapott - eredményeivel, igy a tarcsafeladat
vizsgalatatdl jelen keretek kozott eltekintek. Ennek ellenére az aniztotrop gerendak rugalmassagtani
vizsgalatakor sziikség lesz fesziiltségfiiggvények alkalmazasara.

2! Ide sorolhat6 példaul a Cosserat-kontinuum és a Mindlin-kontinuum.

*? Ezeket a modelleket gyakran az inhomogenitasok leirasara hasznaljak. Jelen dolgozat keretei kozott
kizarélag homogén gerendakkal foglalkozom, igy a tovabbiakban elfogadom a klasszikus
kontinuumechanika feltételezéseit.
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2. 1zotrop anyagu gerendak mechanikai
vizsgalata

Ebben a fejezetben egyenes tengelyii, homogén, izotrop anyagu hajlitott gerendakkal
foglalkozom. El6szor bemutatom az izotrop gerendamodellek elméleti hatterét, majd az egyes
modellekkel kiszamitom egy koncentralt erdvel terhelt konzol analitikus megoldasat. Az igy
kapott értékeket 3D végeselemes szimuldaciok eredményeivel hasonlitom Ossze. A fejezetet a
modellek 6sszefoglalo értékelésével zarom.

2.1. Izotrop anyagu gerendak modelljeinek elméleti bemutatasa

Ma a - klasszikus kontinuummechanikara épiild - gerendaelméletek harom alapvetd tipusat
kiilonboztetjiik meg. Az elsé csoportba a klasszikus gerendaelmélet tartozik, melyben az
alakvaltozastenzor elemi koziil csak a hossziranyu megnyulast - €, - vessziik figyelembe. A
keresztirany( nyirasi alakvaltozasokat - v,y ¥, - €lhanyagoljuk, igy azt feltételezziik, hogy a
keresztmetszeti sikok, melyek a referenciatengelyre kezdetben merdlegesek voltak, a terhelés
utan is sikok maradnak, és merdlegesek lesznek a deformalt tengelyre. Mindezek hatéséara
ebben az elméletben csak egy fiiggd valtozonk van. A masodik csoportba a nyirasi
gerendamodellek tartoznak. Ide soroljuk Timoshenko elsérendii nyirdsi modelljét, a
harmadrendii- és a magasabb rendii nyirdsi modelleket, a réteges ("szendvics") gerenddk
nyirdsi modelljét, stb. Ezek a modellek figyelembe veszik a keresztiranyd nyirasi
alakvaltozasokat - ¥, ¥,y - €s igy a keresztmetszetek sikra mer6leges torzulasat, vagyis a
keresztmetszeti pontok sikra merdleges iranyd kitérését, melyet a keresztmetszet
0blosodésének neveziink. Timoshenko modelljében két fliggd valtozonk van, mig a magasabb
rendii modellek esetén harom vagy tobb fliggd valtozoval van dolgunk. A gerendamodellek
harmadik csoportjat a haromdimenzios gerendamodellek alkotjak, melyek a sikbeli, és a
sikra merdleges keresztmetszeti torzuldst is figyelembe veszik. A keresztmetszetek sikbeli
torzuldsa a keresztirany (normal) alakvaltozasok - & €, - €s a sikbeli nyirasi szogtorzulas -
Yxy - kOvetkeztében jon létre. Ezeknek az alakvaltozasoknak megfeleléen keresztirany(
normélfesziiltségek - g, 0, - és sikbeli nyirofesziiltség - Ty, - alakulnak ki, vagyis a
haromdimenzios gerendaelméletek a teljes térbeli fesziiltségallapot modellezésére alkalmasak.
Az alakvaltozasoknak ¢és a fesziiltségeknek a vizsgalatdhoz még tobb valtozora van
sziikséglink, ezért a végeselem-modszer segitségével altaldban csak numerikusan oldjuk meg
az ilyen tipust feladatokat. A tovabbiakban az egyes modellek elméletének részletes
bemutatasaval foglalkozom.

2.1.1. Klasszikus gerendamodell elmélete

A Kklasszikus gerendamodell elméleti hatterének bemutatdsat egy altalanos -
kontinuummechanikai megkozelitésii - levezetéssel kezdem? . Altalanos statikus terhelési

A klasszikus gerendamodell elméleti hatterének bemutatasakor elsésorban a [10] és [15]-Gs
muvekben talalhatd levezetésekre tamaszkodom
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esetre bemutatom a klasszikus elméletnél alkalmazott elmozdulasmez6ét, az ebbd6l
szarmaztatott alakvaltozasokat és fesziiltségeket, utdna pedig ratérek az egyenes hajlitassal
egyidejii nyirds hatdsanak vizsgélatira. A levezetéseket a kis elmozduldsok (és
alakvaltozasok) tartomanyara korlatozom.

A klasszikus gerendaelmélet alkalmazdsakor kezdetben harom kozelitést, elhanyagolast
tesziink:

- a keresztmetszeteket a sikjukban végteleniil merevnek tekintjiik,

- a keresztmetszetek elfordulnak a semleges tengely (feliilet) koriil, és az elfordulas utan is
sikok maradnak,

- a keresztmetszetek a deformalt allapotban is merélegesek maradnak a semleges tengelyre.

¥

\\\\\;\ NN
]
1
|
[

vy

<

-

2.1 dbra Hajlitott konzol viselkedése a Bernoulli-Navier-féle kinematikai feltevések alapjan’

Az elsé feltevés szerint a keresztmetszetek nem deformélodnak a sikjukban, ezért a sikbeli
elmozdulas komponensek - » €s v - csak a keresztmetszetek hossziranyu koordinatajatol
fugghetnek:

ou
e.=—=0
*oox
. =@:O IR u(x,y,z)=u,(z), @1
e, v(x,p,2)=v,(2).
—a_u+@—()
yxy_éy x

A masodik feltevésbol - mely szerint a keresztmetszetek sikok maradnak - kovetkezik, hogy
a keresztmetszeti pontok sikra merdleges (vagyis hossziranyu) eltolédas komponensének
nagysaga linearisan fligg a sikbeli koordinataktol:

w(x,3,2)=w,(2)-4,(z)x+4,(2) y. (2.2)

A harmadik feltétel kovetkezt€ben a nyirasi alakvaltozasokat - y,,, €s ¥, - €lhanyagoljuk:

* Munkamban kizarélag a hajlitassal egyidejii nyiras esetével foglalkozom. A levezetések soran azzal
a feltételezéssel élek, hogy a koncentralt erd hatasvonala athalad a keresztmetszet nyirasi
kozéppontjan.
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Yy =Vx=0. (2.3)

Ebbdl kovetkezik, hogy a fenti (2.1)-es egyenletek segitségével az elforduldsok kifejezhetdk a
sikbeli elmozdulasok derivaltjaként:

}/x_:@-k%: +%=0 ¢ =_%’
© oox o0z Y dz b dz 2.4)
}/_y:@.k@: x+%=0 ¢ =_d&'
T oy Oz dz ! dz
Ezek utdn az elmozdulasmez6 az alabbi alakot 6lti:
u=u,, (2.52)
du, dvy,
W=W,——X———V, 2.5b
0 dz dz Yy ( )
V=Y. (2.5¢)

Matematikai nézdpontbdl a klasszikus gerendamodellben alkalmazott elmozduldsmezd egy
MacLaurin-féle sorfejtésnek is tekinthetd, ahol a sikbeli elmozduldskomponenseknél
nulladrendi  kozelitést, a tengelyirdnyu elmozduldaskomponenseknél pedig elsérenda
kozelitést alkalmazunk. Ezen feliil megallapithatjuk, hogy - altalanos terhelési esetben - az
elmozdulasmez6 hdrom ismeretlen valtozot tartalmaz.

A gerenda elmozdulasaira tett megkotéseink, elhanyagoldsaink kovetkeztében az
alakvaltozas-komponensek koziil egyediil a tengelyirdnyu nyuldsok kiilonbdznek nullatol. A
hossziranyu alakvaltozast a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

. _@_dwo_dzu0 _dzv0

= = X =¢ +k’x+k’y, 2.6
z 6’2 dZ d22 dey z0 z zy ( )

ahol £, a semleges tengely fajlagos nyulasa, k¥ és k) pedig a gorbiiletek, melyek - kis
elmozdulasok esetén - az eltolédasok masodik derivaltjaként szamithatok.

A o0, hossziranyu normalfesziiltség az ¢, tengelyirdnyu alakvaltozasbdl szarmaztathaté a
Hooke-modell segitségével:

0. =Ee. = E(e.+kx+kly), Q2.7)

ahol E a gerenda anyaganak rugalmassagi modulusa.

A fesziiltségi eredéket a fesziiltségek keresztmetszeti teriileten torténd integralasaval
kaphatjuk meg. Példaul a normalerét az alabbi modon szamithatjuk:
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N(z)=[o.dd=[E(s+kix+ky)dd=
A A

E[g_,oj dA+kfjdi+kijdAJ:E(g:0A+k_f“Sy +ES,). (2.8)
A A

A

ahol S, €s S, a statikai nyomatékokat jelolik. Hajlitassal egyidejti nyirds esetén természetesen
N(z) =0, vagyis a hosszirdnyu fesziiltségek hossziranya vetiileti értelemben egyensulyi
erérendszert kell, hogy alkossanak. Ezt az alabbi egyenlet fejezi ki:

j o.dA=0. 2.9)
A

Tekintve, hogy tiszta egyenes hajlitas - és kis elmozduldsok - esetén &,,, valamint k% és k)
gorbiiletek koziil az egyik, (példaul k) a nullaval egyenld, igy a normalfesziiltségekre
vonatkozo (2.7)-es 0sszefliggés az alabbi képletre redukalodik:

o, =Eky. (2.10)
A (2.10)-as egyenlet (2.9)-es egyenletbe vald behelyettesitésével alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

K [ydd=kS, =0. Q.11
A

Amennyiben a trividlis megolddastol eltekintiink (vagyis a gorbiilet nem nulla), - a fenti
Osszefliggés alapjan - a statikai nyomaték kell, hogy nullara adédjon. Ez azt jelenti, hogy a
keresztmetszet semleges tengelyre vonatkozo6 statikai nyomatéka kell, hogy zérus legyen,
ennek pedig az a kovetkezménye, hogy a semleges tengely egybeesik a keresztmetszet
sulyponti x tengelyével!

Ezek utan a fesziiltségek nyomatéki ered6jét - tovabbra is altalanos terhelési esettel szamolva
- egy terliletintegrallal hatdrozhatjuk meg az alabbi médon:

Mx(z)=—_[0':ydA =—IE(8:0 +kfx+k:yy)ydA =
Y Y

_E(gzo.[ydA+kfjxydA+kij2 dAJz—E(g__OSx +EL,+K1), (212
4 Y Y
ahol S, a keresztmetszet x tengelyre vonatkozé statikai nyomatéka, valamint I, a
centrifugalis-, és I, pedig a keresztmetszet hajlitasi inercianyomatéka. Hasonloképpen az y
tengely koriil forgaté nyomaték is meghatarozhato:

My(z):IG;XdA:jE(S;o +k_f“x+k:yy)di:
Y Y

E(gso.[di+kfjx2 dA+k:yJ.xydAJ=E(g:0Sy +EL+KL).  (213)

z Xy
A A A
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Amennyiben tiszta, egyenes - példaul x tengely koriili - hajlitassal van dolgunk, akkor a fenti
(2.10)-es és (2.12)-es egyenleteket 6sszevonva az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

EI

X

M
Mx(z):—EJ-g:ydA=—Elxk:y—)k__y:—ﬂ. (2.14)
Y

A (2.8)-as, (2.12)-es és (2.13)-as egyenleteket matrix formaban is felirhatjuk:

N A4 8, S, | ¢
M, |=E|S, I, I,|l k]| (2.15)
_Mx Sx xy X k:y
ahol:
4 S, S,
Li=|S, I, Iy (2.16)
S, I, I,

a keresztmetszet mdsodrendii inerciamdtrixa.

A  (2.8)-as, (2.12)-es ¢és (2.13)-as egyenletek nagyban leegyszerlisodnek, ha
referenciarendszernek a keresztmetszet x. és y. fotengelyeit hasznaljuk. Ekkor az
egyenletrendszer olyan alakot 61t, amelynél az inerciamatrix diagonalis szerkezet:

N, 4 0 0|50
L l=Elo 1 o |k | 2.17)
_MxF 0 0 [xF kfj(

Ebbol a hossztengelyiranyu alakvdltozas és a gorbiiletek kifejezhetok az igénybevételek
figgvényében az alabbi modon:

£y = %, (2.18a)
M
ki =—>, (2.18b)
EI,
M,
T (2.18c¢)

A hossziranyu normalfesziiltségek az igénybevételekbdl - altalanos terhelési esetben - a
kovetkezé modon szamithatok:
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NC Myﬁ M)Ca
o. = + Sx——y. 2.19
=TT 7 7 (2.19)

Yc Xc

Tiszta egyenes hajlitas esetén természetesen a Bernoulli-Navier-képlethez jutunk:

o.=——Cy. (2.20)

Ezek utan - egyfajta kovetkeztetésképpen - felirhatjuk azokat a differenciilegyenleteket,
melyek a keresztmetszetek elfordulésat €s eltolodasait jellemzik:

d;:lgo :%, (2.21a)
d;;»go _ 24] ’ (2.21b)
g = % ’ (2.21¢)
4 = % ' (2.21d)

Eddig megismertiik a klasszikus modell alapfeltevéseit, és ezek kovetkezményeit az
elmozduléasok, alakvaltozasok, fesziiltségek és igénybevételek vizsgalataban. Most térjiink at
arra a specialis esetre, amit a numerikus példadknal is vizsgalni fogunk, nevezetesen az
egyenes hajlitassal egyidejii nyiras témakorére. Levezetéseinket tovabbra is a Kkis
elmozdulasok tartomanyara korlatozzuk, igy az u és v elmozdulasok egymastdl fliggetlenek.

Az elobb emlitett feltételek esetén a hajlitott gerenda hossztengelyén fekvd pontok
tengelyiranyu eltolédasat elhanyagoljuk, vagyis:

wy(2)=0. (2.22)

Jelen esetben a gerenda hossztengelyén 1évo pontok csak y irdnyban képesek eltolddni. Ekkor
a rudtengely irdnyt eltoloddsok mellett a gerendatengelyen fekvd pontok hossztengelyiranyt -
membran jellegli - alakvaltozésat is elhanyagoljuk:

£.,=0. (2.23)

Ha megvizsgaljuk egy dz hosszusagu gerenda elem y irdnyu vetiileti egyensulyat, akkor a
kovetkezd 6sszefiiggést kapjuk:

dv,
Edzcos@ +q,dz=0, (2.24)
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ahol q, a gerendara hatd fliggéleges megoszlo teher intenzitasa. A nyirderdt a t,,
fesziiltségek keresztmetszeti teriileten torténd integralasaval hatarozhatjuk meg:

v, = j 7., dd. (2.25)
A

dz
z

2.2 dbra A belsé erdk alakulasa és az elemi hosszusdgu gerendaelem deformdcioi a
klasszikus gerendamodell szerint

A dz hosszusagu gerendaelem x tengely koriili nyomatéki egyensulyat a kovetkezd

egyenlettel fejezhetjiik ki:

dv,
dedz+lVydz+l V,+—=>dz |dz=0, (2.26)
dz 2 2 dz

ahol az M,, nyomaték ezuttal is a (2.12)-es Osszefiiggéssel hatarozhato meg.

Mivel vizsgalatainkat a kis elmozduldsok tartomanyara korlatozzuk, igy a kovetkezd
egyszerUsitést alkalmazhatjuk:

cosg ~1. (2.27)
Ezen feliil a nyomatéki egyensulyi egyenletbdl elhagyhatjuk a magasabb rendi tagot:

dv.
1% 4~ 0, (2.28)
2 dz

igy az egyensulyi egyenletek az alabbi egyszer( alakot 6ltik:

av,
E'i‘qy :0, (2293)

dM,

+7, =0. (2.29b)
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Ha a nyiroer6t kifejezziik a (2.29b) egyenletbodl, €s visszahelyettesitjik a (2.29a) egyenletbe,
akkor a kovetkezd 6sszevont egyensilyi egyenletet kapjuk:

dzMx —
—v'i‘qy =0. (230)

Egyenes hajlitassal egyidejii nyiras esetén a vizsgalt keresztmetszet egy tetszéleges pontjanak
eltolodaskomponensei az alabbi modon hatarozhatok meg:

w:—y%;v:vo;uzO. (2.31)

A linearis geometriai egyenleteket felhasznalva az alakvaltozasmez6é meghatarozasara a
kovetkezd osszefiiggéseket kapjuk:

ow  d’v, ow v
g-':E:_y_dﬁ ;7/__y:—+§=0;5y=5x:7/5x=7/yx=0. (2.32)
Az igy kapott alakvaltozasmez6 nyilvanvaldéan hibas mar kis elmozduldsok esetén is. Példaul
az &, €s & keresztiranyu alakvaltozasok a Poisson-hatdasnak megfelelden még akkor sem
lehetnek zérus értékiiek, ha a gerendara nem hat keresztiranyu terhelés. Ezt az ellentmondést
jol szemlélteti, hogy ha a fenti - &, =&, =0 - egyenletet behelyettesitjik az izotrop

anyagmodell kapcsolati 6sszefliggéseibe:

I-v v 0 0 0
(o, ] v oo 1-v 0 0 &, |
o, 1% v 1-v 0 0 g,
ol.__ £ o o o = N R I
7, | (+v)(-2v) o Vo |
-2v
T, 0 0 0 0 5 0 Y,
TZX _ ]/ZX
- 0 0 0 0 P
L 2
akkor a hossziranyu normalfesziiltségekre az alabbi - hibas - 6sszefliggést kapjuk:
o —E—17Y (2.34)
} l—v—2p% .

Amennyiben az el6zéek helyett a o, = g, = 0 kozelitéssel szamolunk, akkor a (2.33)-as
kapcsolati egyenletekbe valo behelyettesités utan az alabbi 6sszefliggéseket kapjuk:

o.=Es, =-Ey—", 7.,=0. 2.35
Y (2.35)
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Ezt behelyettesitve a (2.12)-es egyenletbe, az M, (z) nyomatékra a kovetkezd kifejezés
adodik:

2
d?y,
>

d%v
M (z)=|E—2y*d4=El,—} (2.36)
£ dz* dz

Ezt az Osszefiiggést a (2.30)-as, majd a (2.29b) egyensulyi egyenletbe behelyettesitve az
alabbi eredményre jutunk:

d*v,
d? (EIX dzzo J
_—dzz =+ qy = O’ (2.378,)
2
d(E]x d;}
dz
T+Vy =0. (237b)

A (2.34)-es Osszefliggés mellett tovabbi ellentmondast is felfedezhetiink a levezetésben. A
(2.35)-0s kifejezésben szerepld 7,, = 0 eredmény is helytelen, hiszen ha ezt behelyettesitjiik
a (2.25)-0s egyenletbe, akkor a nyirderd zérusra adodik, ami nyilvanvaléan nem elégiti ki a
(2.29)-es egyensulyi egyenleteket.

Az emlitett inkonzisztencidk azokbdl a feltételezésekbdl szarmaznak, amelyeket a
klasszikus gerendamodell bevezetésénél tettiink. A nyirderd jelenléte kovetkeztében
nyirofesziiltségek is keletkeznek (75, # 0), ez pedig nyirasi alakvaltozassal jar (y,, # 0). A
nyirasi alakvaltozas a gerenda feliiletén zérus, valamint feltételezésiink szerint a maximalis
értékeket a referenciatengelynél veszi fel. Mindez a keresztmetszet 6blosodés¢hez vezet, ami
ellentmond a klasszikus gerendaelméletnél tett feltételezéseinknek. Hajlitassal egyidejli nyiras
esetén a keresztmetszetek nem maradnak sikok, és nem is merélegesek a gerenda deformalt
hossztengelyére. Az ellentmondésok felolddsara a kutatok szdmos, nyirasi deformdciot is
figyelembevevd gerendamodellt hoztak Iétre, a kovetkezokben ezen modellek elméleti
hatterének elemzésével foglalkozom.

2.1.2. Nyirasi alakvaltozast figyelembevevo 2D gerendamodellek altalinos bemutatasa

A gerendamodellek masodik nagy csoportjdba az un. 2D nyirasi gerendamodellek
tartoznak, amelyek - a klasszikus gerendamodellel ellentétben - figyelembe veszik a
keresztmetszetek sikra merdéleges torzulasat - 6blosodését -, azonban a Poisson-hatas miatt
1étrejovo sikbeli torzulast mar nem képesek kezelni. A kovetkezdkben vizsgaljuk meg, hogy
a kétdimenzios nyirdsi modellek hogyan - mely paraméterek bevezetésével - képesek a nyirdsi
alakvaltozds hatasat figyelembe venni.

Jelen esetben is feltételezzikk, hogy a gerendatengelyen fekvd pontok hossziranyu
eltolédasa és alakvaltozasa elhanyagolhatd, vagyis a (2.22)-es €s (2.23)-as feltétel most is
fennall.
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2.3 dabra A belsé erdk alakuldsa és az elemi hossziisdgu gerendaelem deformdcioi a nyirdsi
alakvdltozas figyelembevételével

A nyirasi alakvaltozas hatasat két uj valtozo bevezetésével vehetjiik figyelembe®. A vizsgalt
keresztmetszet x tengely koriili nyirasi elfordulidsanak jellemzésére szolgalo valtozét y(z)-
vel, a keresztmetszeti pontok sikra merdleges eltolddasainak aranyat jellemzé nyirasi

oblosodési fiiggvényt pedig g(y) -nal jeloljik. Ekkor az elmozdulismezé az aldbbi
Osszefliggésekre modosul:

w=—ysing, +ygcosg.; v=v, —y(l—cos¢x) +ygsing,; u=0. (2.38)

Most is felhasznaljuk a kis alakvaltozasoknal alkalmazott kozelitéseket:

sing, ~g.; cosg, ~1; —L~ g (2.39)

Ezeket behelyettesitve a fenti, (2.38)-as egyenletekbe - és ezuttal is elhanyagolva a
nemlinedris tagokat - a kovetkez6 Gsszefliggéseket kapjuk:

w=—y%+g}/;v=vo;u=0. (2.40)

Lathatd, hogy ezekben az egyenletekben a (2.31)-es képletekhez képest az tijjdonsag a gy tag
jelenléte, ami figyelembe veszi a keresztmetszetek nyirasbdl szarmazé elfordulasat s

0blosodését. Ezek utdn a linedris geometriai egyenleteket felhasznalva az alabbi
alakvaltozasokat kapjuk:

ow d2v0 d;/ ow ov_dg
E.=—=—y——7+ ; — JE,=E, =Y, = =0. 2.41
ST Y e te e o t3, dyy =V =Vn (2.41)

Statikus esetben az egyensulyi egyenletetek formailag ugyanazt az alakot 6ltik, melyeket a
klasszikus gerendamodellnél is mar megfigyelhettiink:

» A nyirasi gerendamodellek altalanos bemutatisakor a [15]-6s konyben talalhaté valtozokat és

levezetéseket vettem alapul.

27



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

dm
——=+q, =0;—=+V =0. 2.42
I q (2.42)

Mint lattuk, itt a f6 Kkiilonbség - a klasszikus gerendamodellhez képest - az
elmozduldsmez6t és az alakvaltozadsmezdt leird (2.40)-es és (2.41)-es Osszefiiggésekben
megjelend - nyirdsi alakvaltozasokat figyelembe vevo - plusz tagok voltak. A fesziiltségek
szarmaztatasa ennek megfeleléen - a Hooke-modell felhasznalasaval - a kovetkezoképpen
torténhet:

dv, d d
O'::Eg::—E(ydz—zo—géJ, T:y:Gj/:y:Gﬁ}/. (243)
Ha bevezetjiik az alabbi jelolést:
V.= [Eygdd, (2.44)
Y

¢s felhasznaljuk a nyomatékra mar ismert (2.12)-es Osszefliggést, akkor a fesziiltségek
behelyettesitésével a nyomatéki igénybevételre az alabbi képletet kapjuk:

2
v _y dr, (2.45)

M, =El — -
dz “dz

Ezt behelyettesitve a (2.42)-es egyenletek koziil az els6be, akkor az §sszevont egyensilyi
egyenlet az alabbi alakot 6lti:

2
- [ﬂx 3;;] #(n9)
- -q, =0. (2.46)

dz? dz?

A levezetéseket latva levonhatjuk azt a kdvetkeztetést, hogy a klasszikus gerendamodellnél
latott inkonzisztenciak egy részét a kétdimenzios nyirdsi modelleknek sikeriilt feloldani. Jelen
esetben 7,,, nyirdfesziiltségre - hajlitassal egyidejli nyiras esetén - mar nem zérus értéket
kapunk, igy megfeleléen megvélasztott y(z) és g(y) fiiggvényekkel a nyirdfesziiltségek
keresztmetszeti teriileten torténd integralasaval megkaphatjuk a V,, nyiréerd helyes érteket.
Megjegyzem, hogy a g, hossziranyu normalfesziiltségek szamitasaban mar figyelembe vettik
a nyirasi alakvaltozasokat - ahogy a (2.43)-as Osszefliggés mutatja -, igy pontosabb értéket
kapunk, mint a Bernoulli-Navier-modell esetén. Az alakvaltozdsmezd azonban elméleti
szempontbol még mindig hibds. A keresztirdnyi normal alakvaltozasok - &, €s €, - még
mindig zérus értékkel szerepelnek, vagyis a Poisson-hatas elhanyagoliasa még ezen modellek
esetén is fennall. Eddig a kétdimenzids nyirdsi modellcsaldd altalanos levezetését ismertettem,
azonban a y(z) és g(y) valtozok kiilonbz6 megvalasztasaval tobbféle modellhez jutunk,
amelyek eltéré pontossaggal képesek egy-egy feladat megoldasara. A kovetkezdkben - az
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eddigi levezetésekre és megallapitasokra timaszkodva - bemutatom az egyes nyirasi modellek
sajatossagait.

2.1.3. Timoshenko gerendamodell elmélete

A Timoshenko-modell abban kiilonbozik a klasszikus gerendamodelltdl, hogy az ott
felsorolt harmadik egyszerisitéstol most eltekintiink, vagyis a keresztmetszeteket a sikjukban
most is végtelenlil merevnek tekintjiik, és a semleges tengely koriili elforduldsuk
kovetkeztében a keresztmetszetek tovabbra is sikok maradnak, viszont a deformacioé utan
mar nem lesznek merdélegesek a semleges tengelyre.

ay
-
M, \
Vy \
pa
:‘ ‘\‘ dz
At
14

2.4 dbra A belsd erdk alakuldsa és az elemi hosszusdgu gerendaelem deformdacioi linedris
oblosodési fiiggvény esetén

A Timoshenko-modell elméleti hatterének ismertetését ezuttal is egy altalanos, terhelési eset
vizsgalataval kezdem. Bemutatom az ebben a modellben hasznalatos elmozdulasmezét, és
levezetem az ebbdl szarmaztathato alakvaltozas-komponenseket és fesziiltségkomponenseket.
Révilagitok a Bernoulli-Navier-modell és a Timoshenko-modell kozotti hasonldsdgokra, és
felhivom a figyelmet a {6 kiilonbségekre. Ezek utdn pedig ratérek az egyenes hajlitassal
egyidejii nyiras esetére, majd megmutatom, hogy a Timoshenko-modell milyen g(y) és y(z)
paraméterekkel dolgozik, és azok hogyan hatarozhatok meg.

A fent emlitett kinematikai feltételezések alapjan az elmozduldsmezé formailag
megegyezik a klasszikus modellnél latottakkal:

u(x, Y, Z) =1u, (z) R (2.47a)
w(x,y,z)=w0(z)+¢y(z)x+¢x(z)y, (2.47b)
v(x, y,z) =, (Z) (2.47¢)

A tengelyiranyu fajlagos alakvaltozasra vonatkozo (2.48)-as Osszefliggésben sem latunk
kiilonbséget a Bernoulli-Navier-modellhez képest:
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g o Ow_dw, 4 dé. ., (2.48)
T dz dz . dz

A két modell kozotti fo kiillonbség a nyirasi alakvaltozasokat leiré 6sszefliggésekben van.
Mint  emlitettem, a Timoshenko-modellnél nem hanyagoljuk el a y,, €s y,, nyirasi

alakvaltozasokat:
ow Ou du,
==t —=¢, +—, 2.49
el s (2-492)
8w ov dvo
Ve = =g + (2.49b)

8y 82
Ennek az a kovetkezménye, hogy a keresztmetszetek ¢, €s ¢, elforduldasai mar nem

feltétlentil lesznek egyenldk az eltolodasok elsé derivaltjaival.

A fesziiltségek a Hooke-modell és a (2.48)-as és (2.49)-es egyenletek felhasznalasaval az
alabbi Osszefiiggésekkel irhatdk le:

o.=Ee. —E| M. 9, 49, v, (2.50a)
& & d
T,. = KG(% +%j, (2.50b)
d
7, = KG( ’ +%}. (2.50¢)

Timoshenko modellje konstans eloszlasu nyirofesziiltséget és nyirasi alakvaltozast feltételez a
keresztmetszet mentén. Tudjuk, hogy ez nem lehetséges, hiszen legalabb parabola eloszlas
sziikséges ahhoz, hogy a keresztmetszet szélein a fesziiltségmentes természetes peremfeltételt

biztositani tudjuk. Ezt az ellentmondast a fenti képletekben szerepld "k" nyirasi korrekcios
tényezo alkalmazasaval probaljuk feloldani.

A fesziiltségek eredéit ezuattal is a fesziiltségek keresztmetszeti teriilet mentén torténd
integralasaval kaphatjuk meg.

- Normalerd:

N= jadA Ej(ddto ddiy +dd¢;xy]dA. (2.51a)

- Hajlitobnyomaték az x tengely koriil:
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d
=—J.0'ydA EJ.(dWO + ¢yxy+d¢xy2JdA.

- Hajlitobnyomaték a y tengely koril:

:—J'o- xdd = E.[(dwo d¢y x2+d¢x xyjdA

- Nyirder6 az x tengely irdnyaban:

A

- Nyirder6 a y tengely iranyaban:

A

du, B duy
V=|r.,dd= IKG(¢ +dZJdA—KG(¢y+dZJA.

V,=[r,dd= jKG(qﬁ +‘LVZOJdA=KG(¢x+%jA.

(2.51b)

(2.51¢)

2.51d)

2.51e)

Amennyiben referenciarendszernek a fdtengelyeket vélasztjuk, akkor a hajlitonyomatékokra

¢s normalerdre vonatkoz6 egyenletek az aldbbi alakra egyszertisodnek:

N = jEA%dA = Ede.,,
e -
A

d¢)’(
M, =El, — =
d
M, =EI. 23
e dz

A Timoshenko-modellnél az eltolddasokat és elfordulasokat

differencidlegyenletek az alabbi alakot 6ltik:

d¢)’( — Yo

dz  EI,°
dg, M,

dz  EI°
due _ Ve —¢
dz xGA "
%_L_¢
dz kG4 "

(2.52a)

(2.52b)

(2.52¢)

tartalmazo

(2.53a)

(2.53b)

(2.53¢)

(2.53d)
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A kovetkezOkben ratérek az egyenes hajlitassal egyideji nyiras vizsgalatara. A fobb
differencidlegyenletek szarmaztatasakor ismertnek tételezziik fel a k paramétert valamint a y
és g figgvényeket™.

Mivel a y,, nyirasi alakvaltozasokat a keresztmetszet mentén konstans eloszlasunak tételeztiik
fel, az ered6 nyiroerdt a kovetkezoképpen szamithatjuk:

V,=[r,dd=xGy sy, =7, (2.54)
A

ahol k a korrekcios tényezd, mely figyelembe veszi, hogy a nyirdsi alakvaltozas valdjaban
nem konstans a keresztmetszet mentén, y pedig egy - Timoshenko altal javasolt - dtlagos
nyirdsi alakvaltozas.

Az, hogy a Timoshenko-modell feltételezése szerint a keresztmetszetek a deformacid utdn is
sikok maradnak, abban nyilvanul meg, hogy a g(y) nyirdsi oblosodési fiiggvény értéke
linearisan fiigg y-tol, pontosabban:

g=1y. (2.55)

Ezért szokas Timoshenko modelljét linearis nyirasi gerendamodellnek is nevezni. Ha ezzel
az oblosodési fiiggvénnyel szamolunk, akkor - allando keresztmetszetl gerendat feltételezve -
V,, és M, az alabbi mddon alakul:

V= IEygdA =EI, (2.56a)
A

M. =Elv,"—v. S~ g1y, - EI 2—7 (2.56b)
z

X
z

Ekkor a keresztmetszetek egyensulyat az alabbi egyenletekkel fejezhetjiik ki:

d*M, d*v, d’y
PERRE e i e

-q,=0, (2.57a)

dM., d’y

d’ _
% 7 KG7A=0. (2.57b)

dZ3

+V, =El,—2~EI,

Az 1j osszevont egyenlet pedig az alabbi format 6lti:

pr o, L 4, -q
Y dzt kGA A2 Y

=0. (2.58)

A levezetések alapjan megallapithatd, hogy - noha a Timoshenko-modell mar megkisérli
figyelembe venni a nyirasi alakvaltozasokat, - az alkalmazott elmozdulasmez6 nem tiikkr6zi

26 Ezen paraméterek meghatarozasat késdbb részletesen ismertetem.
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htien a valosagot, hiszen a gerenda alsé és felsé peremén a nyiréfesziiltségekre nem teljesiil a
fesziiltségmentességi peremfeltétel. Ezen feliil - kétdimenzids gerendamodell 1évén - a
Timoshenko-modell is elhanyagolja a Poisson-hatast, tehdt nem szamol keresztirdnyu
normalfesziiltségekkel és alakvaltozdsokkal. Ugyan a tovabbiakban Timoshenko modelljénél
elméleti szempontbdl korrektebb, magasabbrendii modellekkel is foglalkozom, egy valamivel
mégis kitlinik ez a modell az 6sszes altalam bemutatott modell koziil, nevezetesen:

megprobalja kompenzalni az elméleti hattér korabbi hiinyossagait

azzal, hogy egy nyirdsi korrekcios tényezonek - Kk - nevezett paraméterrel pontositjuk az
eredményeket.

Mar maga Timoshenko is sokat foglalkozott a korrekciés tényezé6 meghatarozasanak
kérdésével (Timoshenko, 1921). Sok esetben még ma is - kozel szaz évvel a modell
megsziiletése utdn - az altala javasolt értékekkel szamolunk. Ez id6 alatt szamos tovabbi
kutatast végeztek a témaval kapcsolatban. A kérdés annyira Osszetettnek bizonyult, hogy a
nyirdsi korrekcios tényezd meghatarozasara Kiilonb6zo, egymastol szignifikansan eltérd
modszerek sziilettek. Egyes modszerek példaul dinamikai feltételeket hasznalnak fel, mely
soran a gerenddknak a Timoshenko-modellel kapott sajatfrekvencidit (vagy a rezgés
fazissebességét) egzakt megoldasok eredményével teszik egyenlévé. Ezen feliil 1éteznek
statikai feltételeken alapuld modszerek, ahol a Timoshenko-gerenda nyiréasi alakvaltozasait
valamilyen feltételezett nyirofesziiltségeloszlas felhaszndldsaval probaljak megtalalni. Mivel
egy gyakorlati feladat soran a Timoshenko-modell hasznalhatésaganak alapfeltétele az adott
keresztmetszetre vonatkozo nyirdsi korrekcios tényezd értékének ismerete, a kovetkezékben
bemutatom a leggyakrabban hasznalt analitikus, statikai feltételre épiild6 moddszerek fobb
gondolatmenetét, a levezetések végezetével pedig egy tablazatban Osszefoglalom a nyirdsi
korrekcios tényezd leggyakrabban hasznalt keresztmetszetekre vonatkozo értékeit.

A statikai feltételekre épiil6 modszerek koziil elsdsorban kér megkozelités terjedt el a
mérnokok kozott.

Az els6 ilyen modszer az un. energiaelvii megkozelités, mely a Timoshenko-modellel
szamitott, egységhosszra esé rugalmas nyirasi alakvaltozasi energia és valamilyen pontosabb
becsléssel kapott nyirasi alakvaltozasi energia egyenléségén alapszik. A Timoshenko-modell
alkalmazéasaval az £ nyirasi alakvaltozasi energia a (2.54)-es egyenlet felhasznalasaval az

alabbi mdodon irhatd fel:
4. (2.59)

Ezt kovetden irjuk fel eldszor a nyirderd €s az alakvaltozasi energia értékét a (2.43.b)-as
egyenlet felhasznalasaval, melyben a g(y) nyirasi 6blosddési fliggvény is szerepelt. Ekkor a
kovetkezd osszefiiggéseket kapjuk:

y

v,=|z dAszd—gydAzyGA, (2.60)
i R4
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2
_ 2,12
__j 7 7dd= JG(dyJ 7} dd=_7"GA., 2.61)
ahol ¥ ay,, alakvaltozas-komponens geometriai atlaga:

7Idgd«4

A hi— 2.62
V= y (2.62)

¥ pedig a nyirdsi energiabdl szamithatd atlagos érték:

2 dg )
g

S\ dy

- (2.63)

Osszevetve a nyiréerd és az alakvaltozasi energia kétféleképpen kiszamitott értékeit, a y és k

paraméterek mar meghatarozhatok:
q 2
e [
v —7/_ A :7/—: A 4
~ dg 9 ,\2 2 M
d J 3, 4 Tl w
3 JLdy

== = (2.64)
Az els® képlet azt mutatja, hogy ¥ a y,, nyirasi alakvaltozas energiaérielmii dilaga, a

| =

masodik egyenlet pedig azt, hogy k a ¥ nyirasi alakvaltozasnak geometriai, a ¥
alakvaltozasnak pedig energiaatlaga.

Az energiaelvii megkozelités alkalmazasara bemutatunk egy egyszerii példat, ahol egy b
szélességli és h magassagu téglalap keresztmetszeti gerendat vizsgalunk. A nyirdsi
korrekcids tényezd k meghatarozasakor a Zsuravszkij-féle nyirofesziiltség-eloszlast tekintjiik
"egzaktnak". Célunk, hogy a k tényezé alkalmazasaval a Timoshenko-féle konstans
nyirofesziiltség-eloszlas ugyanazt az energiaszintet képviselje, mint a "pontosabb"
Zsuravszkij-megoldas. A Timoshenko-modell konstans nyirofesziiltség-eloszlasa az alabbi
modon irhato fel:

v
7l = b—z. (2.65)

A nyirasi alakvaltozasi energia a konstans nyiréfesziiltség-eloszlassal:

(2.66)

34



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

Ezuttal a pontosabb nyirofesziiltség-eloszlast a Zsuravszkij-képlet segitségével hatarozzuk

meg az alabbi modon:

3V 2\ ko h

Zs Y

D=1 = ||, ——<y<—. 2.67
? 2bh{ (hﬂ g 267

A nyirasi alakvaltozasi energia a Zsuravszkij-féle nyirofesziiltség-eloszlassal:

1 2 372
EF =—|(z2) d4a=—2L-. 2.68
Y26 A( i ) 5Gbh (2.68)
Ebben az esetben a nyirdsi korrekcios tényezo:
ET
K= Zy :é. (2.69)
Enys 6

A masodik, szintén gyakran hasznalt médszert Cowper vezette be [16]. O a nyirdsi
egyenértékiiségi tényezé meghatarozasara végzett levezetéseiben a haromdimenzios
rugalmassagtan Osszefiiggéseire és alapelveire tamaszkodott. Cowper a keresztmetszet
lehajlasat, elforduldsat és tengelyiranyu eltolodasat egyfajta kozépértéknek tekintve azokat az
alabbi mddon irta fel:

chijvdA,f:iijdA,WC:ijwdA. (2.70)
Cowper tovabbi valtozokat, un. "maradd" eltolddasokat - v,, v, - is bevezetett, melyek a
keresztmetszet 6blosodését irjak le:
vZ:w—y¢C—WC,vy=v—VC. (2.71)
Az igy 1étrehozott paramétereket felhasznalva az alabbi két egyenlet irhat6 fel:

C C
Elx8¢ B YRCLARNPCIR Y TR 2.72)
oz oz A’ G Oy

Cowper eddigi levezetései mindGssze annyi elhanyagolast tartalmaztak, hogy a
rugalmassagtan linedris Osszefliggéseit hasznaltuk fel, valamint a o, €s g, keresztiranyt
normalfesziiltségeket elhanyagoltuk. Ahhoz, hogy a (2.72.b) egyenletben szerepld integral
kiszamithato legyen, 7,, €s v, ismerete sziikséges. Ezek eléallitasa egy Neumann-probléma
megoldasara vezethetd vissza, ahol y(x, y)-t, az Gn. hajlitasi fiiggvényt kell meghataroznunk.
Néhany gyakran hasznalt keresztmetszettipusra vonatkozoan, a y(x,y) fliggvény egzakt
értéke - pl. a [17], [18] és [19]-ben - megtalalhatd, mig mdas esetekben ez a fliggvény a
Neumann-probléma numerikus megoldasaval hatarozhaté meg. Ezt kovetéen - 7,, €s v,
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ismeretében - a (2.72)-es integral mar gond nélkiil meghatarozhat6. Ezutan felirhatjuk a
Timoshenko-modellhez tartozo (2.53d) differencidlegyenletet kissé atrendezett alakjat:
ove v,

F = 2.73
0z / xkGA @73)

melyben mar csak a k nyirdsi korrekcios tényezé az ismeretlen, igy az kiszamithato.
Szimmetrikus keresztmetszetek esetén a feladat ugy egyszertisodik, hogy a (2.72)-es integral
kiszamitasa helyett a (2.74)-es képlet is hasznalhato:
2(1+v)1,
K= Y . (2.74)
2
7([)/ _[x)_[xJ.Y[Z(st/)"‘x y:|dA

2

A kovetkezokben ezzel a modszerrel is meghatdrozom a téglalap alaku keresztmetszetre
vonatkozo nyirdsi korrekcios tényezd képletét. A y(x,y) fiiggvény - [17] alapjan - téglalap
keresztmetszetre a kovetkezo:

)((x,y):(246rv)(y3 _3yx2)+[—(1+1/)(gj2 +%V(§j2]y+

sinh| 7Y
41/(0,5b)3 2 (1) 0,5h (nﬂx
+ 3 Z 3 Ccos
/4 P NN 2 0,5
0,5bh

Ekkor a nyirdsi korrekcios tényezore az alabbi sszefliggés adodik:

j. (2.75)

5(1 +V)2
K= 0mS Y’ (2.76)
6+11V+V2(5—m4 + ng j
V4
ahol:
b " tanh(m;h)
m:;ésS:zn—S. (2.77)
n=1

S értékét kiilonbozd keresztmetszeti aranyokra a (2.1)-es tablazat tartalmazza:
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m S
0,05 | 0,16808
0,10 | 0,32603
0,15 | 0,46738
0,20 | 0,58894
0,25 | 0,69006
0,30 | 0,77185
0,35 | 0,83650
0,40 | 0,88665
0,45 | 0,92499
0,50 | 0,95396
0,55 | 0,97567
0,60 | 0,99183
0,65 | 1,00379
0,70 | 1,01262
0,75 | 1,01912
0,80 | 1,02389
0,85 | 1,02739
0,90 | 1,02995
0,95 | 1,03183
1,00 | 1,03320
2,00 | 1,03692

2.1 tibldazat S értékei kiilonbozd keresztmetszeti aranyok esetén (Forrds: [20])

Ezek alapjan példaul egy keskeny téglalapot alapul véve - m — 0 - a nyirdsi korrekcios
tényezd:

5(1+v)

=——", 2.78
6+5v ( )

Megjegyezem, hogy az imént ismertetett két megkozelitést alapul véve szamos egyéb
modszer is napvildgot latott, melyek kisebb-nagyobb moddositdsokkal kivanjak a nmyirdsi
korrekcios tényezét meghatarozni. Az érdeklddd olvasdknak Kaneko [20] alatti miivét
ajanlom, melyben a kiilonb6z6 mddszerek altal szolgaltatott eredmények Osszehasonlitasa
megtalalhato.

A nyirasi korrekcids tényezd meghatarozasdnak ismertetése utdn tablazatosan
Osszefoglalom a leggyakrabban hasznalt keresztmetszet-tipusokra jellemzé i értékeket.
Ezuton is hangsilyozom, hogy a szakirodalomban ezektdl eltérd értékekkel is lehet talalkozni.
Jelen dolgozat keretei k6zott nem kivanok részletesebb Gsszehasonlitd elemzést végezni az
egyes fellelhetd valtozatok kozott, mindossze feltiintetek néhany értéket - (2.2)-es tablazat -,
melyet a mérnokok megbizhatéoan alkalmazhatnak munkdjuk soran. Megjegyezem, hogy a
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késobbi fejezetben én is ezeket az értékeket hasznaltam a numerikus szamitasok soran, és igen
megbizhatonak®’ talaltam Sket.

Keresztmetszet K
b 5 5(1+v)2
2 6+11v+v2(5—m4+9(7);?5)
—2r
6 + 12v + 6v?2
7 + 12v + 4v2
m = 0,25 0,7566
L | m=10 0,4355
m=2,0 0,2412
b
Y — m=4,0 0,1061
m=20,5 0,4771
h
'—b' m=1 0,2956
N

2.2 tdbldzat K nyirdsi korrekcios tényezd értékei kiilonbozd keresztmetszetek esetén
(EmlékeztetGiil: m=b/h)

2.1.4. Harmadfoku nyirasi gerendamodell

A linearis nyirasi gerendamodelleknél - igy a Timoshenko-modellnél is - a g(y) nyirasi
oblosodési filggvény linearisan fligg az y koordindtdtol. A harmadrendii nyirdsi
gerendamodelleknél ez az oblosodési fiiggvény egy harmadfokua polinomként irhato fel:

g=ay+ey ey, (2.79)

ahol a c; konstansok megfeleld felvétele a dolgunk. Vizsgaljunk meg példaul egy téglalap
keresztmetszetli gerendat, melynek magassagat jelolje h. Amennyiben az also és felso €lekre

" Ez alatt azt értem, hogy - mint azt kés6bb részletezem - ezen értékek alkalmazasaval kapott
eredményekben legfeljebb néhany szazalékos eltérést tapasztaltam az altalam "pontosnak" vélt
megoldashoz viszonyitva.
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nem hat megoszl6 nyirasi terhelés, a nyiréfesziiltségekre vonatkozo fermészetes peremfeltétel
a kovetkezoképpen alakul:

sz‘y:ih/z - (2.80)
Ebbdl, és a (2.43)-as egyenletbdl az kovetkezik, hogy:
dg; - 0. (2.81)
dy y=th/2
A y paraméter definicioja szerint:
Vol 0 =7 (2.82)
Felhasznalva a (2.43)-as 6sszefiiggést, a kovetkezé megallapitast tehetjiik:
da (2.83)
dy =0

A (2.79)-es, (2.81)-es €s (2.83)-as egyenletek alapjan meghatarozhatjuk a c; konstansokat,

4

. (2.84)

¢, =l;¢,=08s ¢y =~

és igy mér az Ggynevezett harmadfokii nyirdsi deformdciés fiiggvény is felirhato®®:

4 5
g3 =y—Wy . (285)

Megjegyzem, hogy az évtizedek soran tobbféle harmadfoku elmélet is napvilagot latott. A
kovetkezOkben példaként Reddy és Bickford harmadfokd nyirasi gerendamodelljét
mutatom be”. Ez a modell az alabbi elmozdulasmezével dolgozik:

w(z,y)=8,(z)-ay’ (¢x +%j, (2.86a)

v(z,y)=v(2), (2.86b)

ahol:

 Mint azt emlitettem, ez a levezetés téglalap keresztmetszetii gerendékra vonatkozott. Altaldban a
magasabbrendl elméletek mas keresztmetszetnél is ugyanazt az 6blosodési fiiggvényt alkalmazzak,
melyet tégalalap keresztmetszetre levezettek, ily modon ezek elméleti hattere is tartalmaz bizonyos
hibakat.

' A harmadrendii gerendamodell bemutatésa soran a [7] alatti levezetésekre tamaszkodom.
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4

Az elmozdulasmez6bdl kovetkezik, hogy a keresztmetszet mentén a nyirasi alakvaltozasok
¢s nyirofesziiltségek eloszlasa masodfoku, valamint - ahogy az a fenti levezetésbdl is latszik -
a gerenda als6 és felsd €lén a nyirasi alakvaltozasok és nyiréfesziiltségek zérus értéket
vesznek fel. Az alakvaltozasmezo a kovetkezd osszefiiggésekkel irhato le:

ow  dg [ dg,  d*v,
L 3 e BN ) 2.88
: oz ydz ay(dz-i_dzz (2-8%)
= Py 0 2, 2.88b
Y > e P, % By (cﬁx % (2.88D)
ahol:
4

B=3a= Pz (2.89)

Ekkor a virtudlis alakvdltozdsi energidat egy L hosszisagii gerendanal az aldbbi modon
irhatjuk fel:

SU = j [(0.06. + 7,67, )dddz =
04

2
:l;{d_- {y%—af (%+—ddj;}0 H 7. [(1 - ﬁyz)(5¢x + dj:O H}d/ldz =

L 2
| {(Mx—aa)%—af; o +(Vy—ﬁRy)(5¢x+d5”°ﬂdz, 2.90)
0

Il
O ey

dz

ahol M, a hajlitonyomatek, V,, a nyirderd, Py €s R, pedig az Un. magasabbrendii fesziiltségi
eredok:

M. =J.y0:dA; v, =J.r__ydA; P =J.y30':dA; R, =J.yzr:ydA. (2.91)
4 4 4 4

A g, intenzitast megoszl6 teher potencidlis energidja az alabbi dsszefliggéssel irhato le:

L

oV =~[q, (2)ovydz. 2.92)
0

A virtualis elmozdulasok tételét - SW = SU + 6V = 0 - felhasznalva:
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f d>sv dsv
0=||(M,-aP,) aP.—=>+(V, - BR (5¢x+ Oj—q SV }dz=
-([{ dz dz? (y y) dz yooo

L ~ 2 4
-~ dM, da’p.  dV, ~ P, = dov
=_([[( VTG ]5¢x—(adz—2+d—zy+qyj5vo}dz+[Mx5¢x+(a & +VyJ6v0—an dzO
(2.93)
ahol:
szMx—an;VyZVy—,BRy. (2.94)

A tetszdleges dv, €s d P, fliggvényekkel szorzott tagokat a gerenda hossza mentén zérusnak
valasztva az alabbi egyensulyi egyenleteket kapjuk:

dM

-+, =0, (2.95a)
ap, 47,
— dZZX _Ey = qy . (2.95b)

A Reddy-Bickford-féle harmadfoki elméletnél a kovetkezd mennyiségekre vonatkozoan
irhatjuk eld a peremfeltételeket:

- dr. -
Vo 0,=«a dz" +V,

dv,

— (> Va aP , (2.96)
iz 2y T

?. *

ahol Q\y az Un. effektiv nyirderd. A klasszikus- és a Timoshenko-modellel ellentétben ennél a
harmadfoki elméletnél nem kettd, hanem harom peremfeltételt kell megadnunk a
gerendavégeken.

Az igénybevételek €s mas fesziiltségi ered6k az aldbbi sszefliggésekkel irhatok fel:

2

M, =[vo. dd=D, dd¢x a 0:1 % (2.97a)

y z z

2
P=[vo an=F % _qn 0 (2.97b)

y dz dz
ry=[raa=a, 0.+ 52, @97)

y dz
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R= [y, aa=D, [+ 22 ) @97)

Y y dz
ahol:
(4,.D,.F.H,)=[(1.y",y",3° ) Edd; (4,.D,.F,) = [(1y".»*)Gdd,  (2.98)
A A
D,=D,-aF,; F,=F,—aH,; A,=A4,- pD,; D, =D, - F,, (2.98b)

Ha a (2.95)-6s egyensulyi egyenleteket az elmozdulasok - v €s ¢, - fiiggvényében fejezziik
ki, akkor a kovetkezd osszefiiggéseket kapjuk:

d (= dg, -~ dv,) - dv
_ 20D 2 gF 0 |44 —0 =90 2.99a
dx( Y dz axdzz}i_ y(¢X+dzj ’ ( )
d> (- d¢ d%v d—( dvj
- > _oH 0l |4 —0 = 2.99b
adxz(xdz “ Xdzzj dx{y et )T (2:590)
ahol:
A,=A4,-pD,; D =D, —aF ;F, =F —aH,. (2.100)

Levonhatjuk azt a kdvetkeztetést, miszerint a harmadrendii nyiradsi gerendamodell téglalap
keresztmetszet esetén - a Timoshenko-modellel ellentétben - kielégiti a keresztmetszet also €s
fels6 peremén érvényes peremfeltételeket, ebbdl adoddan korrekcios tényezo hasznalatiara
nincsen sziikség™. Ugyanakkor még mindig kétdimenziés gerendamodellrél beszéliink,
amely nem képes a Poisson-hatast, vagyis a keresztmetszet sikbeli torzuldsat helyesen
kezelni.

2.1.5. Hiperbolikus nyirasi deformacios gerendamodell bemutatasa

A hiperbolikus nyirasi gerendamodell a kétdimenzios nyirdsi  deformdcios
gerendaelméletek csoportjaba sorolhat6. Ennél a modellnél a keresztmetszeti pontok
hossztengellyel parhuzamos iranyu elmozduldsait a magassagi koordinatdk szinusz
hiperbolikusz fiiggvényeként irjuk le*'.

Az egyenletek felirdsakor a virtudlis munkatételt hasznaljuk fel. A modell az alabbi
elmozdulasmezével dolgozik:

% Megjegyzem, hogy valdjaban mindig az adott keresztmetszetre levezetett dblosodési fiiggvényt
kellene alkalmazni ahhoz, hogy a modell elméleti szempontbdl korrekt legyen. Elméleti szempontbdl
hibat vétiink azzal, ha mindig a téglalap alaku keresztmetsztre levezetett 6sszefiiggést alkalmazzuk.

31 A hiperbolikus modell bemutatasakor a [9] alatti miiben szerepld sszefiiggéseket vettem alapul.
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w(z,y) = —y%+ [ycosh (%J — hsinh (%Hq)(z), (2.101a)

v(z,y)zvo(z). (2.101b)

A (2.101a) egyenlet els6 tagja a Bernoulli-Navier-elméletbol mar jol ismert 6sszefiigges, mely
a hosszirdnyu eltolddasok keresztmetszeti magassdg menti linedris eloszlasat irja le. A
zardjelben szerepld masodik tag a keresztiranyu nyirasi alakvaltozasokat képviseli, melyek
jelen feltételezésiink szerint szinusz hiperbolikusz eloszlasuak a gerenda magassaga mentén.
A @(z) egy ismeretlen fiiggvény, ami a keresztmetszet semleges tengely koriili elfordulasaval
van Osszefliggésben.

Az alakvaltozasok a kovetkezoképpen szamithatok:

ow d*v, 1 . J/J do
= + h| = |- Asinh| = | | -2, 2.102a
SR R G [ycos (2} - (h dz (2.1022)
ow Ov 1 b%
Yoy = g+ P [cosh (Ej —cosh (;ﬂ(o (2.102b)

A fesziiltségek szamitasanal ezuttal is a Hooke-modell 6sszefliggéseit hasznaljuk fel:
o.=FE¢ ;1,=0Gy,. (2.103)

A differencidlegyenletek és peremfeltételek szarmaztatasahoz a (2.102a) és (2.103)-as
egyenleteket €s a virtudlis munkatétel alapelveit hasznalhatjuk fel:

z=L y=h/2 =
b [ (o.08.+7,0y,)dzdy— [ g,6v,dz=0. (2.104)

z=0 y=—h/2

ahol q,(z) a Kkeresztirinyu megoszlo teher intenzitdsa. A Green-féle integraliétel

felhasznalasaval megkapjuk az egyensulyi differencidlegyenletet, és a hozza tartozo
peremfeltételt:

d, de
Bl = EL A5 =q, (2.1052)
3 2
EI % — EI B, l—f +GAC,p=0, (2.105b)

ahol Ay, By és Cy konstansok értékei a kovetkezok:
1 1 . 1
A, =cosh(—j—lZ[cosh(—J—251nh(—ﬂ , (2.106a)
2 2 2
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B, = cosh? (%J + 6I:sinh (1)- 1] —24cosh (%J[cosh (%) —2sinh (%ﬂ . (2.106b)

C, = cosh’ (%) + (%) [sinh (1)+ 1] - 4cosh(%j sinh (%), (2.106¢)

A kapcsolodo peremfeltételek a kovetkezok:

3 2
B 5 4 92 20 vagy vy-tirjukeels (2.107a)

dz* dz*

d?v, de dv, i
El, —V_EI =0, vagy —2-tirjukeld , 2.107b
PR gy~ tir] ( )
de . p

El (e =0, vagy @-tirjukeld . (2.107¢)

A kovetkezokben bemutatom a vy(z) és @(z) fiiggvények altalanos megoldasat. Ehhez
eloszor rendezziik at €s integraljuk a (2.105a) egyenletet. Ekkor a kovetkezd Osszefliggést
kapjuk:

3 2
v, , &p_0(2) (2.108)
dz* dz? El

X

ahol Q(z) = fOZ gy dz + C; az Gn. dltalanositott nyiréerd. A (2.105b) egyenletet az alabbi
alakban is felirhatjuk:

dv, 4, d%p

P, 0. 2.109
dz’? Bod2 ho = ( )

A (2.107)-es peremfeltételeket felhasznalva egy egyszerti differencialegyenlethez jutunk:

2
‘cll_f_g@,:_gg), (2.110)
z

X

ahol az a, f ¢s A konstansok a kovetkezok:

PR
- =L 2.111
AO Ay B= AO - (2.111)
A (2.110)-es differencialegyenlet altalanos megoldasa a kévetkezo:
( 2(2) 2.112
¢(z)=C,cosh(Az)+ Cysinh(Az)- BEL (2.112)
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Ha ezt az eredményt behelyettesitjiik a (2.109)-es egyenletbe, majd a kapott kifejezest
haromszor integraljuk z szerint, akkor megkapjuk a v,(z) lehajlasfiiggvény altalanos
megoldésat:

Cz’ L AEL

4
ELyv, (2) = [[[ g dzdzdz + (C, sinh(2z)+Cycosh(12)) + C, % +Csz+Cy,

(2.113)
ahol a C; - Cg integralasi konstansok az adott feladatndl érvényes peremfeltételekbol
hatarozhatok meg.

Ez az elmélet is teljesiti a keresztmetszet peremén a fesziiltségmentességi
peremfeltételt®, igy nyirasi korrekcios tényezd hasznalatira nincsen sziikség, azonban a
keresztiranyd normalfesziiltségeket ez a modell is elhanyagolja.

2.1.6. Haromdimenzios linearis gerendamodell

A gerendamodellek harmadik alapvetd csoportjdba a haromdimenziés modellek
tartoznak, amelyek a keresztmetszet sikra meréleges torzulasan (6blosodésén) tul mar a
sikbeli keresztmetszeti torzulasokat is figyelembe veszik. Az eddig targyalt
gerendamodelleknél a gerenda hossztengelyének irdnyaban 1évd elmozdulaskomponens
linearisan (esetleg harmad fokban) fiigg6tt a sikbeli koordinataktol, mig a masik két iranyu
eltolodast konstans eloszlasunak feltételeztiik a keresztmetszet mentén. A tovabbiakban az
utobbi megkotéstol eltekintiink, €s egy olyan gerendamodellt vizsgalunk, ahol mar
mindhiarom eltolodaskomponens linearis eloszlasi a keresztmetszet mentén. Ezt
haromdimenzios linearis modellnek nevezziik. A modell elméleti bemutatasat ezuttal is egy
altalanos statikus terhelési eset figyelembevételével kezdem™.

A linedris kiterjesztésti elmozdulasmezé az alabbi alakot 6lti:

u=u,tu, x+u,y, (2.114a)
v=vytu, x+u,y, (2.114b)
w=w, tu x+u y, (2.114¢)

Lathatd, hogy a modell kilenc fiiggetlen elmozdulas-valtozot tartalmaz, ezek koziil harom -

Uy, vy és W, - a konstans tagokban, hat - Up o Uy s Uy 5 Uy, U S U, - pedig a linearis

tagokban szerepel.

2 Itt is igaz az - a harmadfoku gerendamodellnél tett - megallapitds, miszerint tetszéleges alaku
keresztmetszet esetén az alkalmazott 6blosddési fiiggvény nem feltétleniil teljesiti a peremfeltételeket.
3 A haromdimenzios gerendamodell levezetéseinek ismertetésekor a [10]-es kdnyvben szerepld
Osszefiiggéseket vettem alapul. Megjegyzem, hogy ebben a kdnyben a haromdimenzios modell
numerikus alkalmazasanak lehetoségeit is részletesen targyaljak a szerzok, melyre jelen dolgozat
keretein beliil terjedelmi okokbdl nem volt lehetdség.

45



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

Ha az elmozduldskomponensek ismertek, akkor az alakvaltozasok a linearis geometriai
egyenletek felhasznalasaval egyértelmtien meghatarozhatok:

sx=g—u=ux , (2.115a)
x 2
gyzz_;ww (2.115b)

du,  du,
_ow _dwy (B D (2.115¢)

g-__
T 0z dz  dz dz

du du
)/x_ :a—u+a_wzdu0 + X X3 y+u- , (2.115d)
© 0z ox dz dz dz .

(2.115¢)

du du
8y+(3 u:3+cg;0+ dzyzx+ d; . (2.115f)
Z

Lathato, hogy a keresztmetszet sikjaban 1év6 alakvaltozasok - &, &, ¥y, - konstans
eloszlasuak a keresztmetszet mentén, mig a masik harom fiiggetlen alakvaltozaskomponens -
&2 Vzx» Vzy - linedris eloszlasu.

A fesziiltségek ezuttal is a Hooke-modell segitségével szamithatok.

A korabban elemzett gerendamodelleknél megallapithattuk, hogy a keresztiranyu
alakvaltozasok elhanyagolasa miatt mindegyik elméleti szempontbol hibas alakvaltozasokkal
operal. Az imént bemutatott elmozdulas- ¢és alakvaltozasmezobol latjuk, hogy a
hdaromdimenzios linedris modell esetén ez a probléma mar nem all fent, és igy altalanos
terhelési esetben "teli" alakvaltozas- és fesziiltségtenzorral van dolgunk. Erdekességként
ennek a megaéllapitdsnak a gyakorlati jelentéségét a kovetkezd egyszerit példan
szemléltetem:

R

<
«<--EEmm———

2.5 dbra A belsé erdk alakuldasa és az elemi hosszusdgu gerendaelem deformdcioi linedris
oblosodési fiiggvény esetén
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Képzeljiink el egy téglalap keresztmetszetii gerendat, melyet a keresztmetszet sikjaban egy
erdpar - csavaronyomatékot okozva - terhel. Mivel a kétdimenzios gerendamodellek
keresztiranyban konstans elmozduldskomponensekkel dolgoznak, ezek haszndlataval -
teljesen hibas - deformdaci6é mentes eredményre jutnank. Ezt a gondolatmenetet folytatva, azt a
kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a kétdimenziés gerendamodellek nem képesek
figyelembe venni, hogy a keresztmetszeten beliil hol hat a terhelés. Ha a teher a
hajlitonyomatékon tul csavaronyomatékot is okoz, akkor a kétdimenzios gerendamodellek
olyan eredményt adnak, melyek - a csavarast elhanyagolva - csak a hajlitas hatasat veszik
figyelembe. Ezzel ellentétben a haromdimenzios linearis modell hasznalataval mar
kimutathat6 a keresztmetszetek elcsavarodasa és sikbeli nyirasi szogtorzulisa (y,, # 0).
Megjegyzendd, hogy a szamitadsok bonyolultabbak lesznek, mint a kétdimenzids esetben,
hiszen példaul egy két csomdpontos végeselem esetén mar 18 szabadsagfokt radelemmel kell
szdmolnunk, a "szokasos" 12 szabadsagfoku radelem helyett.

Felmeriil a kérdés, hogy vajon mennyire pontos eredményre vezet az, hogy keresztirdnyban -
a keresztmetszet mentén - konstans normadl alakvéltozasokkal szamolunk. Mint tudjuk,
hajlitott gerenddk esetén a keresztirdny alakvaltozdsok a Poisson-hatasbol szdrmaznak,
mely szerint:

v, =—20 ahol i, j=1x,y,z. (2.116)

v ..

Mint lattuk, a hdromdimenzids linedris modell esetén, amikor az alakvaltozasokat kinematikai
uton (az elmozdulasi szabadsagfokokbol szarmaztattuk), arra az eredményre jutottunk, hogy a
sikra merdleges normal alakvaltozas linearis, mig a sikbeli komponensek konstans
eloszlasuak a keresztmetszet mentén. Ez azonban ellentmond a (2.116)-0os egyenletben
latottaknak, ami azt allitja, hogy a sikbeli normal alakvaltozasok nagysaga - abszolut értékben
- egyenes aranyban fligg a sikra meréleges normadl alakvaltozastol, és azzal kozelitéen azonos
nagysagrendbe esnek. Ebbol az kovetkezik, hogy amennyiben linearis eloszlasa
keresztmetszeti sikra merdleges normal alakvaltozassal szamolunk, akkor a sibeli normal
alakvaltozasoknak is linearis eloszlasunak kell lennitik, vagyis bizonyos ellentmondast még a
fenti haromdimenzios linedris modell esetén is lathatunk.

Ennek az ellentmondasnak sajnalatos mdédon a gyakorlati szamitasok soran is érezhetd
kovetkezménye van, nevezetesen az Un. Poisson-zarodas, ami rontja a numerikus modellek
konvergencidjat, és igy az eredmények pontossagat. Az ellentmondas feloldasara alapvetéen
az a megoldas, hogy a sikbeli elmozdulaskomponenseknél az iménti linearisnal
magasabbfoku kozelitést alkalmazunk:

u:u0+ux2x+ux3y+ux4x2+ux5y2+..., (2.117a)

v:v0+uy2x+uy3y+uy4x2+uy5y2+..., (2.117b)

Ezzel elérjik, hogy a keresztiranyu normal alakvaltozdsok a - a hossztengely iranya
alakvaltozasokhoz hasonldéan - linearis eloszlasuak legyenek a keresztmetszet mentén,
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azonban igy tovabb nétt az ismeretlenek szama, ami neheziti a szamitasok elvégzését, még
magasabb szabadsagfoku radelemmel kell szamolnunk.

A numerikus nehézségek elkeriilésének érdekében egy masik modszert is hasznalhatunk a
fenti ellentmondas megsziintetésére. Megallapithatjuk, hogy a Poisson-hatds tulajdonképpen
az anyagi viselkedésbol kovetkezik, ahogy ezt a (2.33)-as kapcsolati Osszefiiggéseknél is
lathatd normal alakvaltozasok kapcsolata tanusitja. Ezt kihasznalva a fenti ellentmondast a
kapcsolati egyenletek - azon beliil a rugalmas egyiitthatok’ - megfeleld médositasaval is
lehet orvosolni. Ehhez a sikbeli alakvaltozdsok esetén Un. redukalt merevségi
egyiitthatokkal kell szamolunk. Ez ugy térténhet, hogy a keresztiranyi normalfesziiltségeket
zérusnak feltételezve:

{o‘x = A5, + A6, + 435, =0, (2.118)

0, =A4,&, + Ape, + A6, =0,

kifejezzilk a keresztiranyu alakvaltozasokat a hossziranyd normal alakvaltozasok
fuggvényében:

e = Ay3 4y — A3 Ay e

) A11A22 - A122 ” (21 19)
& = A13A12 B A23A11 £
v 2 oo
A11A22 _A12

majd felirjuk a hossziranyu normalfesziiltségekre vonatkozo Osszefiiggést (2.33), (2.118) és
(2.119) alapjan:

o. :(Azs +A13 A23A12 _A1312422 +A23 A13A12 _A23;411 jg__ , (2‘12())
A11A22 - A12 A11A22 _A12
ahol:
AA, — A A A-A,— A A ,
11722 12 11722 12

a redukadlt merevségi egyiitthato, amellyel szamolnunk kell a Poisson-zdrddds elkeriilése
érdekében. Jelen esetben, ahol izotrop gerendaval foglalkozunk:

Ay '=E, (2.122)

vagyis a redukdlt merevségi egyiitthato megegyezik a rugalmassdagi modulussal.

* A kovetkezd képletekben az Ajj jelolés az anyagi merevségi matrix i-edik soranak j-edik elemét

jelenti.
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2.1.7. Masod-, és magasabbfoku haromdimenzios gerendamodellek

A masodfoka haromdimenzios gerendamodell szarmaztatasahoz az elmozdulasmezo
masodfoku kiterjesztésére van sziikség:

u:uo+ux2x+uxﬂy+ux4x2+ux5xy+uxﬁy2, (2.123a)
V=y, +uy2x+uy~y+uy4x2 +uy5xy+uyﬁy2, (2.123b)
w:wo+u__2x+u:~y+u:4x2 +u:5xy+u:6y2. (2.123¢)

A geometriai egyenletek alapjan a normal alakvaltozasok a kovetkezoképpen alakulnak:

g, = Ou _ u, +2xu, +u,y, (2.124a)
ax 2 4 5
ov
£,=——=u, +2yuy6 +tuy, X, (2.124b)
oy
du. du_ du_ du_ du_
g_:a—wzdwo+ 2oy —y+—tx? —xy+—2 (2.124¢)
© 0z dz dz dz dz dz dz

Lathato, hogy a sikbeli &, €s €, alakvaltozas-komponensek eloszlasa linearis, mig a sikra
merdleges &, komponens eloszldsa masodfoku. Mint tudjuk, a Poisson-zdrddds
szempontjabol kulcsfontossagu €, €s &, eloszlasa. Ugyan a linedris modellnél latott,
alakvaltozasokra vonatkozd inkonzisztencia itt is fenndll, azonban jelen esetben ennek a
"hianyossagnak" kisebb a gyakorlati kovetkezménye, ugyanis a Poisson-zarodds csak N < 1
gerendamodellek (ahol N a modell fokszama) esetén kovetkezik be, igy a méasod- (N = 2), és
annal magasabbfoku modellek esetén mar nem sziikséges a merevségi egyiitthaték
redukalasa. Ahogy az elmozdulasmezobdl lathatd, a madsodfoki hdromdimenzios
gerendamodell végeselemes alkalmazasakor csomdpontonként 18 elmozdulés-valtozo
szerepel. A (2.123)-as egyenletek alapjan mar nem nehéz elképzelni, hogy - a Pascal-
haromszdog felhasznalasaval - az elmozdulasmezd tetszoleges (N-ed) rendben Kkiterjesztheto.
Harmadfoku gerendamodell esetén 30, mig negyedfokii modell esetén mar 45 elmozdulas-
valtozoval van dolgunk.

2.2. Izotrop anyagu konzol analitikus megoldasa kiilonb6z6
gerendamodellekkel

Miel6tt ratérek a numerikus példdk elemzésére, elvégzem - az iménti levezetésekre
tamaszkodva - a feladatok analitikus megoldasat, hogy bemutassam az egyes modellek
esetén a megoldasok eldallitasi modjat. Azt, hogy az egymashoz képesti kiillonbségek - a plusz
tagok jelenléte - mekkora eltérést okoznak, a feladatok numerikus megoldasa soran elemzem.
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2.2.1. Konzol lehajlasanak meghatarozasa klasszikus gerendaelmélettel

A teljesség kedvéért a klasszikus gerendamodellel is bemutatom a feladat analitikus
megoldasat annak ellenére, hogy ez a megoldés bizonyéra ismert a tisztelt olvas6 szamara.

F

'\\\\I\\\\
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
v

[l

L<<
=

e

g
1

2.6 dbra A numerikus szamitdsokndl vizsgalt konzol

A numerikus vizsgalatok soran egy - a radvégen koncentralt erdvel terhelt - konzolt
vizsgalunk, kiilonb6z6 geometriai - h/L , h/b - aranyokkal €s keresztmetszetekkel.

Vegyiik alapul a gorbiilet és nyomaték kapcsolatat leir6 differencidlegyenletet:

2
d vO:M'X(Z):.FFL(L_ZJ' (2‘125)
dz*  EI EI\ L

X

Integralva a fenti 6sszefiiggést az alabbi egyenleteket kapjuk:

2
v, FL[ _z° ‘C, (2.126)
dz  EL\~ 2L
FL(z> 2
Vy=4——| ———|+Cz+C,. 2.127
’ E]x(z 6L) e (127

Az integralasi konstansok értékét a peremfeltételekbdl hatarozhatjuk meg az alabbi modon:

d
Tl —05¢ =0, (2.1282)
V|, =0—>C, =0. (2.128b)
Ezek alapjan a maximalis lehajlas értéke:
FL
Vol.., =+ 35| (2.129)
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2.2.2. Konzol lehajlasanak meghatarozasa Timoshenko-elmélettel

Vegyiik alapul a nyomatékra €s a nyirderdre levezetett (2.53)-as egyenleteket:

dg, __M.(2) _ FL(L‘Z), (2.130a)
dz EI.  EI\ L
dv, 7, (Z) F
— =g =——4._. 2.130b
dz xGA 2 xkGA Z ( )
Integraljuk az elsd egyenletet:
@ _ Z—i +C, (2.131)
“CEL\C 2L) " ’
Helyettesitsiik be a most kapott 6sszefiiggést a masodik egyenletbe:
2
dv F  FI,_Z —C,. (2.132)
dz xGA EI, 2L

Integralva ezt az egyenletet - és megtartva az elfordulasra kapott kifejezést - az alabbi
egyenleteink lesznek:

2
" :%(z—g—JJrcl, (2.133a)

2 3
y= Lz (fLIZ 2 i (2.133b)
xkGA EI\ 2 6L

A peremfeltételeket figyelembe véve az integraldsi konstansok ezuttal is egyszerlien
meghatarozhatok:

4., =0—>C =0, (2.134a)
V|, =0—>C, =0. (2.134b)

Ezek utan a legnagyobb lehajlids mar meghatarozhato:

FL FI’
Vol.., =——+
=L xGA 3EI,

(2.135)

w

ahol a masodik tag a tiszta hajlitasbdl szarmazo lehajlas - ahogy a klasszikus elméletnél is
lattuk - az els6 tag pedig a nyiras hatdsabol szarmazo eltolodas. Jelen feladatnal ez az elsé tag
jelenti a kiilonbséget a klasszikus modell és a Timoshenko-modell kozott.
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2.2.3. Konzol lehajlasanak meghatarozasa harmadfoku nyirasi gerendamodellel

Az analitikus megoldast a harmadfoku nyirdsi gerendamodellel is eldallitom. A konzolra
figyelembe veend6 peremfeltételek a kovetkezok:

_dM
dz

0 (0)=52(0) = . (0) = B (1) = 11, (2) = 2.(1) =0. (2.136)
A feladat megoldasahoz meg kell hatarozni a hat darab - C; - integralasi konstanst. Ehhez fel
kell irni a Reddy-Bickford-féle harmadfoku elmélet és a klasszikus elmélet k6zotti kapcsolatot.
Az egyenletekben az R fels6 index a Reddy-Bickford-elmélet szerint, mig a B fels6 index a
Bernoulli-Navier-elmélet szerint meghatarozott valtozokra utal. A nyirdéerdkre vonatkozéd
Osszefliggés az alabbi mddon alakul:

dp,  dMm’
dz dz

0,(2)=V\-BR, +a —V2(2)+C,. (2.137)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a klasszikus elmélettel szamolt nyiréeré és a Reddy-
Bickford-elmélet szerinti effektiv nyirderd csupan a C; integralasi konstansban kiilonbdzhet. A
(2.137)-es egyenletbdl kovetkezik, hogy:

C =0, (2.138)

hiszen a nyirder$ értéke - statikailag hatarozott tartoknal - az alkalmazott gerendamodelltdl
fuggetlen kell, hogy legyen. A (2.137)-es egyenletet z szerint integralva a nyomatékok
kapcsolatat leird egyenlethez jutunk:

M =M? +Cz+C,, (2.139)
melybdl a fentivel megegyezd megfontolasok alapjan kovetkezik, hogy:
G, =0. (2.140)
A v, eltolddasok z szerinti derivaltjainak kapcsolatara az alabbi 6sszefiiggés irhato fel:

B N 2
DYoo pgr(ys Reyrop W Depr o Z oo o (2141)
dz ) 4, Y dz 4,7 2

y

A (2.141)-es egyenletbdl, és a (2.136)-os peremfeltételekbdl kovetkezik, hogy:

C,=0. (2.142)

Ahhoz, hogy v, eltolodasok kapcsolatat leird Osszefiiggéshez jussunk, integraljuk z szerint a
(2.141)-es egyenletet:

D z° z?
D.v,=Dyv" (2)+ 2‘ (IVyR (z)dz)—C’1 ?—Cz ?—C’3z -C,. (2.143)

y
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Lathaté, hogy a C, meghatdrozdsdhoz sziikséges VyR (z) nyirderé fiiggvénynek - és az
integraltjanak - az ismerete. Ehhez az aldabbi masodrendt differencidlegyenletet kell
megoldanunk:

D F |d¥VR 4 D
({Fxl}_i] y__yVR{ij(VBJrq):o, (2.144)
D y

X

Ennek a differencialegyenletnek az 4ltaldnos megoldasa a kovetkezo:

VyR (z) =C; sinh(/iz) +Cy cosh(iz) + %(VyB +C, ), (2.145)
ahol:
AD AD
A? = i B (2.146)
a(F.D,~F.D,) a(F.D,~F.D,)

A (2.136)-0s peremfeltételekb6l - M,(L) =P, (L) =0 - valamint a (2.97a-b)
Osszefiiggésekbol kovetkezik, hogy:

dv R
dzy (L)=0, (2.147)

mig a CLﬁ(O) = ¢x (0) = 0 peremfeltételek alapjan:
z

v (0)=0. (2.148)

Megjegyezem, hogy ugyan a befogasnal VyR =0, de természetesen a gerenddra hato
"tényleges" nyirderd - melyet ebben az elméletben effektiv nyiréerének neveziink, €s @,(z)

jeloltem - nem lesz nulla, hanem - ahogy a (2.137)-es és (2.138)-as egyenletek is mutatjak -
megegyezik a Bernoulli-Navier-elmélettel szamitott nyiroerd értékével.

A (2.145)-6s egyenlet és a (2.148)-as peremfeltétel alapjan a Cg -0os konstans mar
meghatarozhat6:

Co=—LF. (2.149)

Ha ezt behelyettesitjiik a (2.145)-6s egyenletbe, elvégezziik a derivalast, és felhasznaljuk a
(2.147)-es peremfeltételt, akkor Cs konstansra az alabbi érték adodik:

C, =%Ftanh(/1L). (2.150)

Ezek ismeretében a V;? (2) fiiggvény, valamint ennek az integraltja mar el6allithato:
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Vi(z)= 'uFtanh(lL)smh(lz) e - Fcosh(Az)+ %F (2.151)

_[VR . Ftanh(ﬂL)cosh(ﬂz) Fsmh(/12)+—Fz (2.152)

A (2.152)-es dsszefiiggés (2.143)-ba torténd behelyettesitésével, és a vy, (0) = 0 peremfeltétel
felhasznalasaval a C, konstans kifejezhetd:

D, (#u
C, = Y (FFtanh(lL)j. (2.153)

xty

Ekkor a (2.143)-as osszefiiggésbol - feltételezve, hogy a Bernoulli-Navier-elmélet szerinti
megoldas ismert - mar minden tagot ismeriink, igy a lehajlasfiiggvény a kovetkezoképpen
alakul:

FL D, :
v =+ 53 (7—6—LJ = DxAy(tanh(/iL)cosh(/iL) sinh(AL)+ AL — tanh(AL)).

(2.154)

Ezek alapjan a konzolvégi lehajlasra - z = L helyettesitéssel - az alabbi képletet kapjuk:

5 —
L ey D’i (tanh(/iL)cosh(/lL)—sinh(ﬂ,L)+/1L—tanh(/lL)).

(2.155)

2.2.4. Konzol lehajlasanak meghatarozasa hiperbolikus gerendaelmélettel

Az analitikus megoldast a hiperbolikus gerendamodellel is elvégeztem. A feladathoz
kapcsolodo peremfeltételek a kdvetkezok:

szO = EId—¢ :%

dz

E[—2 = v0|::0 = g0|__=0 =0. (2.156)

z=0

z=L z=L

A (2.108)-as egyenletben szerepld Q(z) altalanosiott nyiroeré megegyezik a gerendara haté
F erdvel, igy:

O(z)=F—>C =0. (2.157)

A (2.113)-as, valamint (2.157)-es egyenletek, és a ¢ (0) = 0 peremfeltétel alapjan:

F

C =—. 2.158
> BEI ( )
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A (2.113)-as és (2.158)-as Osszefiiggések, valamint a C}z(D(L):O feltételbdl Cs

meghatarozhato:
F
Cy=— tanh (AL). (2.159)
PEI.
(2.158) és (2.159) alapjan:
F
= cosh(AL)—tanh(AL)sinh(Az)—1). 2.160
0(2) = (cosh (42)~tanb (A1) s (22) 1) @160
A (2.113)-as altalanos megoldas, és a v,(0) = 0 peremfeltétel alapjan:
C =%tanh(/’tL). (2.161)

A (2.113)-as Osszefliggés derivalasa, és a ddﬁ(O) = (0 peremfeltétel figyelembevételével:
Z

Cs = —M. (2.162)
B
2
A (2.113)-as Osszefiliggés tovabbi derivalasaval, és a ((11 V2° (L) = 0 peremfeltétel alapjan:
VA
I'F
C, === (2.163)

Az imént meghatarozott integraladsi konstansok behelyettesitésével a lehajlasfiiggvény a
kovetkezd alakot 6lti:

Fz>  FA,
3EI, EIBA

vo(z)=+ (2/1—sinh(/iz)+tanh(/lL)(cosh(ﬂ,L)—l)). (2.164)

Ez az egyenlet az alabbi alakba irhato at:

FI 2_2_2_3 +6FL £+cosh(/12)—sinh(/12)—1
6EI, 5GA| L AL '

vo(z)=+ e (2.165)

Az iménti egyenletbe torténé z = L helyettesitéssel megkapjuk a konzolvég lehajlasat:

FI?
vo(L)=+ 3BT

X

(1+0,6(1+v)i—j} ) (2.166)

55



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

Ennél a felirasi modnal jol lathato, hogy a nyirasbél szarmazoé lehajlastobblet értéke
masodrendben fiigg a keresztmetszeti magassag €s a gerenda hosszusag aranyatol.

2.3. Numerikus szamitasok eredményeinek 6sszehasonlitasa
2.3.1. A numerikus vizsgalatok célja

Munkamban a kiilonb6zé gerendamodellekkel kapott eredményeket a klasszikus
kontinuummechanikai osszefiiggések eredményeivel hasonlitom oéssze. Ugy tekintem,
hogy a kontinuummechanikai megkozelitéssel pontos eredményekhez jutunk, és igy az ehhez
képesti eltéréseket elemzem a kiilonb6z6d modellek esetén. A klasszikus rugalmassagtani
Osszefliggések bonyolultsdga miatt a kontinuummechanikai eredményeket numerikusan,
3D végeselemes szimulaciok segitségével allitom el6. A numerikus elemzést téglalap
keresztmetszetii gerendak (konzolok) vizsgalataval kezdem, majd a fejezet masodik felében
tovabbi, gyakran hasznalt - kor, téglalap alaku zartszelvény ¢és 1 - keresztmetszetekkel is
elvégzem a szamitasokat. A vizsgalatokat a keresztmetszeti méretek valtoztatasa nélkiil,
kiilonb6z6 gerendahosszakra hajtottam végre, és az egyes modellekkel kapott eredményeket
az adott //L arany ismeretében adom meg.

2.3.2. A végeselemes modell

Mivel munkdmban a végeselem-mddszerrel kapott eredményeket tekintem etalonnak,
fontos, hogy a numerikus szamitasok megfelelé pontossaguak legyenek. Mivel ezek dontéen
az alkalmazott elemszdmtél és a végeselemek tulajdonsagaitol fiiggenek, ezért minden
szamitast konvergenciavizsgalattal kezdtem, hogy olyan stiri elemfelosztassal dolgozzak,
amelyet a feladat megkovetel. A végeselemes futtatdsokat az Ansys 135.0 szoftverrel végeztem
el.

A pontossagra valo torekvésnek megfeleléen a szamitasokhoz Solidl86-os testelemeket
hasznaltam. Ez egy 20 csomépontos végeselem, csomopontonként harom - eltolodasi -
szabadsagfokkal. Ennek a végeselemnek az alkalmazasakor az elmozduldsmezo6t tehat
(mindhdrom valtozojaban) kvadratikus bazisfiiggvények linedris kombinaciojaként
kozelitjik. Az alkalmazott végeselem a (2.7)-es abran lathato.

R
J —(®

2.7 dbra Solid 186-o0s végeselem

56



=
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Tartoszerkezetek Mechanikéja Tanszék

A téglalap keresztmetszetii gerenda végeselemes modellje a (2.8)-as abran lathatd. A
befogasnal a tamaszkeresztmetszeten 1évd csomodpontok eltoloddsait mindharom irdnyban
gatoltam. Tomor keresztmetszeti gerenddk esetén a koncentralt F eré nagysagat
egyenletesen szétosztottam a végkeresztmetszeten 1évo csomopontokra.

h=300

N

, b=200 _mm
| /1

2.8 dbra Téglalap keresztmetszet és a gerenda végelemes modellje

A szamitadsokndl késObbiekben hasznalt kor keresztmetszet és a konzol végeselemes
modellje a (2.19)-es dbran lathato.

2.9 dbra Kor keresztmetszet és a gerenda végelemes modellje

Az 1I- és vékonyfalu zartszelvényii gerenddk esetén a terhet a gerinc csomopontjaira
helyeztem ra. Az 6veket kdzvetleniil nem terheltem, hogy az 6vlemezek kézvetlen hajlitasa ne
befolyasolja a kapott fesziiltségek értékét. Ezeknek a gerenddknak a keresztmetszete ¢&s
végeselemes modellje a (2.10)-es és (2.11)-es abran lathato.
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2.10 dbra [ szelvény és a gerenda végelemes modellje

2.11 dbra Négyzet alaku zdrtszelvény és a gerenda végelemes modellje

A konvergenciavizsgalatot minden futtatds eldtt elvégeztem. Ezt az ellendrzé szamitast
csupan egyszer részletezem, minden mas esetben az itt latott modon jartam el. A vizsgélatot
20x30 cm-es téglalap alaku keresztmetszetre és 50 cm-es gerendahossz esetére mutatom be.
Ez egy rovid gerenda, ahol az egyes modellek szolgaltatta eredmények szazalékos eltérései
mar igen jelentosek lehetnek. A konvergencia ellendrzésekor a konzolvég lehajlasat ¢és a
kozépsd - peremzavartdl mentes - keresztmetszet (x=0-hoz tartozd) szélsé szalban ébredd
fesziiltségeit vizsgalom. A konzolvég lehajlasanak valtozasa az alkalmazott elemszam
figgvényében a (2.12)-es abran lathato.
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2.13 dbra Konzolvég lehajlasdnak relativ hibdja az elemszdm fiiggvényében

anyd norm

r

A hosszir

valtozasa a (2.15)-6s abran lathato.

35 A relativ hiba szamitasanal az egyes értékeket mindig az utols6 (legtobb elemmel végzett) szamitas
eredményeivel vetettem Ossze, majd a kapott kiilonbségeket az utolsd szamitas eredményéhez

viszonyitottam.
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2.14 dbra Kozépsd keresztmetszet szélsd szdalban keletkezd hossziranyu normalfesziiltségének valtozdsa az
elemszdam fiiggvényében

Konvergenciavizsgalat fesziltségek
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2.15 dbra Fesziiltségek relativ hibdja az elemszam fiiggvényében

Ahogy a (2.14)-es és (2.15)-0s abrakon lathato, jelen feladatndl a fesziiltségek vizsgalata
mar néhany ezer végeselem alkalmazasa esetén is pontos eredményt ad. A lehajlasok esetén a
konvergencia azonban lassabbnak mutatkozott. Az (2.13)-as abran lathato, hogy koriilbeliil
12.000 elem alkalmazdsa esetén érem el a relativ hiba 1%-os kiiszobértékét, valamint kb.
25.000 elem sziikséges az 5 ezreléken beliili pontossag eléréséhez. Megjegyezem, hogy a
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legstirtibb halofelosztassal végzett szamitas esetén 99.900 végeselemet alkalmaztam. Ekkor az
ismeretlenek szama megkozelitette a 1.250.000-et. A konvergenciavizsgélat alapjan a
futtatdsokat 7 mm-es oldalméreti testelemekkel végzem el. Ez kb. 90.000 végeselemet ¢€s
t5bb mint 1.000.000 ismeretlent jelent. Igy a kapott eredmények relativ hibaja a valos -
ténylegesen pontos - eredményekhez viszonyitva varhatéan a tizezredes nagysagrenden beliil
alakul.

2.3.3. Téglalap keresztmetszetii gerendak numerikus eredményeinek 6sszehasonlitasa

A kiilonb6z6 gerendamodellekkel torténd analitikus szamitdsokat a Matlab szoftver
segitségével végeztem el. Az egyes gerendamodellekkel kapott lehajlds- és
fesziiltségfiiggvényeket a Matlab segitségével diagramokon &abrazolom. A végeselemes
szamitasok eredményeit az Ansys-bol tablazatos formaban kinyerve, szintén atiiltettem
Matlab-ba, igy a kiilonb6z6 modellek eredményeit a végeselemes szamitasok eredményeivel
egyazon diagramon dabrazolom. A kovetkezOkben bemutatom a lehajlasokra kapott
eredményeket kiilonb6zé - 50 cm, 60 cm, 90 cm és 150 cm-es - gerendahosszakra.
Emlékeztetdiil: a keresztmetszet magassidga 30 cm. A feladatban az anyagi allanddkra az
acélra jellemzo6 értékeket hasznaltam, ugy mint E=210 GPa, G=81 GPa és v=0,3. A
konzolvégen a terhelés az esetek tobbségében®® F=100 kN volt. A (2.16), (2.17), (2.18), és
(2.19)-es abrakon lathatéoak a kiilonbzé modellekkel kapott lehajlasok eredményei a
kiilonb6z6 gerendahosszak esetén.
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U '""'I'ﬁ','_:: """""""""""""""""""""""""""""""""""""""
e
'.-.';"‘h..,
“Qa s -
0.01p--------mmmmmmm e L R
‘Rh...“’-..“
L
s G;: S
— 002 N - T e
£ ‘:\ S
£ Sy, R
= ‘{\ ",
& S b
— 003 ‘9‘ A P el
" e -
= LM -
7] \‘ N ~,
— ‘;-\ -, N
L] .,
-0.04 -1 Bernoulli-Navier [-=--===7===mmmmmmmmee e -‘\‘-::—\-———*;;. """
----- Timoshenko :\‘ "‘-.\
- Reddy \\ "
R I Hiperbolikus |~ 77T \q :\ﬁ
----- VEM 3D
0.06-m-gmmmmmge-m oo Yalalelalbel folalulalulull inlelololobel Tululeiolol alalslululule ekl Fillalebelel
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Keresztmetszet "z" koordinataja [mm]

2.16 dbra 50 cm hosszii téglalap keresztmetszetii gerenda lehajldsai kiilonbozé modellek alapjan®

36 Megemlitem, hogy bizonyos szamitasoknal ettd] eltérd terheléssel szamoltam azért, hogy a kapott
lehajlasok még biztosan a kis elmozdulasok tartomanyaban maradjanak. Hangsulyozom, hogy az
eredmények (lehajlasok és fesziiltségek) abszolut, tényleges értéke most nem érdekes a szamunka,
kizarolag a kiilonb6z6 gerendamodellekkel és a 3D végeselemes szimulaciokkal kapott
eredményeknek - egymashoz képesti - szazalékos eltéréseit vizsgalom.

37 Az 4bran szerepl6 negativ eléjeleknek jelen esetben nincs jelentdsége. Minddssze azért valasztottam
ezt az abrazolasi modot, hogy az abran lathatd lehajlasfiiggvények a lehajlott gerenda meggorbiilt
hossztengelyének alakjaval legyenek azonosithatok.
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2.17 abra 60 cm hosszii téglalap keresztmetszetii gerenda lehajldsai kiilonbozé modellek alapjdn
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2.18 dabra 90 cm hosszii téglalap keresztmetszetii gerenda lehajldsai kiilénbézé modellek alapjdn
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Lehajlasfiiggveény
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2.19 abra 150 cm hosszu téglalap keresztmetszetii gerenda lehajldsai kiilonbozd modellek alapjdan

A téglalap Kkeresztmetszetii konzolok végkeresztmetszetének lehajlasara végzett
szamitasok eredményeit a (2.3)-as tablazatban foglaltam 6ssze.

h/L 0,6 0,5 0,333 0,2
Bernoulli-Navier -17,49% -12,73% -4,70% -0,82%
Timoshenko 5,52% 4,21% 3.57% 2.27%
Reddy-Bickford -13,19% -9,53% -3,11% -0,22%
Hiperbolikus 4,77% 3,76% 3,42% 2,23%

2.3 tabldzat Konzolvéglehajlds szdzalékos eltérései a végeselemes szimuldcick eredményéhez viszonyitva®

Lathatd, hogy rovid gerendiak esetén a vizsgalt gerendamodellek eredményei
szazalékosan olykor jelentésen eltérnek a végeselemes szimuldciok eredményeitl. A
Bernoulli-Navier-modell eredménye rovid gerenda esetén kozel 20%-ban tér el a "pontos"
eredménytdl. Fontos kiemelni, hogy szadmitdsaim szerint a pontos lehajlas értékek a
klasszikus- és a Timoshenko-modell eredményei kozott helyezkednek el. A szamitasok alapjan
a Reddy-Bickford-modell a Bernoulli-Navier-modellel kdzel azonos eredményeket ad, mig a
hiperbolikus-modellel kapott lehajlasok a Timoshenko-modell eredményeihez tartanak™ .

A lehajlasok elemzését kovetden a hossziranya normalfesziiltségek vizsgélatara térek ra.
Célom, hogy 0sszehasonlitsam a kiilonb6zd gerendamodellekkel kapott sz€élsé szal
fesziiltségek értékét egy lokalis hatasoktol mentes - példaul konzolhossz felében 1€vo -
keresztmetszetnél. A lehajlasoknal latottakhoz hasonléan az egyes modellekkel kapott

3 A tablazatban szerepl negativ eldjel arra utal, hogy az adott modell alabecsiili a lehajlas értékét.
¥ A (2.16)-(2.19)-es abrakon ehhez a két modellhez tartozé gorbe szinte teljesen dsszesimult.
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eredményeket egyazon abran tintettem fel. A (2.20), (2.21), (2.22) és (2.23)-as abrakon az
(x=0-hoz tartozo) széls6 szal fesziiltségek alakulasa lathato a gerenda hossza mentén.

Normalfesziiltségek a szélsd szalban
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2.20 dabra 50 cm hosszu téglalap keresztmetszetii gerenda fesziiltségei kiilonbozd modellek alapjan
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A0 E---- e e
Bernoulli-Mavier
----- Timoshenko
] it ———— Reddy "
— Hiperbolikus
P R EEE L PEEEEPEEEE TR ekt VEM 3D -

Normilfesziiltség [N/'mm?]

-
o oy

200 300 400 500 600
Keresztmetszet "z" koordinataja [mm]

0 100

2.21 dbra 60 cm hosszu téglalap keresztmetszetii gerenda fesziiltségei kiilonbozé modellek alapjdn
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Normalfesziiltségek a szélsd szalban
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2.22 dabra 90 cm hosszu téglalap keresztmetszetii gerenda fesziiltségei kiilonbozd modellek alapjan

Normalfesziiltségek a szélsd szalban
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2.23 dbra 150 cm hosszi téglalap keresztmetszetii gerenda fesziiltségei kiilonbozé modellek alapjdan

A fesziiltségek vizsgalatakor megfigyelhetjiik, hogy egy altalanos keresztmetszet esetén
az Osszes vizsgalt gerendamodell nagyon jol megkozeliti a végeselemes szimuliaciok
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eredményét. A peremfeltételekbdl adddd lokalis hatasok kovetkeztében azonban a
tamaszkeresztmetszetnél a végeselemes szadmitasok a gerendamodellekhez képest olykor
merdben eltérd fesziiltségeket adnak. Kiilon emlitést érdemel a hiperbolikus gerendamodell,
amely - azon tdl, hogy a lehajlédsokra rendszerint igen j6 eredményt szolgaltat - igyekszik
figyelembe venni, hogy a lokalis hatasok kovetkeztében a befogisnial megnovekedett
fesziiltségek keletkeznek, ¢és olykor igen jo egyezést mutat a kontinuum-eredményekkel.
Megjegyzem, hogy a végeselemes szimulacidknal nem csak a befogdsndl, hanem a
konzolvégen is fellépnek lokalis hatasok a kozvetlen terhelés kovetkeztében. Ezek hatasatol a
Saint-Venant-elv kovetkeztében - mint ahogy az abraim is megerdsitik - egy altalanos
keresztmetszet vizsgalatakor eltekinthetiink. A (2.20)-(2.23)-as 4brak alapjan arra a
megallapitdsra jutok, hogy egy statikailag hatarozott tarté vizsgalatdnal, barmelyik
altalanos keresztmetszet fesziiltségvizsgalatainal minden modell esetén "pontos”
eredményre jutunk, igy ezen numerikus eredmények tovabbi Osszehasonlitd elemzését nem
latjuk indokoltnak. Ez azt jelenti, hogy a gyakorlatban a kézi szamitasoknal elsdsorban
hasznalt Bernoulli-Navier-modell, és a végeselemes szamitasoknal nagyon gyakran hasznalt
Timoshenko-modell téglalap keresztmetszeteknél - statikailag hatarozott esetben - a
fesziiltségekre megbizhato, pontos eredményt szolgaltat. Jogosan meriil fel azonban a kérdés,
hogy vajon statikailag hatarozatlan tartok esetén is ilyen mértékii egyezésrdl beszélhetiink-e,
ahol mar az igénybevételek meghatarozasa pusztan az egyensulyi egyenleteket felhasznalva
nem vezet egyértelmii eredményhez*’.

2.3.4. Kor keresztmetszetii gerendak numerikus eredményeinek 6sszehasonlitisa

Az el6z6 pont mintajara ezuttal is elészor abrakon szemléltetem a kiilonb6z6é modellekkel
kapott eredményeket, majd tdbladzatokban Osszegzem az eltérések szazalékos értékeit. A
(2.24)-(2.27)-es abrdkon a lehajlasok lathatoak, kiilonb6z6 gerendahosszak esetén.
Megemlitem, hogy a 30 cm-es atmérdjli keresztmetszettel és ugyanazokkal a
gerendahosszakkal végeztem el a szamitdsokat, mint a téglalap keresztmetszet esetén, igy
ugyanazokrol a /L aranyokrol beszélhetiink, mint korabban.

0 Ezzel a kérdéssel késobb, a (2.3.7)-es alfejezetben foglalkozom.
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2.24 dbra 50 cm hosszi kor keresztmetszetii gerenda lehajldsa kiilonbozé modellek alapjdan
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2.25 dbra 60 cm hosszii kor keresztmetszetii gerenda lehajldsa kiilonbézé modellek alapjdan
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2.26 dbra 90 cm hosszii kor keresztmetszetii gerenda lehajldsa kiilonbozé modellek alapjdan
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2.27 d@bra 150 cm hosszu kor keresztmetszetii gerenda lehajlasa kiilonbozé modellek alapjan
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A kor keresztmetszetii konzolok lehajlasara végzett szamitasok eredményeit a (2.4)-es
tablazatban foglaltam 6ssze.

h/L 0,6 0,5 0,333 0,2
Bernoulli-Navier -14,03% -10,06% -4,82% -2,3%
Timoshenko 2,23% 1,76% 0,74% 0,24%
Reddy-Bickford -11,77% -8.,42% -4,05% -2,01%
Hiperbolikus 3,51% 2,74% 1,25% 0,04%

2.4 tdbldzat Konzolvéglehajlas szdazalékos eltérései a végeselemes szimuldaciok eredményéhez viszonyitva

Ezek a kor keresztmetszetii gerenddkra kapott eredmények - legaldbbis tendenciat
tekintve - igen hasonléak a téglalap keresztmetszetnél latottakhoz. Nevezetesen, a pontos
megoldas a Bernoulli-Navier ¢és a Timoshenko-modell szolgéltatta eredmények kozott
helyezkedik el. A hiperbolikus gerendamodell eredményei ezuttal is a Timoshenko-modell
eredményéhez tartanak, és mindkettd jol kozeliti a pontos eredményt. A (2.4)-es tablazat
alapjan lathat6, hogy mindkét modell - még a rovid gerenddk esetén is - "mérnoki értelemben
pontos", 5%-nal kisebb hibat eredményez. Ezuttal is megallapithato, hogy révid gerendak
esetén a Bernoulli-Navier-féle megoldas jelentdsen, 10-15%-kal eltér a pontos megoldastdl.
A 90 cm-es gerendanal a hiba mar kisebb, mint 5%, és a gerendahossz tovabbi novekedésével
ez tovabb csokken.

A fesziiltségek elemzésénél ugyanarra a megéllapitdsra jutottam, mint a téglalap
keresztmetszetli gerenddk esetén, vagyis egy altalanos keresztmetszet esetén a modellek
eredményei teljesen egybeolvadnak, ahogy ez a (2.28)-as abran lathato.

Normalfesziiltségek a szélsé szalban
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2.28 dbra 50 cm hosszui kor keresztmetszetii gerenda fesziiltségei kiilonbozé modellek alapjan

Ezt a kivald egyezést latva, a fesziiltségek eltérésének tovabbi, kvantitativ elemzésétol ezuttal
is eltekintek.
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2.3.5. I keresztmetszetii gerendak numerikus eredményeinek 6sszehasonlitasa

A (2.29)-(2.32)-es abrakon lathatéak a lehajlasra kapott eredmények kiilonb6zé modellek

¢s gerendahosszak esetén.
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2.29 dbra 50 cm hosszu I keresztmetszetii gerenda lehajldsa killonbozé modellek alapjdn
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2.30 d@bra 60 cm hosszii I keresztmetszetii gerenda lehajldsa killonbozé modellek alapjan
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2.31 dbra 90 cm hosszii [ keresztmetszetii gerenda lehajldsa kiilonbézé modellek alapjdn

Lehajlasfliggveény
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2.32 @bra 150 cm hosszu I keresztmetszetii gerenda lehajldsa kiilonbozd modellek alapjdan

A fenti dbrakon igen érdekes eredményt, kifejezetten nagy kiilonbségeket figyelhetiink
meg az egyes gerendamodellek szolgaltatta lehajlasok kozott. Lathato, hogy a Timoshenko-
modell ezuttal is nagyon jol kozeliti a 3D végeselemes szimulaciok eredményét, azonban a
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Bernoulli-Navier- és a hiperbolikus modell hibaja jelentds. Ezuttal is tablazatban §sszegezem
az eltérések szdzalékos értékeit.

h/L 0,6 0,5 0,333 0,2
Bernoulli-Navier -46,82% -37,78% -20,86% -8.24%
Timoshenko 1,85% 1,75% 1,49% 1,09%
Reddy-Bickford -43,38% -34,96% -19,24% -7,54%
Hiperbolikus -20,21% -16,00% -8,39% -2,98%

2.5 tdbldzat Konzollehajlas szdzalékos eltérései a végeselemes szimuldciok eredményéhez viszonyitva

A (2.5)-6s tablazat megmutatja, hogy rovid gerenda esetén a Bernoulli-Navier-modellel
kapott lehajlasok a pontos értékeknek alig tobb mint a felét érik el, de még hosszabb
gerendanal - 0,333-as és 0,2-es A/L aranynal - sem teKintheték "mérnoki értelemben
pontosnak". Ezen feliil lathato, hogy a hiperbolikus modell - ami a tomor téglalap és kor
keresztmetszeteknél igen jol "teljesitett" - ezuttal jelentés hibaval dolgozik. A szdzalékos
értékek szerint a Timoshenko-modell rovid gerendak esetén is nagyon pontos
eredményeket szolgaltat.

A fesziiltségek vizsgalata ezuttal sem kivan részletes értékelést, ugyanis a lehajlasoknal
latott mar-mar drasztikus eltérések ellenére, a fesziiltségeknél ezittal is teljesen dsszesimulo
gorbéket kapunk, ahogy ezt a (2.33)-as 4bra mutatja. Ezuttal is jol lathat6, ahogy a
hiperbolikus modell a befogas kornyezetében a linearis eloszlastdl eltérd, anndl nagyobb
fesziiltségekkel dolgozik.

Normalfesziltségek a szélsd szalban
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2.33 dbra 60 cm hosszii I keresztmetszetii gerenda fesziiltségei kiilonbozd modellek alapjdan
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2.3.6. Vékonyfalu zartszelvény keresztmetszetii gerendiak numerikus eredményeinek
osszehasonlitasa

A (2.34)-(2.37)-es abrakon lathatoak a lehajlasra kapott eredmények.
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2.34 dbra 50 cm hosszi vékonyfalii zdrtszelvényii gerenda lehajlasa kiilonbozé modellek alapjdan
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2.35 dbra 60 cm hosszi vékonyfalii zdrtszelvényii gerenda lehajlasa kiilonbozé modellek alapjdan
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Lehajlasfiiggveny
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2.36 dbra 90 cm hosszi vékonyfalii zdrtszelvényii gerenda lehajlasa kiilonbozé modellek alapjdan

Lehajlasfiiggveny

Lehajlas [mm]

Bernoulli-Mavier o
----- Timoshenko

————— Reddy ¢ q\

b —— Hiperbolikus

-5

----- VEM 3D
Sy
-T ------------------- | il | el ":
0 50 1000 1500

Keresztmetszet "z" koordinataja [mm]

2.37 abra 150 cm hosszu vékonyfalu zdartszelvényii gerenda lehajldsa kiilonbézé modellek alapjan

A (2.34)-(2.37)-es abrakon ugyanaz a tendencia lathato, mint amit az I km-nél is
megfigyelhettiink, nevezetesen rovid gerenda esetén a Bernoulli-Navier-elmélettel kapott
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eredmények jelentosen eltérnek a pontos megoldastol, de még 0,2-es A/L aradnynal is
szembeo6tlo a kiilonbség. A szazalékos eltéréseket a (2.6)-os tablazat mutatja.

h/L 0,6 0,5 0,333 0,2
Bernoulli-Navier -50,57% -41,01% -23,44% -9.39%
Timoshenko 0,67% 1,45% 1,05% 1,04%
Reddy-Bickford -47,82% -38,71% -22,10% -8,80%
Hiperbolikus -25,02% -19,67% -10,97% -4,02%

2.6 tdbldzat Konzollehajlas szdzalékos eltérései a végeselemes szimuldciok eredményéhez viszonyitva

A (2.6)-0os tablazat alapjan elmondhatd, hogy a modellek eltérései még az I km-nél
latottakat is meghaladjdk. Az S0 cm-es gerenda esetén a Bernoulli-Navier-megoldas
immaron Kkevesebb mint a felét adja a pontos lehajlasnak. A Timoshenko-modell jelen
esetben is jo egyezést mutat a végeselemes szimulaciok eredményével, mig a hiperbolikus
modell eredményei szamottevéen eltérnek ettol.

A teljesség kedvéért megmutatom, hogy egy altalanos keresztmetszetben a kiilonb6zo
gerendamodellekkel kapott fesziiltségek ezuttal is jo egyezést mutatnak, ahogy ez a (2.38)-
es abran is lathato.

Normalfesziiltségek a szélsd szalban
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2.38 dbra 60 cm hosszii vékonyfali zdrtszelvényii gerenda fesziiltségei kiilonbozé modellek alapjan (x=0-ndl)

Mint a (2.38)-as abran lathatd, ezuttal a numerikus szimulaciok eredményei némiképp
eltérnek a gerendamodellek szolgaltatta fesziiltségektdl. Ez abbol adodik, hogy a terhelést a
zartszelvény gerinceiben mukdodtettem, igy a normaélfesziiltség eloszlasa keresztiranyban nem
tokéletesen egyenletes a keresztmetszeteken. Ez az eltérés - latva a fesziiltségek kivald
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egyezesét barmely keresztmetszet és A/L arany esetén - irrelevans a numerikus eredmények
elemzése szempontjabal.

2.3.7. Statikailag hatarozatlan gerendak fesziiltségeinek vizsgalata

Az el6zé pontokban bemutattam, hogy a kiilonb6z6 gerendamodellek hasznalataval a
gerendak lehajlasat - a 3D kontinuummechanikai modellhez képest - csak kisebb-nagyobb
hibaval hatarozhatjuk meg. Annak ellenére, hogy a szamitott lehajlasokndl - a 3D
végeselemes szimuldciok eredményeihez viszonyitva - olykor igen nagy eltéréseket
figyelhettiink meg, a fesziiltségek vizsgdlatakor - a lokalis hatdsoktdl eltekintve - minden
esetben szinte tokéletes egyezést tapasztaltunk. Ennek az az oka, hogy az altalam vizsgélt
gerenda statikailag hatarozott konzol volt, amelynél az igénybevételek és a fesziiltségek
alakulasa fliggetlen volt a tarté elmozdulésaitdl. Ennek ismeretében azonban jogosan meriilhet
fel a kérdés, hogy:

e Vajon statikailag hatarozatlan szerkezetek esetén - az elmozdulasokon tul - mar a
fesziiltségek vizsgalatakor is megfigyelhetiink szamottevo kiilonbségeket?

e Ha igen, akkor a gerenda A/L aranyanak fliggvényében Kkoriilbelil milyen
nagysagrendii hibaval dolgozunk a mindennapos rutin szerint végrehajtott kézi
szédmitasaink soran?

e A hiba ismeretében fontos feltenni a kérdést, hogy vajon a biztonsag javéra, vagy
pedig annak kérara tévediink a kozelité szamitasaink sordn?

Az ebben a pontban végzett vizsgalatokkal, és az eredmények kiértékelésével a fenti
kérdésekre kivanok vélaszt adni. Ehhez egy mindkét végén befogott tartét vizsgilok
ktlonb6z6 A/L ardnyok esetén. A szadmitdsokat a kordbban is hasznalt I km-re végzem el,
ugyanis ennél a szelvénynél kordbban a lehajlasok eredményei k6zott jelentds kiilonbségeket
tapasztaltam. Minden esetben a szélsé szalban keletkezd normalfesziiltségeket vizsgalom.
Elkészitem a befogott-befogott gerenda 3D végeselemes modelljét és az igy kapott
fesziiltségeket a klasszikus gerendamodell eredményeivel hasonlitom Ossze. Azért a
Bernoulli-Navier-modellre esett a valasztas, mert ez a modell teljesen elhanyagolja a nyirasi
alakvaltozasok hatasat, igy a kordbban vizsgalt modellek koziil ez dolgozik a legnagyobb
hibaval, tovabba a kézi, kozelitd szamitasok soran ezt a modellt hasznaljak leggyakrabban a
mérnokok. A végeselemes modell a (2.3.5)-6s pontban hasznalttol csupan abban kiilonbozik,
hogy jelen esetben a tartdé mindkét végén gatoltam a csomopontok eltoldodését, a terheket
pedig a gerinc csomopontjai kozott egyenletesen szétosztottam a tartd hossza mentén. A
terheket ezuttal is a gerenda gerincén 1évo pontjaiban helyeztem el, hogy az dvek kozvetlen
hajlitdsa ne befolyasolhassa a fesziiltségek alakulasat. A (2.39)-es abran az 50 cm hossza
gerenda végeselemes modellje és a hossziranyi normalfesziiltségek alakulasa lathato.
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2.39 abra 50 cm hosszii befogott-befogott I km-ii gerenda hosszirdnyu normdlfesziiltségei

A fenti abran lathatd, hogy a befogasnal jelentés mértékl peremzavar 1ép fel, hiszen a lokalis
hatasok kovetkeztében a fesziiltségek a tartd elsé €s utolsdé centimétereiben akar egy
nagysagrenddel is megnovekednek®'. Ezt latva, a fesziiltségek Osszehasonlitasakor a tartd
kezdeti- és végkeresztmetszetének vizsgalatatdl eltekintek, és inkabb a lokalis hatasoktol
mentes keresztmetszetekre fokuszalok. Kezdjiik a vizsgalatot az 50 cm hossza gerendaval. A
(2.40)-es abran a kozépsd (x=0), felsé sz€élsd szdlban keletkezd hossziranyu
normalfesziiltségek gerenda hossza menti eloszlasat lathatjuk a Bernoulli-Navier-modelllel és
a végeselemes szimuldciokkal végzett szamitdsok alapjan.

Neormalfesziltségek a szélsé szalban
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2.40 dabra 50 cm hosszii befogott-befogott I km-ii gerenda hosszirdnyu normdalfesziiltségei

* Megjegyzem, hogy sok esetben a fesziiltségek a tdmasz és az attdl néhany centiméterre 1évé kiugréan nagy
értékek kozott szamottevGen lecsokkentek.
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A fenti abrardl rogton kitlinik az, amit mar a (2.39)-abran is megfigyelhettiink, nevezetesen,
hogy a peremek kornyezetében a végeselemes szamitasokkal kapott fesziiltségek jelentosen
megndvekednek. Ezen felil azonban az is jol lathatdo, hogy a gerenda kozEépsod
keresztmetszeteiben is szamottevo kiilonbséget figyelhetiink meg a két eredmény kozott. Ez a
hiba a nyirdsi alakvdltozdsok hatasabodl szarmazik, és mint ilyen, a hiba mértéke és a gerenda
h/L aranya kozott egyenes aranyossag all fent. Ezt alatamasztja a (2.41)-es és (2.42)-es abra,
ahol egy 90, és egy 300 cm hosszt gerenda fesziiltségeit lathatjuk.

Normalfesziltségek a szélso szalban
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2.41 dbra 90 cm hosszii befogott-befogott I km-ii gerenda hossziranyi normdlfesziiltségei

Normalfesziiltségek a szélsd szalban
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2.42 dbra 300 cm hosszii befogott-befogott I km-ii gerenda hosszirdnyi normalfesziiltségei

Lathato, hogy 90 cm-es gerenddnidl még mindig szembeotld eltérést lathatunk, de 3 m-es
gerendandl mar alig beszélhetiink kiilonbségekrol. A kozépsd keresztmetszetre vonatkozdan a
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klasszikus modell eredményeinek a 3D végeselemes szimuldaciok eredményeihez viszonyitott
relativ hibgjat a (2.7)-es tablazat tartalmazza.

h/L 0,6 0,5 0,333 0,2 0,1
Bernoulli-Navier -37,31% -28,87% -14,70% -5,71% -1,47%

2.7 tdbldzat Normdlfesziiltségek szdzalékos eltérései a végeselemes szimuldcik eredményéhez viszonyitva™

Shames ¢és Dym a [21] alatti konyviikben bebizonyitottdk hogy a nyirasi alakvaltozasok
elhanyagolasanak normalfesziiltségekre gyakorolt hatdsa masodrendben fiigg a A/L aranytdl.
A (2.43)-as abran lathatdé modon, egy masodrendt polinomalis regresszioval megvizsgaltam,
hogy a (2.7)-es tablazatban szerepl6 értékek, igazoljak-e Shames és Dym elméletét.

Nyirasi alakvaltozasok ehanyageolasanak hatasa hiL fiiggvenyében
40

35

30

Normilfesziiltség relativ hibaja [%]

01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06
gerenda h/L aranya []

2.43 dbra Polinomdlis regresszio: nyirdsi alakvaltozas elhanyagoldsdanak hatdasa a hosszirdnyi
normdlfesziiltségekre

A (2.43)-as abra alapjan az eredményeim alatdmasztjak Shames és Dym éllitasat. A (2.44)-es
abran abrazolom a nyirofesziiltségek relativ hibajat. Az iménti szerz6paros bemutatta, hogy a
nyirofesziiltségek hibaja elsérendben fiigg a #/L aranytol.

*2 A hiba negativ eléjele arra utal, hogy a klasszikus modell alabecsiilte a fesziiltégeket.
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Nyirasi alakvaltozasok ehanyagolasanak hatasa hil figgvényében
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2.44 dbra Linedris regresszio: nyirdsi alakvaltozas elhanyagoldsanak hatdsa a hosszirdnyu
normdlfesziiltségekre

A (2.44)-es abran lathatd, hogy a nyirofesziiltségek relativ hibaja sokkal kisebb, mint amit
korabban a normalfesziiltségeknél tapasztaltunk. Egyuttal az is lathaté, hogy a regresszid
sordn a nyirofesziiltségeknél az eredményeim kissé nagyobb hibéaval illeszkednek az elmélet
szerinti egyenesre.

Végezetiil megallapithatd, hogy a Bernoulli-Navier-modell a normalfesziiltségek esetén
bizony olykor jelentds hibaval dolgozik. Rovid gerenda esetén a relativ hiba a 30%-ot is
meghaladhatja, de még 0,2-es A/L ardnyndl is 5%-nal nagyobb relativ hibarol beszélhetiink
olyan km-nél, ahol viszonylag nagy az inercia/teriilet ardny. Nyirofesziiltségeknél joval
kisebb relativ hibat tapasztaltam, az minden esetben 5%-nal kisebbre adddott. Fontos
megallapitds, hogy a nyirasi alakvaltozas elhanyagolasabol szarmazoé hibaval a biztonsag
karara tévediink.

2.4. Numerikus eredmények tanulsagainak 6sszefoglalasa

Az el6zd6 pontok megmutattdk, hogy rovid gerendak esetén a kiilonb6zo
gerendamodellekkel kapott lehajlasok olykor jelentosen eltérhetnek egymastol. Az eltérések
mértéke - mint ismert - nagyban fiigg a gerenda h/L aranyatol és a keresztmetszet alakjatol.

A Klasszikus gerendamodell szolgaltatta lehajlasok rovid gerenddknal az Osszes
keresztmetszet esetén szamottevd eltérést mutatnak a pontos eredményekhez képest. Ez az
eltérés h/L = 0,5 esetén tomor - téglalap és kor - keresztmetszeteknél koriilbeliil 15-20%,
mig h/L = 0,333-nal mar 5%-nal kisebb hibardl beszélhetiink. Fontos hangsilyozni, hogy a
megvizsgalt vékonyfald I és négyzet alaku zart Keresztmetszetek esetén a hiba az
elobbieknek tobb mint kétszerese: 46-51%. Tehadt a Bernoulli-Navier-modell eredményei
rovid gerenda esetén olykor még a felét sem érik el a tényleges lehajlasoknak, és még
h/L = 0,2-nél is éppen hogy csak 10%-on beliili a hiba!
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A Timoshenko-modell eredményei nagyon megbizhatonak tlinnek, ugyanis minden
esetben 5%, vagy anndl kisebb hibarol beszélhetiink. A Timoshenko-modell elméleti
hianyossagait az el6z6 fejezetben részletesen taglaltam. Kiemeltem, hogy az a feltételezés,
miszerint a keresztmetszet mentén egyenletes a nyirofesziiltség €s a nyirdsi alakvaltozas
eloszladsa nem igaz, és ezen hidnyossag "kompenzalasahoz" a k myirasi korrekcids tényezo
hasznalatara van sziikség. Ez azt eredményezi, hogy a modell eredményei éppen annyira
lesznek megbizhatéak, mint a felvett K korrekcios tényezo értéke. A nyirdsi korrekcios
tényezo felvételére tobb modszer sziiletett, ezeket az el6zd fejezetben targyaltam, valamint
néhany gyakran hasznalt keresztmetszetre a (2.2)-es tablazatban 6sszefoglaltam az ajanlott k
értékeket. A fenti numerikus eredmények megerdsitik, hogy a vizsgalt keresztmetszetek
esetén a hasznalt k értékek megfeleldek.

A Reddy-Bickford-féle harmadfokd nyirdasi modell eredményei nem igazén
meggy6zoéek. Minden esetben csak viszonylag kis mértékben tér el a klasszikus modell
eredményeitél, ami felveti a kérdést, hogy vajon megéri-e a joval hosszadalmasabb és
bonyolultabb szamitast elvégezni. Elmondhatd, hogy amennyiben olyan keresztmetszettel
dolgozunk, amelyre ismert a nyirdsi korrekcios tényezd értéke, a Timoshenko-modell
egyszeriibb €és pontosabb megoldast szolgaltat.

A hiperbolikus modellel kapott eredmények vegyes érzésekre adhatnak okot. A tomor
keresztmetszetek esetén jo eredményeket kaptam, a hiba ilyenkor minden esetben 5%-on
beliil alakult. Ezzel ellentétben a vékonyfala szelvények esetén jelentés, olykor 20-25%-o0s
eltéréseket tapasztaltunk a hiperbolikus modell és a 3D végeselemes eredmények kozott. Ez
igen meglepd, tekintve, hogy ez a modell a teljesen megszokott keresztmetszeti jellemzokkel -
A, I - dolgozik. Megjegyzem, hogy a hiperbolikus modellt bemutatd cikkben [9], kizarolag
téglalap keresztmetszetekkel foglalkoztak a szerzdk, és nem tettek emlitést arrél, hogy mas
keresztmetszetek esetében ez a gerendaelmélet mennyire "pontos". Téglalap keresztmetszett
konzolok esetén - k = 5/6 alkalmazasakor - bizonyitott, hogy a hiperbolikus modell és a
Timoshenko-modell ugyanazt a konzolvég lehajlast adja, nevezetesen:

FI?
vo(L)=+ 3E]

X

(1+0,6(1+v)i—j} ) (2.167)

Numerikus eredményeim azt sugalljadk, hogy a hiperbolikus modellnek komoly
hidanyossaga van, nevezetesen: megbizhatosaga erdsen fiigg a keresztmetszet alakjatol. A
(2.167)-es képlet megmutatja, hogy bizonyos k érték esetén ez a modell a Timoshenko-féle
eredményekhez tart (amely minden esetben jol kozelitette a pontos eredményeket), azonban
egy masik keresztmetszetnél - mig a Timoshenko-modell a nyirdsi korrekcios tényezdé
modositasaval "alkalmazkodik" a feladathoz - a hiperbolikus modell tovabbra is a (2.167)-es
formula alapjan dolgozik. A (2.2)-es tablazat megmutatja, hogy a kor keresztmetszet esetén az
alkalmazand6 k-tényezd értéke nem tér el olyan jelentésen a k = 5/6-t6l, igy a hiperbolikus
modell hidnyossaga itt még nem volt szembe6tld. Azonban a vékonyfala szelvényeknél, ahol
a K-tényezd értéke koriilbelll a fele a téglalapnal alkalmazott értéknek, ez a hidnyossag
nagyon is nyilvanvalova valik. Fogalmazhatunk ugy is, hogy a hiperbolikus modell gy
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dolgozik, mintha minden keresztmetszet esetén a xk = 5/6-0s érték lenne megfelel6. Ez
azt a hibat eredményezi, hogy olyan keresztmetszetek esetén, ahol Kisebb a k-tényezd
értéke, ez a modell a nyirasi alakvaltozasbol szarmazé lehajlas csak egy részét képes
figyelembe venni, ezért az eredmények a Bernoulli-Navier- és a Timoshenko-modell
szolgéltatta lehajlasok ko6zott helyezkednek el.

A hiperbolikus modell olyan szempontbdl is érdekes, hogy az analitikus levezetéseknél
latott @(z) fiiggvényen Kkeresztiill a modell a befogas kornyezetében nemlinearis,
megnivekedett normalfesziiltség eloszlassal dolgozik, és igy "kisérletet tesz" a lokalis
hatasok miatti fesziiltségcstcsok leirasara.

A kapott numerikus eredmények alapjan alapvetd kiilonbség mutatkozik abban, hogy
milyen Keresztmetszetli gerendat vizsgalunk. A tomor keresztmetszetekhez képest az
optimalizalt, vékonyfali szelvények esetén a gerendamodellek eltérései olykor
drasztikusak, esetenként még az 50%-ot is meghaladhatjak. Véleményem szerint ennek oka
abban rejlik, hogy a zartszelvény és I km esetén a keresztmetszeti teriilet-inercia és igy a
nyirdsi merevség-hajlitdsi merevség aranya lecsokken, ezért a nyirasi alakvaltozasok
hatasa jelentésebbé valik, mint a tomor keresztmetszetek esetén. A klasszikus modell
hib4janak szazalékos alakulasat - a végeselemes szimulaciok eredményéhez viszonyitva -
(W/L=0,6 esetén) az inercia €s a keresztmetszeti teriilet ardnyanak fliggvényében a (2.39)-es
abra szemlélteti:

Bernoulli-Navier-modell hibaja az IfA arany fiiggvenyeben

Bernoulli-Navier-modell hibaja [%]

i i i i i
0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
Inercia és keresztmetszeti teriilet aranya [mm?] 10t

2.39 dabra Klasszikus gerendamodell hibdjanak szdzalékos alakuldsa az inercia és a
keresztmetszeti teriilet ardnydnak fiiggvényében (W/L=0,6 esetén)

A gerenddk fesziiltségvizsgalata arra az eredményre vezetett, hogy statikailag hatarozott
tartoknal egy altalanos keresztmetszet esetén minden gerendamodell ugyanarra a
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normalfesziiltség értékre vezet, ¢s ez tokéletes Osszhangban van végeselemes szimulaciok
eredményével. Vagyis annak ellenére, hogy a Bernoulli-Navier-modell a lehajlasok
tekintetében olykor komoly hibakkal dolgozik, a fesziiltségekre megbizhatd eredményeket
szolgaltat. A numerikus szimulacidk esetén a minkét konzolvégen lokalis hatasok 1éptek fel, a
terhelési- €s a tdmaszviszonyok miatt. Ismét megemlitjiik, hogy a hiperbolikus modell a
tamasz kornyezetében megndvelt, nemlinearis fesziiltségeloszlassal dolgozik, €s az igy kapott
fesziiltségek jobban kozelitik a numerikus szimulaciok eredményeit, mint a klasszikus és a
Timoshenko-modell.
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3. Szendvics keresztmetszetl gerendak
mechanikai vizsgalata

Ebben a fejezetben rétegesen izotrop, un. szendvics keresztmetszetii gerendak mechanikai
vizsgélataval foglalkozom. A fejezet elején roviden ismertetem a szendvics keresztmetszetli
gerenddk viselkedésénél tapasztalt sajatossdgokat, melyeket korabban, a homogén izotrop
gerenddkndl nem figyelhettiink meg. Ezt kovetéen ratérek az egyes szendvics-elméletek
bemutatdsara, mely sordn hangsilyozom az egyes modelleknél tett feltételezéseket &s
elhanyagolasokat. Ezutdn numerikus szamitasokat végzek, majd az egyes modellek
eredményeit 3D végeselemes szimuldaciok eredményeivel hasonlitom Ossze. A fejezetet az
eredmények tanulsagainak Gsszefoglalasaval zarom.

3.1. Szendvics keresztmetszetii gerendak bemutatasa

A szendvicspanelek olyan szerkezeti elemek, melyek két merev kéregbdél, és az ezeket
elvalaszté - altalaban konnyii - magbél allnak™®. A kéreg leggyakrabban valamilyen fémbél
(aluminiumbdl vagy acélbdl), tivegbdl, fabol vagy szalerdsitési polimerbdl késziil. A mag
altaldban alacsony szilardsdgi anyagbol, leggyakrabban szilard habbdl (poliuretanbol,
polietilénbdl vagy polisztirolbdl) épiil fel. Az esetek tobbségében a keresztmetszeti ardnyok
olyanok, hogy a kéreg egy igen vékony - csak néhany milliméter vastag - réteg, mig a mag
enn¢l joval vastagabb, melynek méretét elsdsorban a mechanikai és épiiletfizikai
szempontokat szem el6tt tartva kell felvenni. Egy ilyen szendvicspanel lathaté a (3.1)-es
abran.

3.1 dbra Szendvics panel’

Az ilyen szerkezeti felépitésbdl a hagyoméanyos homogén elemekhez képest tobb elény is
szdrmazik. Mechanikai szempontbdl a legfontosabb elény az, hogy a mag elvalasztd szerepe
miatt - a csekély onsialynovekedés dacara -, a keresztmetszet inerciaja nagy mértékben
novekszik. Epiiletfizikai szempontbol, az elemek jo hészigetelé képességét kell kiemelni,
melyet szintén a kozbiils6 magrétegnek koszonhetiink. Leggyakrabban a kdnnytszerkezetes

“ Ebben a fejezetben - terjedelmi okokbol - kizarolag ilyen felépitésii keresztmetszettel foglalkozom.
Ennél tobb rétegbol allo laminalt gerendak vizsgalatara jelen dolgozat keretein beliil nem keriil sor.
* Forras: http://www.directindustry.com/prod/cel-components-srl/product-38588-495073 html
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épitési modnal hasznéalnak ilyen szendvicselemeket, ahol fliggéleges vagy vizszintes
térelhatarold szerep jut nekik. Ennél specidlisabb alkalmazasi teriileteikkel is taldlkozhatunk,
példaul a repiilogépek egyes elemeit, valamint a helikopterek rotorjat is eldszeretettel készitik
szendvicsszerkezetekbdl.

3.2. Szendyvics keresztmetszetii gerendak modelljeinek bemutatasa
3.2.1. Szendvics keresztmetszetii gerendak mechanikai viselkedése

A szendvics keresztmetszetli gerenddk mechanikai vizsgalata rendkiviil érdekes
témakornek bizonyul. Ennek az az oka, hogy a gerendak keresztmetszeteinek inhomogenitasa
a gerenddk mechanikai viselkedésében olyan kovetkezményekkel jar, melyet kordbban - az
izotrop gerendaknal - nem figyelhettiink meg. Elmondhato, hogy a gerendak viselkedése
nagyban fiigg attol, hogy az egyes rétegek milyen anyagbol késziiltek, hiszen az egyes
rétegek anyagara jellemz6 rugalmassagi modulusok aranyianak megvaltoztatiasaval a
gerenda mechanikai viselkedése is alapjaiban megvaltozik. Tovabbi figyelemremélto
mechanikai érdekesség, hogy az egyes elméletek megbizhatdésaga nagy mértékben fiigg a
keresztmetszet geometriai aranyaitél. Ezekbdl adddoan érdemes megvizsgalni, hogy a
kéregvastagsag novelésével €s a rugalmassagi modulusok aranyanak valtoztatasaval a kapott
eredmények pontossaga hogyan valtozik.

Kordbban - a (2.39)-es dbran - megmutattam, hogy a hajlitdsi €s nyirdsi merevség
hanyadosanak novekedésével a myirdsi alakvdltozas elhanyagolasabdl szarmazd hiba is
rohamosan novekszik. Elmondhatd, hogy szendvics keresztmetszetii gerenddk esetén a
hajlitasi merevség és a nyirasi merevség aranya gyakran a tizezres nagysagrendbe esik.
Ennek oka az, hogy a nyirasi merevség drasztikusan lecs6kken a homogén keresztmetszethez
képest azért, mert a keresztmetszeti teriilet jelentds részét a kis nyirasi modulussal rendelkezé
mag foglalja el. Ez oda vezet, hogy szendvics keresztmetszetii gerenddk esetén a nyirasi
alakvaltozasoknak kiemelt szerepe van, igy a nyirdsi alakvdltozas elhanyagolasa jelent6s -
altalaban nem megengedhet6 - mértékl hibakhoz vezet. Ez tehat egy fontos kovetkezménye
annak, hogy a rétegek rugalmassagi modulusa altaldban nagysagrendekkel eltér egymastol.
Fontos azonban megemliteni, hogy nem ez az egyetlen - a szendvics keresztmetszetii gerenddk
mechanikai viselkedésénél tapasztalt - kovetkezménye annak, hogy a gerenda keresztmetszete
eltéré anyagu részekbol épiil fel.

Rétegekbol allo hajlitott tartok vizsgalatakor az elemi szilardsagtan ugy jar el, hogy
amennyiben a rétegek nem tudnak egymason elcsuszni (az elcsuszas ellen nyirofesziiltségek
Iépnek fel), akkor a lehajlasra és fesziiltségekre vonatkozd Osszefiiggésekben az Osszetett
keresztmetszetre vonatkozo inercidval lehet szamolni. Nagyon fontos észrevétel azonban,
hogy noha a most vizsgalt esetekben a rétegek elcsuszasat kizarjuk, a fenti megallapitds nem
mindig vezet j6 eredményre. Ennek az az oka, hogy szendvicspaneleknél, amikor a belsd
vastag mag nagyon Kis merevségli anyagbol késziil, akkor - a rétegek elcsuszasanak kizarasa
ellenére - a két kéreg-réteg egyiittdolgozasa nem megfeleléen biztositott. Ugyan a kéreg és
a mag talalkozasanal fellép valamekkora nyirofesziiltség, am ennek értéke a nulldhoz tart
abban az esetben amikor a kéreg fémbdl, mig a mag valamilyen szilard habbol (pl. polietilén,
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poliuretan, stb.) készil. Ilyen esetben a rugalmassagi modulusok 3-4 nagysagrenddel is

eltérhetnek, ami azt okozza, hogy a gerenda valosigos viselkedése mar akar kozelebb
allhat ahhoz az esethez, amikor az inerciat a két kéreg-rétegre kilon-kiilon, az
egyiittdolgozas feltételezése nélkiil szamitjuk. Annak a kérdésnek az eldontése, hogy
milyen rugalmassagi modulus arany esetén lehet Osszetett szerkezettel, €s mikortol kell mar
kiilon dolgozd rétegekkel szamolni, alapvetd fontossagu, hiszen a két esethez tartozd
inerciaértékek kozott altalaban tobb nagysagrendnyi kiilonbség van! Mint latni fogjuk, azon
elméletek eredményei, melyek ezt a hatdst nem veszik figyelembe, igen megbizhatatlannak
bizonyulnak, hiszen szamitasaik olykor t6bb nagysagrenddel eltérhetnek a pontos értékektdl.

A modellek bemutatasakor a kovetkezd jeldléseket hasznalom™®:

Ea,' G,
Se S
;..qt
Eh; Gb hh h
I
4 b y
/ /

3.2 dbra Szendvics keresztmetszet jelolései

3.2.2. Mérnoki szendvicselmélet

A mérnoki szendvicselméletben ugyanazokkal a kinematikai feltételezésekkel éliink,
melyeket korabban - homogén, izotrop gerendakra - a Bernoulli-Navier-elmélet kapcsan mar
ismertettem. A feltételezések szerint a hossziranyu normal alakvaltozasok ezuttal is linearisan

valtoznak a keresztmetszet magassaga mentén:

2
d?y,

dz*

&.(z,y)=-y

A D hajlitasi merevséget az alabbi modon irhatjuk fel:

bl2 —h, /2 bl2 hy/2 b/2 hi2

D=Eaj I yzdxdy+EhJ- J- yzdxdy+EaI Iyzdxdy.

-b/2 -h/2 -b/2-h,/2 -b/2h,/2

Jelen feladatnal ez a kovetkezo 6sszefliggésre vezet:

* Az 4bran szerepld indexek az "acél" és a "hab" elnevezésre utalnak.

3.1)

(3.2)
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3 2 3
D=2E| 2 fpy My L) | Eabl (3.3)
12 ) 12

Megjegyzem, hogy a hajlitasi merevség az o6szvér-elmélet alapjan is szamolhato. Ekkor
bevezetiink egy m viszonyszamot, melyet a rugalmassidgi modulusok hanyadosaként
definidlunk:

n=—*% (3.4)

A szamitast az idealis keresztmetszeti jellemzokkel végezziik el. Ez azt jelenti, hogy a két
anyagbol Osszetett keresztmetszetet az egyikre (jelen esetben az acélra) redukaljuk, és az igy
kapott idedlis keresztmetszeti jellemzokkel a tovabbiakban mint homogén keresztmetszettel
szdmolunk. Jelen esetben az idedlis keresztmetszetre vonatkozo inercia a kozos sulyponti
tengelyre a kovetkezo:

3 2 3
I, =2 bi+br(ﬁ—iJ 2o 3.5)
AR N2 T2) o

A D hajlitasi merevség ekkor az I,

; idedlis keresztmetszetre vonatkozo inercia, és az E,
rugalmassagi modulus szorzataként szamithatdé. A fesziiltségek szamitdsara az alabbi

képleteket hasznaljuk:

a

M M
o, =—1Yy€6s0,=—1. 3.6
],y h 7 Yy (3.6)

X,i X,

A konzolra vonatkozo, Bernoulli-Navier-modellnél 1atott lehajlasfiiggvény €s a fent levezetett
hajlitasi merevség alapjan a szendvics keresztmetszetii - a gerendavégen F' koncentralt ergvel
terhelt - konzol lehajlasfiiggvénye az alabbi format 6lti:

2 3
vy =+%(%—6Z—Lj. (3.7)

Tekintve, hogy a mérnoki szendvicselmélet a Bernoulli-Navier-elmélet alapfeltevéseire
épiilt, ezen elmélet alkalmazasakor a nyirasi alakvaltozasokat elhanyagoljuk, annak
ellenére, hogy szendvics keresztmetszetii gerenddk esetén ezeknek jelentds hatdsa lehet.
Tovabbd a fenti Osszefliggések bevezetésekor nem vizsgaltuk meg a keresztmetszet
egyiittdolgozasanak kérdését. Az dszvérelméletnél - a rugalmassdgi modulusok ardnyanak
valtozasa ellenére - minden esetben Gsszetett keresztmetszettel szamoltunk, hiszen az idedlis
keresztmetszeti jellemzoket ugyanazokkal a képletekkel hatarozzuk meg. Ez oda vezethetd
vissza, hogy a klasszikus - acél-beton, fa-beton - Oszvérszerkezeteknél a rugalmassagi
modulusok altaldban egy nagysagrendnél jobban nem térnek el egymastol, igy a
keresztmetszet egylittdolgozasa - megfeleld kapcsolat esetén - biztositott. Inhomogén anyagu
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keresztmetszet gerendak hajlitasanal az, hogy a keresztmetszetet egylittdolgozonak tekintjiik
valgjaban a sik keresztmetszetek feltételezésére vezethetd vissza. Azonban, - mint ahogy azt
késobb latni fogjuk - szendvics keresztmetszetli gerenddk esetén ez a feltételezés tavol all a
valésagtol. Mindezek alapjan elmondhato, hogy ez az elmélet igen komoly hidnyossagokat
tartalmaz, melyek azt eredményezik, hogy ezt a modellt nem célszerli szendvics gerenddk
mechanikai vizsgalatakor alkalmazni. Ez kiilondsképpen igaz akkor, amikor a belsé mag
anyaganak rugalmassagi modulusa a kéreg anyagara jellemzo értéknek csupan a toredéke.
Késébb, a numerikus szamitasok eredményeit latva magunk is meggy6zddhetiink a fent
megfogalmazott kritika helyességérol.

3.2.3. Timoshenko-elmélet

A Timoshenko-modell elméleti hatterét az el6z6 fejezetben - izotrop gerendak esetére -
mar részleteztem. Az ott emlitett alapfeltevések most - a szendvics keresztmetszetii gerenddk
vizsgalatakor - is érvényesek. Ezek alapjan a konzol lehajlasfiiggvényét az alabbi képlettel
hatarozhatjuk meg:

2 3
v ()=t iZ 2 ) (3.8)
kxS D\ 2 6L

ahol D a - (3.3)-as képlettel, vagy az dszvér-elmélettel meghatarozhatd - hajlitdsi merevség,
mig S a nyirdsi merevség, melyet a kovetkezoképpen szamolhatunk:

S =2G bt +G,bh,. (3.9)

Az izotrop gerenddk vizsgélatdnal mar lattuk, hogy a Timoshenko-elmélet alkalmazasakor az
egyik legfontosabb 1épés a megfelelé x nyirasi korrekcios tényezé felvétele. Mint azt a
(2.3)-as alfejezetben szerepld eredményeim is mutatjak, megfeleld nyirdsi korrekcios tényezé
alkalmazasaval - a modell bizonyos elméleti hidnyossagainak ellenére - igen pontos
eredményeket kaphatunk. A (2.1.3)-as pontban réviden beszdmoltam arr6l, hogy a
szakirodalomban kiilonb6z6 moddszerek 1éteznek a nyirdsi  korrekcios tényezd
meghatarozasara. Sajnalatos mddon szendvics keresztmetszetii gerenddk esetén az egyes
modszerek eredményei kozott olykor jelentdés - akéar tobb nagysdgrendbeli - eltérést
tapasztalunk a nyirdsi korrekcios tényezd értékére vonatkozdan. Ez a tény eldrevetiti azt, hogy
szendvicsgerenddk esetén a gerendamodelleken alapulé szamitdsaink &ltaldban nem
bizonyulnak olyan megbizhatdénak, mint ahogy azt homogén, izotrop anyagu gerendaknal
tapasztaltuk. Az egyes modellek eredményei viszonylag nagy szorassal rendelkezhetnek, €s
igy azok olykor jelentdsen eltérhetnek a "pontos" - 3D-s végeselemes szimuldaciokkal kapott -
eredményektSl. A kovetkezOkben bemutatok® néhany bevett eljarast a nyirasi korrekeios
tényezo felvételére. Ezek mindségi jellemzésére pedig a kovetkezo alfejezetben, a numerikus
vizsgalatok eredményeinek ismeretében térek ki.

% A kovetkezd Osszefiiggések szarmaztatasakor elsdsorban a [11] és [12] alatti miivekben talalhat6
levezetésekre tamaszkodom.
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A nyiradsi korrekcios tényezé meghatarozasara iranyuld moédszerek egy sajatos csoportjat
képezik azok az eljarasok, melyek szerint x értéke fiiggetlen'’ a keresztmetszet geometriai
¢s merevségi viszonyaitél. Ide tartozik az a modszer, amelynél a nyirdsi korrekcios tényezé
azt a szerepet tolti be, hogy a keresztmetszeten keletkezd, a Timoshenko-elmélettel
meghatarozott nyirofesziiltségek atlagat, a rugalmassdgtan Osszefliggései alapjan kapott
nyirofesziiltségek atlagaval tegye egyenlévé. A rugalmassagtan egyensulyi feltétele alapjan:

0
T, =—

y
V= [ o.dy. (3.10)

—h/2

ahol az integralds a keresztmetszet tetszéleges y magassagi koordinatajaig tarthat. A o,
hossziranyu normdlfesziiltségeket a fizikai egyenletek felhasznalasdval az aldbbi forméban
irhatjuk fel:

o.(2.9)=E(y) k., (3.11)

ahol £ (y) arra utal, hogy szendvics keresztmetszetii gerenddk esetén a rugalmassagi modulus

a keresztmetszet magassagi mérete mentén valtozhat. A (3.11)-es egyenlet (3.10)-be vald
behelyettesitésével €s a nyirdfesziiliségek ereddje - V,, - €s a gorbiilet kozott fennalld

y
- dd]‘jx :D%, (3.12)

kapcsolat felhasznélasaval, a nyirofesziiltségekre az aldbbi 6sszefliggést kapjuk:

2 v
r_j,={ | E(y)ydy}gy. (3.13)
—h/2

A (3.13)-as képlet haszndlataval tehat a nyirofesziiltségeket a rugalmassdgtan elmélete
alapjan szamithatjuk. Most irjuk fel a Timoshenko-gerendamodell nyirdfesziiltségekre
vonatkozé eredményét! A nyirdfesziiltségi eredd az alabbi modon szamithato*®:

hl/2
Vy =K I G(y);/:y dy. (3.14)

—h/2

Ebbél pedig a 7., nyiréfesziiltség a kovetkezéképpen fejezhetd ki:

‘7 Altalaban a levezeteséikben még szerepelnek geometriai és merevségi paraméterek is, azonban a
nyirasi korrekcios tényezd képletében ezek mar nem jelennek meg.

* Ennél a levezetésnél - az egyszeriiség kedvéért - egységnyi szélességli gerendaval foglalkozom,
ugyanis ennél az elméletnél a nyirasi korrekcids tényezd értéke fiiggetlen a gerenda szélességi
méretétol.
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G(y)Vy

Ty =" :

K I G(y)dy

-h/2

(3.15)

A (3.15)-6s és a (3.13)-as egyenletek hasznalataval akkor kapjuk ugyan azt a
nyirofesziiltséget, ha

D

__ . (3.16)
h/2 y
[ ] EG)ydy|dv
—h/2] -h/2

A (3.2)-es abran lathatd szimmetrikus keresztmetszetli szendvicsgerendak esetén a (3.16)-0s
egyenlet k=1-et ad eredményiil.

Az eldbbihez hasonl6 eljards az, amikor egy regressziot hajunk végre, hogy a Timoshenko-
modellel kapott nyiroéfesziiltség-eloszlast a teljes keresztmetszeten vonatkozoan - integral
értelemben - megegyezzen a pontosabb szamitasokkal kapott nyirdfesziiltség eloszlassal.
Ekkor a legkisebb négyzetek modszerével jarhatunk el, ahol a regresszid sordn a nyirdsi
korrekcios tényezé mint fliggetlen paraméter szerepel. A részletek targyalasatdl ezuttal -
terjedelmi okokbol - eltekintek. Fontos megjegyzés azonban, hogy szimmetrikus szendvics
keresztmetszet esetén ezzel az eljarassal is k=1-et kapunk eredményiil.

Jogosan meriilhet fel a kérdés, hogy vajon mennyire megbizhatok ezek a moddszerek,
melyeknél a a nyirdsi korrekcios tényezd értéke a szendvics keresztmetszet geometriai és
merevségi viszonyaitdl fiiggetleniil meghatdrozhat6. Természetesen ezen moddszerek
mindsitésére csak késObb, a numerikus szamitasok eredményeinek ismeretében vallalkozom,
azonban eldljaroban némi kételkedésre adhat okot az a gondolatmenet, hogy ha a merevségi
viszonyokat megvaltoztatjuk ugy, hogy az eredetileg szendvics keresztmetszet egy homogén,
izotrop téglalap keresztmetszetté modosuljon, akkor ezekkel a modszerekkel - az
altalanossagban elfogadott k~5/6-0s értéktdl jelentdsen eltérve - tovabbra is k=1-et kapunk
eredménytil.

Erdekességként egy dinamikai vizsgalatokon alapulé médszer alapjait is bemutatom,
melynél a szendvics keresztmetszetii gerenddt egy diszkrét tomegekbol 4llo rendszerrel
helyettesitik. Ekkor a kéregréteget tomegpontokkal helyettesitik, melyeket ezuttal - a
magréteg helyet - nyirdsi rugok kapcsolnak ossze. Ennél az elméletnél a nyirdsi korrekcios
tényezdot gy hatarozzak meg, hogy a diszkrét tomegekbdl alld rendszer sajatfrekvenciaja
megegyezzen a  Timoshenko-gerenda  tisztan nyirasi elmozdulasokbdl — szamitott
sajatfrekvencidjaval. Ekkor a nyirdsi korrekcios tényezd - két egymassal megegyez6 kéreggel
rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda esetén - az alabbi Osszefliggéssel hatarozhatd
meg:

2J

K=t 317
bo e
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ahol J a tomegrendszer tehetetlenségi nyomatéka, a b a keresztmetszet szélessége, p, pedig

az egyik kéreg tomege egy elemi nagysagu feliiletre vonatkozdan. Figyelembe véve, hogy
szimmetrikus keresztmetszetii szendvicsgerendak esetén a tomegrendszer tehetetlenségi
nyomatéka az alabbi képlettel szamithato:

J=(b§”j(hh+t)2, (3.18)

esetiinkben a nyirdsi korrekcios tényezot a kovetkezod 6sszefliggésbol hatarozhatjuk meg:

2
K:(Hh’_h] . (3.19)

A (3.19)-es egyenlet alapjan megallapithatd, hogy ez - a dinamikai vizsgdlatokon alapulo -
modszer a nyirdsi korrekcios tényez6 meghatdrozdsakor a szendvics keresztmetszet
geometriajat figyelembe veszi, azonban a merevségi viszonyokat nem. Ennek a
moddszernek a hatékonysagat is a numerikus szamitdsok eredményei kiértékelésekor
vizsgalom meg alaposabban.

Ezek utan olyan - a nyirdsi korrekcios tényezd meghatarozasara szolgald - modszereket
ismertetek, melyek a szdmitasok soran a szendvics keresztmetszet geometriai- és merevségi
viszonyait egyarant figyelembe veszik. A nyirdsi korrekcios tényezd felvételére egy masik
igen gyakran hasznalt eljaras a [12] alatt talalhato un. Reuss-médszer, melynek
alapgondolata, hogy a nyirdsi rugalmassagi modulus értékét az alabbi modon atlagoljuk a
keresztmetszet mentén:

1 &
— =y 3.20
Gl > p (3.20)
ahol Gp a Reuss-szerinti atlagolt nyirdsi rugalmassdagi modulus, K pedig a rétegek szamat

jelenti®. Mivel a (3.9)-es egyenletnél szerint a Gy nyirasi modulusok atlagolasat az alébbi
moédon végeztiik:

K " hk
G, =G - (3.21)
k=1

igy a Reuss-modszernél a nyirdsi korrekcios tényezdot a két atlagolt nyirdsi rugalmassdgi
modulus hanyadosaként definialjuk:

K =—R (3.22)

* Jelen esetben K=3, mint az a (3.2)-es abran is lathato.
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Ez alapjan a (3.2)-es abran lathaté szimmetrikus keresztmetszet esetén a nyirdsi korrekcios
tényezo a kovetkezOképpen alakul:

o 1 , (3.23)

2£L+@i (2Z.Ga+thhj
hG, hG, \“h " h

A Reuss-modszerrel tehat igen egyszerlien meghatdrozhatd x értéke. A szakirodalomban a
modszer jellemzésénél megemlitik, hogy elsésorban vékony kéreggel rendelkezd gerendak
esetén célszeri az alkalmazidsa. Abban az esetben, amikor a kéregrétegek szamottevo
vastagsaggal rendelkeznek, a modszer eredményei mar kevésbé megbizhatok. Ezeket a
megallapitdsokat - mint ahogy azt a kovetkezd alfejezetben latni fogjuk - numerikus
eredményeim is igazoljak.

A kovetkezd modszer azon alapszik, hogy a rugalmassdagtan osszefiiggéseivel és a linedris
nyirdasi elmélettel kapott nyirdsi alakvdltozdsok Kkeresztmetszeti teriileten vett integrdljat
tegyiik egyenldvé a megfeleld nyirdsi korrekcios tényezd felvételével. A rugalmassdgtan

- 50
szerint ez’

| [ el

d—e —hi2
1 —;',[/2 G(y)D

dy. (3.24)

Az elsorendii nyirdsi elmélet szerint a nyirdsi szogtorzuldsok keresztmetszeti teriileten vett
integralja pedig:

Vyh
4, = —y (3.25)
K I G( y)dy
—h/2
A kett6 egyezoségének feltétele alapjan:
K=- Dh . (3.26)
hj_z hjg 1 { ]‘ ( )
Gy) | ==| | E(y)ydy|dy
“h2 —h/2G(y) )
Szendvics keresztmetszet esetén ez az alabbi format olti:
3 3
, Ea[l_(h;) }+Eh(h:)
K= g (3.27)

[Ga(l—h;)Jrth:}[f;B—h:Jr;(h:ﬂJr% :[1—(;7:)2}%2(,7:)3}

a

*° Ezittal is egységnyi szélességii gerendara végzem el a levezetést
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ahol K} =h,/h. Ez az Osszefiiggés kis merevségli magréteg esetén szintén nulla kozeli

eredményre vezet, mig nagyon vékony kéreg esetén x értéke 1-hez tart.

Mint lattuk, a Timoshenko-modellek csaladjaba tartozd szemdvics-modellek kozott jelentds
kiilonbségek vannak abban, hogy a nyirdsi korrekcios tényezot hogyan szarmaztatjak. Ebbdl
adoddan ezek a modellek a nyirdsi alakvdltozasok hatasat eltérd6 mértékben veszik
figyelembe, ami jelent6s kiillonbségeket okozhat az eredményekben. Ennek pontos vizsgalata
a kovetkezd alfejezet témdja lesz. Ezen felil megemlitem, hogy a keresztmetszet
egyiittdolgozdasanak kérdését egyik modell sem vizsgéalja részletesen, igy mindegyiknél
tokéletesen egylittdolgozo keresztmetszettel szamolhatunk.

3.3. Numerikus szamitasok eredményeinek bemutatasa

Azért, hogy megvizsgalhassam, hogy a keresztmetszet geometriai viszonyai hogyan
befolyasoljak a  kapott végeredmények pontossagat, a  szamitdsokat két
keresztmetszettipusra végeztem el. Eldszor egy olyan esetet vizsgaltam, ahol a
kéregrétegek szamottevo vastagsaggal rendelkeznek, majd késébb a szamitdsokat vékony
réteggel rendelkezd keresztmetszetre is elvégeztem. "Vastag" kéreg esetén a keresztmetszeti
méretek és a numerikus modell a (3.3)-as abran lathatdak.

=
;T‘“

200

A
50

200 L,mm

3.3 dbra L=50 cm szendvics keresztmetszetii gerenda numerikus modellje és keresztmetszeti méretei

A vizsgalt szerkezet eztttal is egy a gerendavégen fﬁggéleges lefele mutaté koncentrélt

srer

>! Jelen szamitasok soran a terhelést egyenletesen osztottam szét a gerenda végkeresztmetszetén fekvé
csomopontjai mentén. Ebbdl addddan, - puha magréteg esetén - a terhelt csomdpontok kozvetlen
kornyezetében - a (3.4)-es abran lathatdé mdodon - viszonylag nagy elmozdulasok és alakvaltozasok
alakulhatnak ki. Azért, hogy ez a lokalis hatds ne befolyasolja a kapott eredményeket, a pontok
fuigglleges eltolodasat a kéregrétegekben hataroztam meg. Jelen esetben az izotrop gerendaknal
alkalmazott terhelésnél kisebb, F=10 kN-os terhet muikdodtettem a végkeresztmetszeten, hogy az
elmozdulasok tovabbra is a kis elmozdulasok tartomanyaba essenek. Szélsdséges esetben (hosszu
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eloszlasanak a jellegét a (3.4)-es abra mutatja. A fesziiltségeloszlast latva megfigyelheto,
hogy a mag a kisebb rugalmassagi modulusa miatt ""kikapesoloédik' a teherviselésbol.

M 157
SMX =274.157

3.4 dbra Szendvics keresztmetszetii gerenda lehajldsa és a hosszirdnyu normdlfesziiltségek eloszldsa

A kovetkezOkben bemutatom a numerikus szamitdsok eredményeit. Eloszor a vastag
kéreggel rendelkezd gerenda vizsgéalataval foglalkoztam. Mieldtt ratérnék az egyes
elméletekkel kapott lehajlasok vizsgalatara, elészor megvizsgalom, hogy a keresztmetszet
merevségi viszonyainak valtozasa > milyen hatdssal van a gerenda mechanikai
viselkedésére. Ehhez 3D végeselemes szimulaciokat végeztem, és azt figyeltem, hogy a
magréteg anyagara jellemz6 rugalmassagi modulus modositasaval a keresztmetszetek mentén
a 0, €s T,, fesziiltségek €s a keresztmetszeti pontok hossziranyu w eltolodasanak eloszlasa

hogyan valtozik.

Amikor a mag anyaganak merevsége "csak" egy nagysagrenddel kisebb a kéreg anyagéanak
merevségétol (n=10), akkor az alabbi eloszlasokat kapjuk:

gerenda, puha mag- és vékony kéregréteg esetén) a terhelést - a fenti megfontolasbol - még egy
nagysagrenddel csokkentettem.
2 A kéregréteg esetén most is az elézd fejezetben hasznalt, acélra vonatkozé anyagjellemzékkel
dolgoztam. A magréteg esetén az anyagjellemzdket az iménti értékhez képest folyamatosan egy-egy
nagysagrenddel csokkentettem.
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Nyiréfesziltség n=10

—
(23]
=

—
[=1
=

(53]
[=]

=

n
=

L
=
=

L

I

=]
=1
=1
o
-

15 2 25
Nyirefesziiltség [Nimm?]

Keresztmetszeti pontok "z" tengelytdl mért fiiggdleges tavolsiga [mm]

3.7 dbra Nyirdfesziiltségek eloszldsa (x=0-ndl) egy dltaldnos keresztmetszet mentén n=10 esetén

Ezek az é4brdk azt mutatjdk, hogy m =10-nél a mag még viszonylag jol "egyiitt
dolgoztatja" a kéregrétegeket. Ezt onnan lathatjuk, hogy a felsé kéregrétegben végig huzo-,
az alsé kéregben pedig csak nyomo normalfesziiltségek keletkeztek. A keresztmetszet tehat
egy Osszetett keresztmetszetnek megfeleld6 moddon viselkedik, ¢€s igy a keresztmetszet
elforduliasa a kozos sulyponti tengely koriill kovetkezett be. Mindennek megfeleléen a
nyirofesziiltség abran a vart, kozelitden parabola szerinti eloszlast figyelhetjiik meg, ahol a
magban szamottevé nyirofesziiltség keletkezik, mely garantdlja a két kéregréteg
egylittdolgozasat.

Mindezek utdn vizsgaljuk meg az mn=1000 esetet, amikor mar egy viszonylag kis
merevségl (puha) belsé maggal van dolgunk. Ekkor a kovetkezd eloszlasokat figyelhetjiik
meg egy altalanos keresztmetszet mentén:
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E Keresztmetszeti pontok "z" iranyu eltolédasa n=1000
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3.8 dbra A kozépsd keresztmetszet x=0-hoz tartozé pontjainak hosszirdanyu eltolodasa n=1000 esetén

Normalfesziiltség n=1000
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3.9 dbra Hosszirdnyu normalfesziiltségek eloszldsa (x=0-ndl) egy dltaldanos keresztmetszet mentén n=1000

esetén
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E Nyiréfesziiltség n=1000
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3.10 dbra Nyirdfesziiltségek eloszlasa (x=0-ndl) egy dltaldnos keresztmetszet mentén n=1000 esetén

A (3.8)-as abran egy altalanos keresztmetszet pontjainak hossziranyu eltolddasat
abrazoltam. Jol lathatd, hogy szendvics keresztmetszetli gerenddk esetén a sik keresztmetszet
feltételezése milyen tavol allhat a valosagtol, hiszen ez esetben a kéregrétegek pontjai mar
nem a kozos sulypont koriil fordulnak el. Ennek megfelelden (3.9)-es abran lathaté mdédon
a fels6 kéreg alsé pontjaiban nyomodfesziiltség, mig az alsé réteg fels6 pontjaiban
huzofesziiltség ébred. Mindez arra vezethetd vissza, amit a (3.10)-es abran lathatunk,
nevezetesen, hogy relativ puha mag esetén elenyészd, gyakorlatilag zérus nagysagu
nyiréfesziiltségek keletkeznek a magban. Ez arra a megallapitasra vezet, hogy - noha az
egyes rétegek kozott csuszasok nem jelennek meg - a keresztmetszet egyiittdolgoztatasa
mégsem megoldott. Véleményem szerint a fent emlitett modellek alapveté hiinyossaga,
hogy ezt a jelenséget nem veszik figyelembe. Az izotrop gerendamodellek eredményeinek
elemzésekor megfigyelhettiik, hogy statikailag hatarozott tartdo esetén - noha a nyirasi
alakvaltozasok kovetkeztében a lehajlasra kapott eredmények kozott volt némi kiilonbség -, a
fesziiltségekre pontos eredményeket kaptunk. Sajnos ez a megallapitas abban az esetben,
amikor a kéregrétegek egyiittdolgozasanak vizsgalatatdl eltekintiink, mar nem lesz igaz.
Azzal, hogy a fenti gerendamodelleknél minden esetben Osszetett - egyiittdolgozd -
keresztmetszetet feltételezlink, a kézi szamitdsok a ténylegesnél nagyobb inercidval
szdmolnak. Ennek hat4sara a Navier-képlettel meghatarozott fesziiltségek a pontos értékeknél
akar nagysagrendekkel kisebbek lesznek, vagyis igy durva hibat véthetiink a biztonsag karara.
A fesziiltségek pontos értékektol valo eltérését a (3.11)-es abran illusztraltam.
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Az §sszetett km-tel és 3D VEM-mel szamitott normalfesziiltségek
L R LR R R R
____..--'Q
12-'""""""""'"""""'""""""'"""";:-'.;:_ﬁ-l‘"'e:-:-'-'. """""
1] P et ¢ VEM 3D "
T e £ Osszetett km.
NE ?.
E L.}
= 2
—_— 1
{=2] I
g
S Bpf s
M J
¥
g1
4._{ ______________________________________________________________________
¢
]
]
2 —
I %
U 1 L 1 L 1 L 1 1 1 ]
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 @&O000 9000 10000
rugalmassagi modulusok aranya []

3.11 dbra Kozépsd keresztmetszet (x=0-hoz tartozd) szélsd szdlaban keletkezd normalfesziiltség valozdsa a
rugalmassdagi modulusok ardnydnak fiiggvényében

Ez az abra megerésiti azt a felvetést, miszerint szendvics keresztmetszetii gerendak
esetén a kéregrétegek egyiittdolgoztatasa mértékének figyelembevétele alapvetd
fontossagu lehet, foleg olyan esetekben, ahol a magréteg kis merevségli anyagbol késziil.

Noha az egyes modellek elméleti hatterének bemutatasanal szereplé egyenletekben mindig
egylittdolgozo keresztmetszet feltételezésével fejeztiik ki a D hajlitdasi merevséget, a (3.11)-es
abran szerepld nagy eltéréseket latva a tovabbi vizsgalatok soran mindig végzek olyan
szdmitasokat is, ahol a gerendamodellekkel kapott eredményeket a '"pontos"

inerciaértékekbdl’® hatarozom meg.

A tovabbiakban ratérek a vastag kéreggel rendelkezd gerenda lehajlasainak és
fesziiltségeinek vizsgalatara, ahol az egyes modellekkel kapott eredményeket a "pontosnak"
tekinthetd 3D végeselemes szamitdsok eredményeivel hasonlitom Ossze. A szamitasokat
kiilonb6z6 rugalmassagi modulussal rendelkezé6 magréteg eseteire végzem el, hogy
lathassuk a merevségi viszonyok eredmények pontossagara gyakorolt hatasat.

A kovetkezd dbrék az S0 cm hossza konzolgerenda lehajlésait mutatjdk. Az egyes dbrakon
feltiintettem a kiilonboz8 modellekkel kapott lehajlasokat™, és a 3D végeselemes numerikus

> "Pontos" inerciaérték alatt azt a mennyiséget értem melynek alkalmazasival a végeselemes
szimulaciokkal kapott fesziiltségek értékét kapjuk vissza.

> Az abrakon az alfa elnevezés arra utal, hogy minden modell esetén elvégeztem egy olyan szamitast
is, ahol a végeselemes szimulaciokkal kapott "pontos" inerciaértékekkel szamoltam. Ily mddon a
szamitasok soran a keresztmetszet egyiittdolgozasanak kérdését is megvizsgaltam, hiszen ekkor nem
tokéletesen egyiittdolgozo keresztmetszettel szamoltam. Az igy kapott eredményeket a diagramokon a
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szimuldaciok eredményeit is. Abban az esetben, amikor a mag olyan anyagbol késziil, melynek
rugalmassagi modulusa az acélkéreg rugalmassagi modulusanak tizede (n=10), akkor a
(3.12)-es abran lathat6 lehajlasokat kaptam:

Lehajlas [mm]

w10 Lehajlasfliggvény

8k EST alfa
—K=1
AoH — K=1 alfa
— K=Reuss
A2H =7 K=Reuss alfa
— K=dinamika
A4l - K=dinamika alfa
K=gamma integral
16}k K=gamma integral alfa
— VEM 3D

0 50 100 160 200
Gerenda h

250 300 350 400 450 500
ossztengelye [mm]

3.12 dabra 50 cm hosszi, "vastag" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=10 esetén

Az n=100-as esethez tartozé lehajlasokat a (3.13)-as abran lathatjuk:

Lehajlas [mm]

i

=]

(=]

w0
T

Lehajlasfliggveény

Q07| ===== K=Reuss alfa

— K=dinamika

008 ————- K=dinamika alfa

K=gamma integral
K=gamma integral alfa
| ——VEM3D

0 50 100 150 200
Gerenda

260 300 350 400 450 500
hossztengelye [mm]

3.13 dbra 50 cm hosszi, "vastag" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajldasa n=100 esetén

szaggatott vonalak illusztraljak. Megjegyzem, hogy sok - de nem mindegyik - esetben a szaggatott
jelolés teljesen egybeolvad a folytonos vonalakkal.
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Ezzel szemben n=1000 ¢s n=10000 esetén az alabbi eredményeket kaptam:
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3.14 dbra 50 cm hosszi, "vastag" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=1000
esetén

Lehajlasfiiggveny
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3.15 dbra 50 cm hosszu, "vastag" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=10000
esetén

Az eddigi eredmények alapjan altalanosan levonhatjuk a kovetkeztetést, miszerint
szendvics keresztmetszeti gerenddk esetén az eredmények szorasa magyobb annal, mint
amit izotrop gerendak esetén megfigyelhettiink. A hibak szdzalékos eltéréseit a 3D VEM
eredményekhez viszonyitva a (3.1)-es tablazatban foglaltam dssze:
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n 10 100 1000 10000

Mérnoki elmélet -60,53% | -92,09% | -97,79% -98.44%

Timoshenko (k=1) -43,42% | -88.,14% | -96,74% -97,67%
Timoshenko (k=Reuss) -13,16% | -4,08% 142,64% | 1605,24%

Timoshenko (k=dinamika) -49.34% | -89,54% | -97.13% -97,96%
Timoshenko (k=y,y int.) -5,27% 11,99% 186,90% | 1919,05%

3.1 tabldzat Konzolvéglehajlds szdzalékos eltérései a végeselemes szimuldcick eredményéhez viszonyitva®

Az eredmények azt mutatjdk, hogy a mérnoki szendvics-elmélet (EST) az esetek dontd
tobbségében kifejezetten rossz eredményeket szolgaltat. Ez abbdl kovetkezik, amit az
elmélet analitikus bemutatasakor lattuk, nevezetesen hogy itt ennél a modellnél nyirasi
alakvaltozasok, és a kérgek egyiittdolgozasa sincs megfelelden figyelembe véve. A fenti
eredmények alapjan a (3.16)-os abran Osszefoglaltam az aldabbi hidnyossagok
kovetkezményeit:

<10 Meérncki szendvics elmélet hibaja

L L L 1 L L L L L ]
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Kéreg és mag rugalmassagi modulusainak az aranya [-]

EST hibdjanak szdzalékos aranya az EST lehajlasaihoz viszonyitva [%]

3.16 dbra Mérnoki szendvics elmélet szazalékos hibaja a VEM eredményekhez viszonyitva

Itt azt latjuk, hogy amikor a bels6 mag — a kéreghez képest - egyre inkabb eltérd
rugalmassagi modulussal rendelkez6, puha anyagbdl késziil, akkor a mérnoki szendvics-
elmélet eredményei megbizhatatlanokka valnak. Lathato, hogy mar n=100 esetén t6bb
mint 1000%-os hibat kaptunk. Ennek a hibanak kétségkiviil a legjelentésebb részét a nyirasi
alakvaltozasok elhanyagolasa adja. Ezt az allitast alatamasztja az, hogy a nyirdsi
alakvaltozdast figyelembe vevd szendvics-modellek némelyike ennél joval pontosabb
eredményt ad. Ezen feliil azonban a hibdk mértékének alakulasaban a modell egy masik nagy

3 A tablazatban szereplo értékek ahhoz az esethez tartoznak, ahol a keresztmetszetet — a
szakirodalomban szerepld képleteknek megfelelden - egyiittdolgozonak tételeztiik fel. A negativ elojel
most is arra utal, hogy az adott modell alabecsiilte a lehajlast.
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hianyossaga, — a minden esetben egylittdolgozo keresztmetszet feltételezése — is fontos
szerepet jatszik. A (3.11)-es abranak megfelelden ennek az elhanyagoldsnak a kovetkezménye
els@sorban akkor érezhetd, amikor a belsé mag viszonylag puha anyagbol késziil.

Ahogy azt az el6z6 alfejezetben lathattuk, a nyirdsi korrekcios tényezé meghatarozasara
iranyuld6 modszerek egy része minden esetben k=1-es eredményre vezetett. Eredményeim azt
mutatjak, hogy ezek a moédszerek — legaldbbis ,,vastag” kéreg ¢€s viszonylag rovid gerenda
esetén - szintén jelentds hibaval dolgoznak. Tovabba megtigyelhetd, hogy »n novekedésével a
hiba is egyre nagyobba valt. Véleményem szerint ezen modszerek megbizhatatlansaga
elsdsorban abbol adddik, hogy ezeknél a k -témyezd meghatarozasakor a keresztmetszet
geometriai és merevségi viszonyai nem jatszottak szerepet. Ez egy durva leegyszerisitése a
probléménak, hiszen numerikus eredményeim egyértelmtien alatamasztjadk, hogy mindkét
hatasnak fontos szerepe van a nyirdsi korrekciés tényezd .idealis” értékének alakulasaban®®.

A dinamikai-moszerrel kapott eredmények is igen tdvol vannak a végeselemes
szimuldciokkal kapott eredményektdl. Ahogy azt a (3.19)-es képlet mutatja, ennél a
modszernél a keresztmetszet geometriai viszonyaitol fligg a kapott nyirdsi korrekcios tényezd
értéke, mig a merevségi viszonyokat ennél a mddszernél is elhanyagoljuk. Ennek megfelel6en
az igy kapott eredmények is hasonloképpen megbizhatatlanok, mint amelyre a k=1-gyel
dolgoz6 mddszerek vezettek. Valojaban azzal, hogy a (3.19)-es képlet hasznélataval a nyirdsi
korrekcids tényezd értéke 1-nél nagyobb lesz, a dinamikai-modszer kicsivel még pontatlanabb
eredményre vezet, mint a k=1-gyel dolgoz6é modszerek.

A masik két modszer (Reuss-modszer és a nmyirdsi alakvdltozdasok km-i teriilet menti
integraljaval dolgozo modszer) az eldzdekkel ellentétben a keresztmetszet merevségi
viszonyait is figyelembe veszi a nyirdsi korrekcios tényezé meghatarozasakor. Ennek
megfeleléen #n=10 és n=100 esetén ezek a modszerek megbizhatobb eredményre vezetnek,
mint a kordbban targyalt eljarasok. Ilyen, nem tul puha belsé mag esetén a két modszer hibaja
15%-nal kisebb volt. Azonban ezen mddszerek alkalmazasdkor nagyon fontos tudni, hogy
ennél puhabb mag — vagyis n=1000 és n=10000 — olykor rendkiviil pontatlan eredményeket
kaphatunk. Ennek az az oka, hogy ilyen merevségi viszonyok esetén a nmyirdsi korrekcios
tényezd értéke 0-hoz tart, melynek hatdsdra a lehajlasok képletében szerepld, nyirdsi
alakvaltozdsok hatdsdt reprezentdld tag nagyon domindnssa valik, mely a gerenda a
valdsagosnal sokkal lagyabb viselkedését eredményezi. Ezt igazolandd, vizsgaljuk meg, hogy
példaul a Reuss-modszer esetén az egyes n ardnyokndl a teljes lehajlds hany szazaléka
szarmazik a nyirdsi alakvaltozdsbol hatasabol.

 Mar az izotrop anyagi gerendak vizsgalatanal megfigyelhettiik, hogy a keresztmetszet
geometrigjanak valtozasaval az alkalmazandd nyirdsi korrekcios tényezd értéke is jelentGsen
megvaltozott. Tovabba az, hogy a mag rugalmassagi modulusanak csokkentésével ezen maddszerek
hibaja novekedett, egyértelmii bizonyiték arra, hogy a x-témyezd a keresztmetszet merevségi
viszonyaitdl is fiigg.
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Nyirasi tag hozzajarulasa a teljes lehajlashoz a linearis elmélet esetén
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Nyirasi tag szdzalékos hozzdjirulisa a teljes lehajlishoz az LST esetén

3.17 dbra Nyirdsi tag hozzdjaruldsa a teljes lehajlashoz a linedris elmélet esetén

A (3.17)-es dbra megmutatja, hogy ahogy a mag nyirasi modulusa csokken, a nyirasi
alakvaltozast tartalmazé tag egyre domindnsabba vailik a lehajlds képletében. Ez a
dominancia még a 99%-ot is eléri, ami egy jelentdsen eltulzott érték. A nyirdsi tag
dominancidja oda vezet, hogy a lehajlasfiiggvény mar-mar linearis alakot vesz fel, tehat
olykor nem csak a maximalis lehajlasok eredményei tértek el a numerikus szimulaciok
eredményeitdl, hanem az egyes szendvics modellek mar az alakvaltozasok jellegét tekintve is
eltéré eredményeket produkaltak.

A vastag” kéreggel (50 mm) rendelkezd rovid (50 cm hosszu) gerenda vizsgalata utan
levonhatjuk azt a végsd kovetkeztetést, miszerint a vizsgalt mddszerek tobbsége jelentds
hibaval dolgozik, és igy alkalmatlannak bizonyulnak a fenti probléma esetén. Ezek koziil
kivételt képezhetnek azok a modszerek, melyek a Timoshenko-elméletnek megfeleléen
figyelembe veszik a nyirasi alakvaltozasok hatdsat oly modon, hogy a nyirdsi korrekcids
tényezd meghatarozasakor a keresztmetszet geometriai €s merevségi viszonyait is figyelembe
veszik. Azonban fontos tudni, hogy a fenti probléma esetén ezek a moddszerek is éles
alkalmzhatdsagi korlattal birnak, ugyanis viszonylag puha belsd mag esetén az igy kapott
eredmények is megbizhatatlannak bizonyultak.

A (3.5)-0s és (3.6)-os abran az latszik, hogy az egyiittdolgoztatds mértékének
figyelembevételével kapott eredmények nem kiilonboztek szamottevéen azoktol, melyeket a
tokéletes egyiittdolgozas feltételezése mellett kaptunk. Ennek az az oka, hogy n=10 esetén a
keresztmetszet j6 kozelitéssel ténylegesen egylittdolgozonak tekinthetd, #=10000 esetén pedig
ugyan jelentds eltérés van a pontos-, és az egyiittdolgozas feltételezével szamitott
inerciaértékek kozott, ekkor a nyirdsi tag dominancidja miatt ez a kiilonbség mar nem okoz
szdmottevo relativ hibat az eredményekben. Azonban n=100 és n=1000 esetén — a (3.6)-0s és
(3.7)-es diagramokon — az eredmények kozott jol lathato kiilonbséget figyelhetiink meg akkor,
ha az egyiittdolgozas feltételezése mellett ennek pontosabb vizsgalataval is elvégezziik a
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szamitasokat. Ugyan a csak hajlitasi tagbol all6 Bernoulli-Navier-megoldasndl a részletes
vizsgélattal kapott lehajlas a tobbszordse is lehet az Osszetett km-tel szamitott értéknek, a
pontosabb nyirasi modelleknél — a nyirasi tag jelenléte miatt — kisebb kb. 5-10 szadzalékos
kiilonbségeket lathatunk.

A 0,5 m hosszi konzol vizsgalatdnal a kapott eredmények kozott igen nagy szorast
figyelhettink meg. Ennek elsddleges oka az, hogy itt jelentds nyirdsi alakvaltozdsokrol
beszélhettiink, melyeket a modszerek eltéréd mértékben voltak képesek figyelembe venni. A
kovetkezOkben ratérek a 1,5 m hosszii — de tovabbra is 30 cm magas keresztmtszetl -
konzolok vizsgalatara. Azzal, hogy a gerenda //L aranya — és igy a nyirdsi alakvadltozdsok
szerepe is — lecsokkent, azt varhatjuk, hogy az eredmények szdrasa is csékkenni fog az elébb
vizsgalt esethez képest. A kérdés az, hogy ilyen karcsubb szendvics gerenddknal az
alkalmazott gerendamodellek mennyivel bizonyulnak megbizhatobbnak. A (3.18)-as abran a
szendvicsgerenda végeselemes modellje lathato:

3.18 dbra 1,5m hosszii szendvics keresztmetszetii gerenda végeselemes modellje

A modell deformacidi és a keletkezd normalfesziiltségek a kovetkezd abrakon lathatok:
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NODARL. SOLUTION

NODAL. SOLUTION

STEP=1

(AVG)

3.20 dbra 1,5m hosszii szendvics keresztmetszetii gerenda hosszirdnyi normdlfesziiltségei
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A kovetkezé abrakon bemutatom azokat a lehajlasokat, melyeket 'vastag'" kéreggel

rendelkezd, 1,5m hossza konzolok esetén kaptam:

.08

Lehajlas [mm]
=)

012

014 F

016

-0.18

-0.02 -

-0.04 -

Lehajlasfiiggveény

----- K=Reuss alfa
— K=dinamika
----- K=dinamika alfa
K=gamma integral
K=gamma integral alfa
— VEM 3D

500

1000 1500

Gerenda hossztengelye [mm]

3.21 dbra 150 cm hosszu,

"vastag" kéreggel rendelkez szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=10 esetén

Lehajlasfliggveény

T
£
2
=
=
[-1]
-
----- K=Reuss alfa S
—— K=dinamika ‘\\
Q5| -~ K=dinamika alfa =~ |--------rmmmm e Bg---
K=gamma integral \"-,
K=gamma integral alfa
V6] ——VvEM3D [
0 500 1000 1500

Gerenda hossztengelye [mm]

3.22 dbra 150 cm hosszu, "vastag" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajldsa n=100
esetén
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Lehajlasfiiggveny
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3.23 abra 150 cm hosszu, "vastag" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajldsa n=1000
esetén

Lehajlasfiggveény

Lehajlds [mm)]

----- K=Reuss alfa

20 K=dinamika | ____
----- K=dinamika alfa .
K=gamma inteqral T
K=gamma integral alfa
26 —— VEM 3D e
0 500 1000 1500

Gerenda hossztengelye [mm]

3.24 dbra 150 cm hosszu, "vastag" kéreggel rendelkezd szendvics gerenda lehajlasa n=10000 esetén

Ezek az abrdk azt a hatdst mutatjdk, melyet az izotrop esetben megfigyelhettiink,
nevezetesen kisebb h/L aranynal a modellek relativ hibai egyre kisebbé valnak. Ez
elsdsorban abbdl szarmazik, hogy a nyirasi alakvaltozas hatasa - mely rovidebb gerendanal
olykor komoly hibak forrasa volt, — itt lecsokken, a lehajlas képletében a hajlitdsi tag kezd
dominalni.
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A hibak szazalékos értékeit a (3.2)-es tablazat tartalmazza:

n 10 100 1000 10000
Mérnoki elmélet -13,81% | -60,90% | -92.51% -97,95%
Timoshenko (x=1) -9,67% | -58,81% | -92,10% -97,84%
Timoshenko (k=Reuss) -2,34% | -12,90% -1,34% 150,78%
Timoshenko (k=dinamika) -11,15% | -59,55% | -92,25% -97.88%
Timoshenko (k=y,y int.) -0,37% -1,79% 15.44% 196,60%

3.2 tabldzat Konzollehajlas szdzalékos eltérései a végeselemes szimuldciok eredményéhez viszonyitva

Megallapithato, hogy amikor a kéregréteg és a belsd mag anyaganak rugalmassagi modulusa
kozott két nagysagrendnyi, vagy annal nagyobb eltérés van, akkor a mérndki elmélet, a x=1-
gyel dolgoz6 €s a dinamikai vizsgdlaton alapuloé Timoshenko-elmélet eredményei tovabbra is
megbizhatatlannak bizonyulnak. A masik két - altalam vizsgalt - mddszer, melyeknél a
keresztmetszet merevségi viszonyai is befolyasoltadk az alkalmazott x-tényezd értékét — nem
»hagyon” puha belsé mag esetén — most is viszonylag megbizhaté eredményeket szolgaltat.
Ezeknél a hiba mértéke altalaban 15% alatt marad. Ezen mddszerek igen puha belsé mag
esetén megfigyelheté alkalmazhatdsagi korlatja ezuttal is jol kivehetd, azonban jelen esetben
n=1000-nél még viszonylag megbizhato eredményeket kaptam, vagyis a két modell
alkalmazhatdségi tartomanya ,.Kibéviilt” a korabban vizsgalt esethez képest.

Megfigyelhettikk, hogy az eredmények megbizhatésaga a keresztmetszet merevségi
viszonyain tal annak geometriai viszonyaitél is fiigg. Ebbol adoddan az elébb vizsgalt
esetekben a kapott hibak bizonyos mértékben abbdl adddtak, hogy a kéregrétegek ,.jelentés”
vastagsaggal rendelkeztek. Azért, hogy megvizsgaljuk a geometriai viszonyok egyes
modellek megbizhatosagara gyakorol hatdsat, a kovetkezOkben vékonyabb kéregrétegekkel
rendelkezd keresztmetszetli tartokra is elvégzem a szdmitdsokat. Eloszor ezuttal is 50 ¢cm
hosszi konzolok lehajlasait és fesziiltségeit vizsgadlom. A vizsgalt keresztmetszet és a konzol
végeselemes modellje a (3.25)-0s abran lathatd:

e 3O

280

| 3;2

3.25 dbra L=50 cm szendvics keresztmetszetii gerenda numerikus modellje és keresztmetszeti méretei

109



Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

A numerikus modell deformacidi €s hossziranyu normalfesziiltségei az alabbi dbran lathatok:

JUN 602015
15:15:08

3.27 abra 50 cm hosszii szendvics keresztmetszetii gerenda hossziranyi normdalfesziiltségei
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Ez esetben az alabbi lehajlasokat kaptam eredményiil:

Lehajlds [mm]

i
—

i
-
[y}

%10~ Lehajlasfuggvény

----- K=Reuss alfa
— K=dinamika
----- K=dinamika alfa
K=gamma integral
K=gamma integral alfa
— VEM 3D

0 50 100 150 200

Gerenda

250 300 350 400 450 500
hossztengelye [mm]

3.28 abra 50 cm hosszii,

Lehajlas [mm]

107 Lehajlasfiiggvény

L
=

| | === K=Reuss alfa

— EST
----- EST alfa

— K=dinamika

----- K=dinamika alfa
K=gamma integral
K=gamma integral alfa

— VEM 3D

50 100 150 200
Gerenda

250 300 350 400 450 500
hossztengelye [mm]

"vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=10 esetén

3.29 dbra 50 cm hosszu, "vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=100

esetén
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Lehajlasfiiggveny
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3.30 abra 50 cm hosszi, "vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=1000

esetén
Lehajlasfuggveny
0 = ==
0 e 0P
.
£
—~ 06} ESTalfa | e el
= — k=1
_::; ----- k=1 alfa
= ogh| T KsReuss | e
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T O o P
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Gerenda hossztengelye [mm]

3.31 d@bra 50 cm hosszu, "vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=10000
esetén

Lathatd, hogy mig viszonylag vastag kéreg esetén olykor rendkiviil kiilonbozo
eredményeket kaptam az egyes modellekkel, vékony kéreg esetén mar valamivel jobb a
helyzet. A kiilonb6zé modellek eredményeinek szazalékos eltéréseit (a végeselemes modellek
eredményeihez viszonyitva) a (3.3)-as tablazat mutatja:
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n 10 100 1000 10000
Mérnoki elmélet -40,74% | -81,45% | -97,68% -99,70%
Timoshenko (k=1) -14,81% | -70,97% | -96,06% -99,50%
Timoshenko (k=Reuss) -3,70% -4,03% -0,61% 22,28%
Timoshenko (k=dinamika) -18,52% | -71,77% | -96,16% -99,52%
Timoshenko (k=y,, int.) -3,70% -1,61% 2,73% 26.,44%

3.3 tabldzat Konzollehajlas szdzalékos eltérései a végeselemes szimuldciok eredményéhez viszonyitva

A (3.3)-as tablazat megmutatja, hogy a mérnoki emélet, és azok a modellek, melyek a nyirdsi
korrekcios  tényezd szamitdsandl nem veszik figyelembe a keresztmetszet merevségi
viszonyait, tovabbra is megbizhatatlannak bizonyulnak, hizen a végeselemes szimuldciok
eredményétdél merdben eltéré eredményre vezethetnek. Azok a modellek viszont, melyek a
keresztmetszet merevségi viszonyait is figyelembe veszik a szamitas soran, - legalabbis az
esetek tobbségében - viszonylag pontosnak bizonyulnak. Megallapithatd, hogy a geometriai
viszonyok ily modon jelentdsen befolyasoljak az egyes szendvics-elméletek megbizhatosagat,
hiszen a "vastag" kéregnél tapasztalt jelentos eltérések "vékony" kéreg esetén olykor néhany
szazalékos eltérésre redukalddnak. Fontos hangsulyozni, hogy a két viszonylag pontosnak
bizonyul6 modellre tovébbra is igaz az, hogy fontos alkalmazhatosagi korlattal rendelkeznek.
Mint lathaté #»=10000-nél ezek a modelllek is mar jelentds hibaval dolgoznak.

Az elézéek alapjan egy olyan tendencia latszik korvonalazddni, hogy a most vizsgalt
szendvics-modellek anndl inkabb tekintheték megbizhatoknak, minél karcsubb (kis A/L
aranyu), ¢és minél vékonyabb kéreggel rendelkezd gerendat vizsgalunk. Ennek a kérdésnek az
igazolasara most vizsgaljuk azt az esetet amikor a konzol hossza 1,5 m, a keresztmetszet
pedig megegyezik az elobb latott vékony kéreg rétegekkel épiil fel.

A szendvics keresztmetszetli gerenda végeselemes modellje a (3.32)-es abran lathato:

3.32 dbra 150 cm hosszu, "vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda numerikus modellje

A gerenda lehajlasat és a hossziranyu normalfesziiltségek eloszlasat az alabbi abrak mutatjak:
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HODAL. SOLUTION

& 2015
16:14:58
(RVE)

HODAL. SOLUTION

& 2015
16:16:08

3.34 dbra 150 cm hosszu, "vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda hosszirdanyu
normalfesziiltségei

A fenti gerendara kapott lehajlasokat az alabbi abrakon szemléltetem:
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Lehajlas [mm]
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3.35 dbra 150 cm hosszu, "vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=10
esetén
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3.36 abra 150 cm hosszu, "vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajldsa n=100
esetén
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Lehajlasfiiggveény
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3.37 d@bra 150 cm hosszu, "vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajlasa n=1000

esetén
Lehajlasfiggveény
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- . R
T .
E
E 18 —EST e g
£
E
2 AR -mmm-K=stalfa | e NN
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3.38 d@bra 150 cm hosszu "vékony" kéreggel rendelkezd szendvics keresztmetszetii gerenda lehajldsa n=10000

esetén

A kilonbozéd modellek eredményeinek szazalékos eltéréseit (a végeselemes modellek
eredményeihez viszonyitva) a (3.4)-es tablazat mutatja:
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n 10 100 1000 10000
Mérnoki elmélet -4,93% | -32,75% | -82,59% -97.81%
Timoshenko (k=1) -0,86% | -28,22% | -81,32% -97,65%
Timoshenko (k=Reuss) 1,28% -1,00% -1,26% 1,42%
Timoshenko (k=dinamika) -1,07% | -28,56% | -81,41% -97,66%
Timoshenko (k=y,, int.) 1,50% 0,33% -0,80% 4,80%

3.3 tiblazat Konzollehajlds szdzalékos eltérései a végeselemes szimuldciok eredményéhez viszonyitva

Lathatd, hogy az a két modell, mely a nyirdsi korrekcios tényezd szamitasakor figyelembe
veszi a keresztmetszet merevségi viszonyait, mar igen pontos eredményeket szolgaltat.
Ezzel ellentétben a mérnoki-elmélet, és azon Timoshenko-modellek, melyeknél a km.
merevségi viszonyai nem jatszanak szerepet a szamitds sordn - még viszonylag karcsu
gerenda ¢és vékony kéreggel rendelkezOd keresztmetszet esetén is - megbizhatatlannak
bizonyulnak.

3.4. Numerikus eredmények tanulsagainak osszefoglalasa

Altalanossagban elmondhat6, hogy a szendvics keresztmetszetli gerendék eredményeiben
nagyobb bizonytalansagokat figyelhettiink meg, mint az izotrop gerendaknal. Ennek
elsdsorban az az oka, hogy a nyirasi alakvaltozasok olykor nagyon jelentossé valnak, és
ezeket az alakvaltozasokat az egyes modellek eltéréen kezelik. A nyirdsi alakvaltozasok
jelentdsége oda vezet, hogy a mérnoki-modell mar nem ad redlis eredményeket, az esetek
tobbségében ilyenkor tobb nagysagrendnyi hibar6l beszélhetiink. A nyirasi alakvaltozasok
hatasan tal megfigyelhettiink egy mésik fontos jelenséget, nevezetesen, hogy a keresztmetszet
merevségi  viszonyainak megvaltozdsaval a Kkeresztmetszet egyiittdolgozasa is
megvaltozhat. Ez azt eredményezi, hogy a lehajlasok ¢és fesziiltségek meghatarozasakor egy
"csokkentett inercia" mennyiséggel kellene szamolni. Azzal, hogy a modellek minden esetben
teljesen egylittdolgozonak tekintik a keresztmetszetet, az inerciat tul, a fesziiltségeket pedig
jelentésen alulbecsiilhetik.

Eredményeim azt mutatjdk, hogy a nyirasi alakvaltozasok hatisa nagyban fiigg a
Keresztmetszet geometriai és merevségi viszonyaitél. Eppen ezért azok a nyirdsi-modellek,
melyek a nyirdsi korrekcios tényezd szamitdsakor a fenti viszonyok koziil csak az egyiket
(vagy egyiket sem) veszik figyelembe - szamitdsaim szerint - komoly hidnyossagokkal birnak.
Ez oda vezet, hogy ezen modellek eredményei is olykor nagysagrendekkel eltérnek a "pontos"
értékektol, igy véleményem szerint - az esetek tobbségében - ezek még "els6 kozelitésnek"
sem fogadhatok el.

Ezekkel ellentétben azok a modellek, melyek a fent emlitett viszonyok mindegyikét
figyelembe veszik, az esetek tobbségében "viszonylag pontos”57 eredményre vezetnek.

Azonban nagyon fontos hangstlyozni, hogy még ezeknek a viszonylag pontosabb nyirasi

7 Ez szdmitasaimban altaldban néhany - maximum 10-15%-os - eltérést jelentett a "pontos"
értékektdl, melyek példaul a Timoshenko-modell izotrop gerendakra vonatkozé eredményeihez képest
még mindig jelentos kiilonbségnek mondhatdk.

117



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

modelleknek az eredményeit is bizonyos fenntartassal kell kezelni, ugyanis ezeknek a
modelleknek is megvan a maguk alkalmazhatésagi korlatja. Ez abbdl addédik, hogy
bizonyos merevségi viszonyok esetén (amikor a belsé magréteg nagyon puha anyagbol késziil
a kéregrétegekhez képest) a nmyirdsi korrekcios értéke tilzottan lecsokken. Ez a nyirdsi
alakvdltozdsok hatdsédnak eltilzasaval, talbecslésével jar, ami miatt a szamitott lehajlasok
szamottevoen meghaladjak a "pontos" értékeket. Ezen modellek alkalmazhatosagi korlatjat a
(3.39)-(3.42)-es abrak illusztraljak.

A (3.39)-as és (3.40)-es abra a Reuss-modszer hibait mutatja. Ezeket egy feliileten
abrazoltam, amelyet a Timoshenko-modellel (azon belil a Reuss-mddszerrel) Kkapott
eredmények hibaira, mint diszkrét pontokra illesztettem spline interpoldcioval. Ezek alapjan a
hibdk jellegérdl elmondhatd, hogy els6sorban a kéregvastagsag nivelésével és a mag
rugalmassagi modulusanak csokkenésével parhuzamosan né a hiba mértéke.

TST hibaja a 3D VEM eredményekhez viszenyitva
T 1600

1400

41200

+1000

800

t'h arany [%]

- 600

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8OO0 9000 10000
Ea/Eh []

3.39 dbra Timoshenko-modell szdazalékos hibdja a kéregvastagsdg és a mag rugalmassdgi modulusdnak
fiiggvényében (W/L=0,6)
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TST hibaja a 3D VEM eredményekhez viszonyitva
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TST hibaja a 3D VEM eredményekhez viszonyitva [%]
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3.40 dbra Timoshenko-modell szazalékos hibdja a kéregvastagsdg és a mag rugalmassdgi modulusdnak
fiiggvényében (W/L=0,6)

Az iménti abrdkon a rovidebb, L=50 cm-es gerenda eredményeit tiintettem fel. Hosszabb
gerenda esetén - L=150 cm - a nyirasi alakvaltozasok hatiasa mar kisebb, igy az egyes
modellekkel mar jelentdsen kisebb hibakat kaptunk, mint kordbban a révidebb gerendanal.
A hibak jellegérdl — ahogy ez a (3.41)-es és (3.42)-es abrakon lathato - ugyanaz mondhaté el,
mint korabban:

TST hibaja a 3D VEM eredményekhez viszonyitva
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3.41 dbra Timoshenko-modell szazalékos hibdja a kéregvastagsdg és a mag rugalmassdgi modulusdnak
fiiggvényében (W/L=0,2)
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TST hibaja a 3D VEM eredményekhez viszonyitva
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3.42 dbra Timoshenko-modell szdzalékos hibdja a kéregvastagsdg és a mag rugalmassdgi modulusdnak
fiiggvényében (W/L=0,2)

A hibidk nének a mag rugalmassagi modulusanak csokkenésekor és a kéregvastagsag
novelésekor, de abszolut értékeket tekintve mar sokkal kisebb hibakrol beszélhetiink, mint
korabban a révidebb gerenddk esetén. Ezek alapjan megallapithato, hogy a Reuss-mddszer
(és a myirdasi alakvadltozdsok keresztmetszeti teriileten vett integraljaval szamité modszer)
alkalmazhatdsaga egyarant fiigg a gerenda geometriai viszonyaitol (/L ardny), a
keresztmetszet geometriai viszonyaitdl (kéregvastagsag) és a keresztmetszet merevségi
viszonyaitdl (n-tényezd értéke).
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4. Anizotrop anyagu gerendak
mechanikai vizsgalata

Ebben a fejezetben anizotrop anyagu gerendak mechanikai vizsgélataval foglalkozom. A
bevezetésben bemutatok néhany érdekes példat az anizotrop anyagok haszndlatara a mérnoki
gyakorlatban, majd pedig ratérek az anizotrop anyagok egyes tipusainak ismertetésére. Az
anizotropia egyes specialis eseteinek targyaldsakor mutatok egy-egy példat az adott tipusu
anyagra, majd pedig ismertetem az adott anyag viselkedését leiro Osszefliggéseket. Minden
esetben szot ejtek az adott tipust anyag viselkedésénél tapasztalt sajatossagokrdl. Ezek utan
ratérek a gerendak vizsgalatara, ahol el@szor az anizotropia kiillonb6zé eseteire bemutatom a
fesziiltségek ¢és elmozdulasok meghatarozasanak analitikus moddszerét. Az analitikus
megoldas nehézségeit latva szot ejtek az altalanos esetben is alkalmazhaté numerikus
megoldas lehetdségérol. Ezt kovetden ratérek a numerikus szamitdsok elvégzésre, ahol a
gerendamodellek eredményeit ezuttal is 3D végeselemes szimuldciok eredményeivel
hasonlitom Ossze. Az eredmények elemzésekor kitérek a anizotrop gerenddkndl tapasztalt
viselkedési sajatossagokra, érdekességekre. A fejezetet az eredmények tanulsagainak
Osszefoglalasaval zarom.

4.1. Bevezetés

Az anizotropia egy anyag tulajdonsagainak iranytol valo fiiggését jelenti. Ebben a
fejezetben gerenddk mechanikai viselkedésével foglalkozom, igy itt kizarolag a mechanikai
tulajdonsagok iranytol valé fliggését, és ennek kdvetkezményeit vizsgalom. A dolgozatomban
- a szendvics gerendakkal foglalkozo fejezetet leszamitva - homogén anyagu gerendak
eltolddasait és fesziiltségeit elemeztem, igy az anyag szilardsagtani tulajdonsagait az egyes
pontokban azonosnak tételeztem fel, azonban anizotrop esetben ezek a tulajdonsdgok minden
pontban fiiggnek a pontokban felvett irdnyoktdl.

Az anizotrop anyagu gerendak nagy figyelmet kaptak a kézelmultban. Ez elsdsorban annak
koszonhetd, hogy szamos anyag - gyengébb vagy erdésebb mértékben - anizotrop
tulajdonsaggal bir. A kristalyos anyagok altaldban anizotropok, kdszonhetden a kristalyracs
elrendezddésének, a kristalyracsalkotok kozotti kotések egyes iranyokban 1évo eltérd
erésségének, valamint a racshibdknak. A természetes anyagok koziil bizonyos kézetek és
fak rendelkeznek jelentds anizotrop tulajdonsaggal. Ezen felil a mérnoki gyakorlatban
nagyon gyakran mesterséges anyagok, foként kompozitok® vizsgalatakor sziikséges az
anizotrop viselkedés figyelembevétele. A kompozitok mikromechanikai vizsgélatakor
alapvetd fontossagl a mikroszintii inhomogenitdsnak a figyelembevétele, azonban jelen
vizsgélataimat kizardlag a kompozitok makroszintii viselkedésének elemzésére korlatozom.
Ebben a Iéptékben a szerkezeteinket felépitd anyag homogénnak, (vagy "kvdzi-homogénnek")
tekinthetd. Ilyenkor a kompozit viselkedését atlagolt szilardsagtani jellemzokkel irjuk le, és

*® Kompozit alatt az olyan anyagot értjilk, melyet kettd vagy tobb anyag mikroszinten torténd
kombinalasaval hoztak Iétre, hogy makroszinten egy uj, kedvezd tulajdonsagokkal biré anyagot
kapjunk.
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ugy gondolkodunk, hogy makroszinten a folytonos test minden pontja ugyanabbol az
anyagbol all. Ebbol a megallapitdsbdl az kovetkezik, hogy egyenleteimben az anyagi
paraméterek nem filiggnek az adott pont helyzetétdl, csupan az alkalmazott koordinata-
rendszer iranyatol.

A kompozitoknak az az elénye mds hagyomdnyos anyagokkal szemben, hogy -
amennyiben jol tervezik - az alkotd alapanyagok jo tulajdonsagait 6tvozik, sét gyakran a
kompozit olyan kedvezd tulajdonsagokkal is bir, melyekkel onalléan egyik alapanyag sem
rendelkezett. A kedvezd tulajdonsagok oOtvozésére kivaldo példat szolgaltatnak az
tivegszalerdsitésli polimerek, ahol az {ivegszalat, - egy viszonylag nagy szilardsagl, merev, de
nagyon rideg anyagot, - a duktilis, de elég gyenge és lagy polimerbe helyezik, és az igy kapott
kompozit egy viszonylag merev, nagy szilardsagi, de mégis rugalmas és szivos anyag lesz.
Kompozit anyagok Iétrehozasaval az alabbi tulajdonsagokon javithatunk:

e szilardsag,

® merevség,

e szivlOssag,

e Kkorrozidallosag,

o fajsuly,

e faradasi viselkedés,

e homérsékletfiiggo viselkedés,
e hdszigetelés és hovezetés,

e hangszigetelés,

o esztétikus megjelenés.

Természetesen egyszerre nem €rik el a fent felsorolt tulajdonsagok javitasdnak mindegyikét.
Ez azért van, mert altalaban nem is kovetelmény mindegyik tulajdonsag egyidejii javitasa,
valamint a fent felsorolt tulajdonsagok, célok némelyike egymassal ellentétben all.

A kompozit anyagok hasznélatanak hosszu torténelme van. Mar az dskorban hasznéltak
szalmaszallal erdsitett agyagtéglakat (valyogtéglakat) az épitéshez. A (4.1)-es képen a
Maliban talalhatd Djenne nagy mecset, a vilag legnagyobb valyogépiilete lathato.

9

4.1 dbra A nagy mecset Djenne’

% Forras: http://insideislam.wisc.edu/tag/great-mosque-of-djenne/
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Az okori Egyiptomban mar kb. i.e. 3000-t6l hasznaltak furnérlemezeket, ugyanis
észrevették, hogy a farétegek jboli elrendezésével magasabb szildrdsag érhetd el. Azok a
kozépkori kardok, melyek kiilonbozd fémbdl késziilt rétegekbdl allnak, szintén kompozitnak
tekinthetk. Manapsdg a modern anyagtudomany legijabb vivmanyai a repiil6knél és
trjarmtveknél hasznélt szalerdsitett kompozitok, melyekkel ma a legnagyobb szilardsag-
onsuly és merevség-onsuly arany érhet6 el. A (4.2)-es abran az lathato, hogy egy Boeing
787-tipusu  repiild karosszéridjanak egyes részei milyen kompozitbol késziilnek.
Megtigyelhet6, hogy a teljes 6nsuly 50%-at a kompozitok teszik ki.

Steel

10%
Bl carbon laminate Trtanium Comﬁ%n;ms
[0 carbon sandwich 16%
Hl Fibergiass
. Aluminum Aluminum

Z0%

[:l Aluminum/steslttanium pylans
4.2 dbra Repiilégép kompozit anyagii részei®

Altaldban a kompozitoknak négy fé tipusat kiilonboztetjik meg. Az elsé tipust a
szalerésitett kompozitok alkotjak, melyeknél erdsitd szalakat helyeziink el a matrixban. A
szalerdsités els6sorban azért nagyon hatékony, mert a szalak sokkal erdsebbek és
merevebbek, mint egy ugyanabbol az anyagbol allo, minden irdnyban jelentds méretekkel bird
test. Ez elsdsorban a mérethatasbol szdrmazik, vagyis a szélak azért rendelkeznek
szdmottevoen nagyobb szilardsaggal és merevséggel, mert az anyag belsd szerkezete
kevesebb hibaval terhelt annal, mint amit egy jelentds kiterjedésii testnél tapasztalunk. Erre a
jelenségre jo példa az iivegszalerdsités, ahol az alkalmazott tivegszalak szilardsaga olykor a
7000 MPa-t is elérheti, holott egy tiveglemeznél nagysagrendileg kb. 20 MPa-os fesziiltségi
szinten mar torést figyelhetiink meg. Ma leginkdbb az tivegszalak és a szénszalak allnak a
figyelem kozpontjaban, de ezeken feliil fémekbodl, grafitbol és tovabbi anyagokbdl is
készitenek szalerdsitésti kompozitokat. A szalerdsités modja, és igy a kapott kompozit
tulajdonsagai jelentdsen eltérhetnek a szalak méretébdl és elhelyezkedésébol adodoan.
Meéretiiket tekintve beszélhetiink hosszabb vagy rovidebb szalakrol, elrendezésiik pedig lehet
folytonos vagy diszkrét, egy vagy tobb irdanyba futd, random elhelyezkedésli vagy éppen
szovott elrendezést. Ezekre latunk néhany példat a (4.3)-as abran:

5 Forras: http://www.1001crash.com/index-page-composite-lg-2.html
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4.3.a, dbra Egyiranyba futé hosszi folytonos szdlerdsités
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4.3.c, dbra Kétirdnyi szovott elrendezésii szalakbol dllé erdsités”

A fent lathatd elrendezések mas €s mas anyagi tulajdonsagokat eredményeznek. A (4.3.a)
abran lathato egyiranyban futd szalakbol allé kompozit viselkedése erésen anizotrop lesz. A
szaliranyban az anyag szilardsaga minden bizonnyal a tobbszordse lesz a keresztiranyban
megfigyelhetd értéknek. A (4.3.b) abran lathaté random elhelyezkedésii rovid szélak viszont
makroszinten kozel izotrop viselkedést eredményeznek, hiszen a szalak elrendezésében, és
igy az anyag mechanikai tulajdonsadgaiban sem figyelhetiink meg Kkitiintetett irdnyokat. A
(4.3.c) abran lathatdé szovott elrendezés a két sikbeli irdnyban nagysagrendileg azonos
szilardsagot eredményez. Az ilyen szovott elrendezésti rétegekbdl elsdsorban laminalt
szerkezeteket szokas késziteni.

A kompozitok masik nagy csoportjait a laminalt kompozitok alkotjak, melyeknél az
egyes rétegek mas és mas anyagbol allnak. Ezeket a laminalt szerkezeteket ugy tervezik, hogy
az egyes rétegek olyan anyagbdl alljanak, ahol éppen az adott anyag jo tulajdonsagaira van
sziikség. gy érik el, hogy a kapott kompozitnal az alapanyagok legjobb tulajdonsagait
otvozzek. Erre kivald példat nyujtanak a szendvics keresztmetszetli gerendak, ahol a sz€lso
szalak kornyezetében viszonylag nagy szilardsagu kéreglemezt helyeziink el, mig a semleges
tengelyhez kozeli belso térfogatot valamilyen kis fajsulyt magréteggel toltjiik ki, igy kapva

61 r

Forras:
http://fog.ccsf.cc.ca.us/~wkaufmyn/ENGN45/Course%20Handouts/14 CompositeMaterials/03_Fiber-
reinforcedComposites.html
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nagy teherbiras-onsuly, merevség-onsuly aranyt. Tovabbi példat mutatnak a védoréteggel
ellatott fémszerkezetek, mint példaul amikor a belsd, korrdzidra érzékeny nagyszilardsagu
aluminium Otvozetre egy viszonylag gyenge, de jo korrézioallésaggal rendelkezd tiszta
aluminiumréteget helyeziink, hogy a keletkezett kompozit egyszerre rendelkezzen nagy
szilardsaggal és jo korrozidallosaggal. Példat nyujtanak a szélvédoknél hasznalt biztonsagi
tivegek. Ez is egy szendvicsszerkezetnek tekinthetd, ahol az tivegrétegek kozé - melyek a
teherbirast és a merevséget adjak - vékony miianyagréteget (polivinil-butirdl) helyeznek el,
hogy - az iiveg rideg viselkedését ellensulyozando - a kapott kompozit szivos anyagként
viselkedjen. A sz&lvédo keresztmetszete - ami tehat egy rétegesen izotrop kompozit anyag - a
(4.4)-es abran lathato:

Plastic Layer Impact Point

Air Gap
Inner Glass Outer Glass

4.4 dbra A szélvédknél haszndlt biztonsdgi iiveg mint szendvics szerkezet a rideg torés megakaddlyozdsdra®

o

A kompozitok kovetkezd, harmadik csoportjit a pontszerii részecskékkel erésitett
anyagok alkotjak. Ez esetben az erdsités és a matrix késziilhet fémes vagy nemfémes
anyagbol is. Arra, hogy egyik anyag sem fémes, tipikus példa a beton, ahol a homok- és
kavicsrészecskéket (mint pontszerii erésitést) helyezziik el a cement matrixban:

4.5 dbra A beton mikroszerkezete, mint pontszerii részecskékkel erdsitett kompozit anyag

62 Forras: https://americanglassrepair.wordpress.com/2010/07/12/windshield-cross-section/
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A fémes anyagok fémes anyagokkal torténd pontszerd erdsitésére a kiillonb6zoé fémotvozetek
példajat lehet emliteni. Ilyen eset, amikor 6lomrészecskéket rézbe vagy acélba helyeznek,
hogy a keletkezett 6tvozet megmunkalhatosagat fokozzak. Az elébbieken tul fémes anyagok
nemfémes anyagokkal torténd erdsitésére, és nemfémes anyagok fémes anyagokkal torténd
pontszerli erdsitésére is lathatunk példat az anyagtudomény torténetében €s a mérnoki
gyakorlatban. Az elébbire példa a fémes részecskék miianyaghoz adagolasa, példaul a
hévezetés novelésére, mig az utdbbira jellegzetes példa a cermet, ahol keramiarészecskéket
adnak a fémmatrixba, hogy a kapott anyag egy kemény, jo hoallosagu, ugyanakkor képlékeny
deformaciokra képes kompozit legyen.

A kompozitok negyedik csoportjat azok a tobbfazisi anyagok alkotjak, melyeknél az
el6z6 tipusok kombinacidjat lehet megfigyelni. Erre példa a vasbeton, ahol a mar pontszeri
részecskékkel erdsitett mdtrixkompozitba, helyeziink el acél szalerdsitést. Tovabbi példa lehet
a mar kordbban emlitett laminalt szerkezetek esete, ahol az egyes rétegek mar maguk is
kompozitok, példaul szovott szalerdsitett anyagok.

4.2. Anizotrop anyagu szerkezetek anyagmodelljei

Ahogy az iménti bevezetdben lathatd, egy kompozitndl a szélak elrendezése, orientdltsaga
kilonboz6 lehet. A szdlerdsitésit kompozitoknal az esetek tobbségében anizotrop
viselkedés jellemz0, azonban ennek kiilonb6zo esetei fordulnak el6 a szalak elrendezésétol
figgden.

Ebben az alfejezetben Osszefoglalom az anizotrop anyagok mechanikdjanak legfontosabb
tudnivaléit® . Bemutatom, hogy az anizotrop anyagi viselkedés milyen Osszefiiggésekkel
irhato le, és Osszefoglalom az anizotropia specialis eseteit. Az egyes esetekre kiilon-kiilon
felirom az anyagi merevségi (és/vagy a hajlékonysdgi) matrixot, ez alapjan ravilagitok az
anyagi viselkedés sajatossagaira, és hangsulyozom, hogy az adott esetben hany anyagi
konstans alkalmazasa sziikséges. Minden esetet példaval illusztralok. Ezen példék némelyike
a kovetkezé fejezetben 1év numerikus szamitdsok alapjaul szolgadl majd. Az egyenletek
bemutatdsat az Osszetettebb, dltaldnos anizotropia esetével kezdem, és onnan haladok az
egyszerlbb specidlis esetek felé, mignem a feladat a legegyszer(ibb izotrop esetté fajul.

Az egyes specidlis anizotrop esetek azonositidsakor mindig az anizotrop test
szerkezetének esetleges szimmetriajat keressiik. Szerkezeti szimmetria alatt azt értjiik, hogy
a test minden pontjaban szimmetrikus irdnyokat figyelhetiink meg, mely irdnyokban a
rugalmas anyagi paraméterek megegyeznek. Altalanossagban szolva, minél magasabb foku
szimmetriat lehet megfigyelni, anndl tobb tényezd lesz az anyagi merevségi (és
hajlékonysagi) matrixban zérus, és ezaltal az anyagi viselkedés egyszeriisodik. A
legéltalanosabb esetben, amikor a szalak elrendezésében - és igy az anyagi paraméterekben -
semmiféle szimmetriat nem figyelhetiink meg, akkor altalanos anizotropiarodl beszéliink.
A szélak szimmetria nélkiili elrendezésére a (4.6)-os dbran lathatunk példat.

% Az ebben és a kovetkezd alfejezetben szereplé egyenletek, Osszefiiggések szarmaztatisakor
leggyakrabban a [14] alatti konyvben szerepld levezetésekre tamaszkodtam.
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4.5 dbra Altalénos anizotrop test szerkezete a szdlak szimmetria nélkiili elrendezésébdl adédéan®

Egy dltalanos anizotrop anyag rugalmas viselkedését az altalanositott Hooke-torvénnyel
irhatjuk le. Ez az 6sszefliggés megadja a fesziiltségek és alakvaltozasok kapcsolatat. Ebben a
pontban derékszogii bazisban leirhato anizotropidaval foglalkozom, ahol az alakvaltozas- és
fesziiltségvektorok kozott az alabbi linearis kapcsolat all fent:

Ox 4, A, Ay Ay A5 Ag| &
Oy Ay Ay Ay Ay Ay A || &y
Oz |_ Ay Ay Ay Ay A Ay || 6 . @1
Ty Ay Ay Ay Ay A A || 75
Txz As As Ay Ay Ass Asg || 7
2 _Alé Ay A Ay Ase Ags 17w ]

Az A szimmetrikus merevségi matrix a fent lathatd dltaldnos anizotrop esetben 21 fliggetlen

komponenst tartalmaz. A (4.1)-es Osszefliggés azt mutatja meg, hogy a legdltaldnosabb
esetben minden egyes fesziiltségkomponens mind a hat alakvéltozas-komponensnek linearis
figgvénye. Az inverz Osszefiiggést, az alakvaltozas-fesziiltség kapcsolatot is felirom:

&x Ci C, C; Gy Cs5 Cglfl O«
€y Ch Cn Gy Gy G Gy 9y
& | Cs G Gy G G Cylo, ' 4.2)
7y Cu Gy G Cy Ci Cyi |7y
Yz Cs Cs Gs Cp G Ci |7y
ea _C16 Cys Cy Cy Cs6 Cog 1 Ty |

% A szalerbsitéses kompozitok mechanikai viselkedésérsl bévebben a [22]-es konyvben olvashatunk.
Az anizotropia egyes eseteinek bemutatdsakor néhany abra és Osszefiiggés erejéig erre a konyvre
tamaszkodtam.
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ahol C a szintén 21 fliggetlen komponenst tartalmazé anyagi hajlékonysagi matrix. A (4.2)-es

Osszefliggés szerint minden egyes alakvéltozas-komponens mind a hat fesziiltség-
komponensnek linearis fiiggvénye. Ez fizikailag azt jelenti, hogy példaul egy egyszerii o,
huzofesziiltség mikodtetése esetén mind a hat alakvaltozas-komponens megjelenik, tehat a
testen még nyirasi szogtorzulast is megfigyelhetiink a tiszta huzo normalfesziiltség hatasara.
Ez a jelenség ellentmond az izotrop esetnél tapasztaltakkal, hiszen ott egy o, fesziiltség
hatasara csak a harom normalalakvaltozds-komponens jelenik meg. Téagabban
megfogalmazva, ebben az dltaldnos anizotrop esetben barmilyen tipusu terhelés hatasara
mind a hat alakvaltozas-komponens megjelenik. A szabadsagfokok ezen kapcsolatat
rugalmas kapcsolodasnak nevezziik. Az anizotrop anyagi viselkedés a fent emlitett
péld4jaban a rugalmas kapcsoldodas kozvetleniil az anyagmodellbdl szarmazott. A rugalmas
kapcsoldddasnak ezt a szintjét anyagi szintl rugalmas kapcsolodasnak nevezzik. Az anyagi
szintii rugalmas kapcsoloddsnak természetesen fontos kovetkezménye lesz a szerkezetek
viselkedésében. Azt, hogy pontosan az egyes szerkezeteknél a globalis elmozdulasi
szabadsagfokok miféle kapcsolodasat figyelhetjiik meg, majd késébb, a numerikus példaknal
elemzem. A rugalmas kapcsoloddasnak ezt a kovetkezod szintjét szerkezeti szintii rugalmas
kapcsolédasnak nevezziik.

Sok természetes €s mesterséges anyag szerkezetében bizonyos szimmetriat figyelhetiink
meg, mely azt eredményezi, hogy 21-nél kevesebb konstans is elég az anyagi viselkedés
leirasahoz. Az olyan anyagokat, amelyeknél egy szimmetriasikot figyelhetiink meg,
monoklinalis anyagoknak hivjuk. Szimmetriasik alatt azt a sikot értjiik melyre igaz, hogy
azokban az irdnyban, melyek szimmetrikusak a sikra, az anyagi viselkedés megegyez6. A
szimmetriasikra merdleges iranyt az anizotropia foirdnydnak nevezziikk. Monoklindlis anyagra
a (4.6)-os abran lathatunk példat.

4.6 dbra Monoklindlis anyag vizszintes szimmetriasikkal

A (4.6)-0s abran lathaté anyagnal a szalak a szimmetriasikkal parhuzamosan futnak é&s
elrendezésiik szimmetrikus a vizszintesen fekvd szimmetriasikra. A fent lathaté monoklindlis
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anyagndl, ahol az anizotropia fdirdnya a z tengely, az anyagi merevségi mdtrix a
kovetkezOképpen alakul:

4, Ay, A4 0 0 A

Ay Ay Ay 0 0 Ay
A= As Ay Az 0 0 Ay (4.3)
=10 0 0 A4y A5 O

0 0 0 45 45 O

A A A O 0 Ay

Az anyagi hajlékonysdgi matrixot a mérnoki gyakorlatban hasznélatos anyagi konstansok
segitségével az alabbi modon irhatjuk fel:

—
A

<
AS

= > _ =z 0 O Xy,X
E, E ) E. ny
1 1% 1%
_ - _ 0 0 .y
X Ey Ez ny
_ sz _ Vyz L O O Xy,z
E E E G
C= y : Yo, 4.4
0 0 0 — sl 0
Gyz Xz
Vo 1
0 0 0 22— 0
Gyz ze
VX ,Xy Vy,xy VZ ,)Cy O O 1
i E, Ey E. .
ahol:
o o & & 4 & E.
Ex= X , Ey:—y’ E__:—" nyz__y' VV_—Z_ z , Vx,gzz_xyl Vyx:__x' V};:__-,
£, g, £, £, £, £, g, g,
V4 P & V. Ve T _ Y
1% __W’V- __x’ V. :__y' V. :_Xy'G — yz'V = X: ’G_: x_'V = yz'
VXY zx zy z.xy yz Y.z xz xz,yz
gy 82 gz gz yyz 7); 7}5- 7/ z
Poy e
xy _ x __y ==
ny - ’ ny,x - ’ nyy); ’ ny' >
Vi Ve Ve Ve
és a szimmetria feltételek miatt:
VX,Xy — ny,x Vy,xy — V.Xy,y V:,.Xy — V.Xy,: ny _ Vyx V "z — V_,'x Vy: — V_'y Vy:,x: — Vx:,y:
E. ny Ey ny E. ny E. Ey E. E. ) E. Gy__ G,.
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A fenti osszefiiggésekbdl lathatd, hogy monoklindlis anyagokndl az anyagi merevségi ¢s
hajlékonysagi matrix 13 fliggetlen elemet tartalmaz.
Az C hajlékonysdgi matrixbol kiolvashatdé a monoklindlis anyagokra jellemzd rugalmas

kapcsolodasi jelenség. Lathato, hogy példaul a o, normalfesziiltség miikodtetése esetén a
Y xy szimmelriasikbeli nyirasi szogtorzulas is megjelenik, hiszen a (4.4) alapjan:

V.X
Vo= Exy o, , (4.5)

de a sikra merdleges nyirasi alakvaltozasok nem alakulnak ki, hiszen C,, =C, =0. Ezt
illusztralja a (4.7)-es abra, ahol a bal oldali dltaldnos anizotrop anyagnal megtigyelhetd a y,,
nyirasi szogtorzulas, mig a jobb oldali monoklindlis anyagnal ez az alakvaltozas komponens
nem jelenik meg.

y Vyzy y
o 1 o ol he
(ﬁ z<7 I_) ﬁ Z\? |
[ ] T S, ]

4.7 dbra Altalénos anizotrop (bal) és monoklindlis anyag (jobb) alakvdltozdsa

Amennyiben az anizotropia féiranya az x tengely, akkor a hajlékonysdagi matrix az alabbi
alakot olti:

Cll C12 C13 C14 0 O
CIZ C‘22 C23 C24 O 0
Q — C13 C23 C33 C34 0 O , (46)
= |G, G G €y 0 0
0 0 0 0 C4 Cy
| 0 0 0 0 Cy Cg)
mig abban az esetben, ha a szimmetriasik az x-z sik, akkor:
_Cll C12 C13 O CIS O ]
CIZ C‘22 C23 0 CZS O
C — C13 C23 C33 O C35 O (47)
= 0 0 0o ¢, 0 C,
15 CZS C35 O CSS O
0 0 0 C, 0 Cg]
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Az olyan anyagot, melynek szerkezetében harom egymasra meréleges szimmetriasikot
lehet talalni, ortotropnak nevezziik. [lyen anyagra a (4.8)-as dbra mutat példat:

zZ

|
|1
L —1
| —1
—
| —1
| —1
L —

r—" —~3

4.8 dbra Ortotrop szerkezetii szdlerdsitésii kompozit

Ortotrop anyagok esetén a hajlékonysagi matrix a mérnoki konstansok segitségével az alabbi
modon irhato fel:

.~
E. E, L
14
e I
x Ey Ez
S T
E, E, E
C= . (4.8)
0 0 0 — 0o 0
G,
1
o 0 0 0 — 0
G.
1

L xy

A merevségi matrix zérustol kiillonbozo elemei az aldbbiak:

o5
=
eS|

Ay == (1=vv,) , Ay =—

Yz zy

(Vyx+Vy__V__x) , A :%;(vyxv:y+v__x) , A, :HZ(l_VKsz) )

IS

Slm S

_y _
A4, = (vzy +vxyv_x), A4, =

(1-vy9), 44 =Gy, 4, =G, 46 =G,

Xy yx

| =

ahol:
Dy=1-v v, =V V. =V V, —V V. V. VWV,
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A fentiekbdl lathatd, hogy ortotrop esetben 9 fiiggetlen modulussal irhaté le az anyagi
viselkedés. Lathato tovabba az is, hogy egy o, normalfesziiltség ebben az esetben mar nem
okoz nyirasi szogtorzulast:

N Y ¥
rt——-— ————mh rt-——- ———=—h r——A
Oz (4] Oz (0}
| : | 5 | ’ | 5 : :
] z I ] z I X
[ Ly [ |y L__J

4.9 dbra Ortotrop anyag alakvdltozdsa o, normalfesziiltség hatdsdra

Azokat az anyagokat, melyeknél az ortotropia olyan specialis esete all eld, hogy két
koordinata iranyban az anyag tulajdonsaga megegyezik (mig a harmadikban kiilonb6z0),
tetragonalis anyagoknak hivjuk. Példaul, ha az x és y tengelyben megegyeznek az anyag
tulajdonsagai, akkor az anyagi konstansok a kovetkezok:

o , G - _ v = Yy =  E
E=E=F, 5 =&, G.=G.=G,G,=G, v, =v, =v, v, =v, =V v_=v_=v'—
Ekkor a hajlékonysagi matrix a kovetkezoképpen alakul:

v v 5 o o
E E E'
L S S
E E E'
2Ll o
- E E' E 1 (4.9)
0 0 0 — 0 0
GV
1
0 0 0 — 0
G!
1
0 0 0 0 —
L G |

Lathatd, hogy ilyenkor mar 6 fiiggetlen anyagi konstans is elég az anyag viselkedésének
leirasahoz.

Az anizotrop anyagok kovetkezd fontos csoportjat a keresztiranyban izotrop anyagok
alkotjak. Ebben az esetben tovabbra is harom szimmetrasikro/ beszEliink, viszont az egyik
ilyen sikban az anyag izotropnak tekinthetd. Erre az esetre j6 példak azok a kompozitok,
ahol a szalak folytonosan egy iranyban futnak. Ilyenkor a szalakra merdleges sikban
tekinthetd az anyag izotropnak. Egy ilyen példat lathatunk a (4.10)-es abran:
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Izotropia sikja

4.10 d@bra Keresztiranyban izotrop kompozit

Ha a szalak az x iranyban futnak, akkor az anyagi konstansok a kdvetkezé modon alakulnak:

Vi =Voy =V =VWC=O, Ey=E:,GW=GX:, V.=V, G=

_ , _
1Y 0 0 0
E. Ey )
f 1 V..
-2 — -2 0 0 0
E, E, E
% V.
2 X L 0 0 0
E, E, E
C= (4.10)
- 2{1+v_
0 0 ( y‘) 0
Ey
1
0 0 0 0 — 0
Gx:
1
0 0 0 0 0o —
L GXZ_

Megemlitem, hogy azok a laminalt kompozitok is keresztirdanyban izotropok, melyeknél a
rétegekben a szalak véletlenszerli elhelyezkedéstiek. A fenti egyenletekbdl lathato, hogy a
keresztiranyi izotrop allapotot 5 paraméterrel irhatjuk le.
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Az ortotrop anyagok egy masik, specialisabb esete az, amikor az anyag tulajdonsagai a
harom ortogonalis bazistengely mentén azonosak. Ezt az allapotot kobos szimmetridnak
nevezziik. Ilyenkor minddssze 3 fiiggetlen paraméter sziikséges az anyagi viselkedés
leirasahoz, hiszen:

E, =Ey =k =F, VSV, =V, =V, ny =G_ =G)C =G . Ekkor az anyagi hajlékonysdgi

matrix a kovetkez6:

LY Y 9 0 0
E E E

_il_looo
E E E

v oy 0 o

g:EEEl @.11)

0 0 0 — 0 0
G

1

0O 0 0 0 — 0

G

1

O 0 0 0 0 —

L G

Az anyagi viselkedés tovabbi egyszeriisddésével az izotrop esethez jutunk, amikor az
anyag tulajdonsagainak nincsen Kitiintetett iranya. Ilyenkor minden sik szimmetriasiknak
tekinthetd. Ekkor 2 fiiggetlen paraméter sziikséges az anyag viselkedésének leirdsahoz,
ugyanis az el6bb hasznalt 3 paraméter kozott az alabbi kapesolat all fent:

E
G—2(1+V). (4.12)

Ekkor az anyagi hajlékonysdgi matrix a kovetkezd alakot olti:

v v 0 0
E E E
Ly 1 v 0 0 0
E E E
yr v 1 0 0 0
.| EEE s
L= 2(1+v) : (4.13)
0 0 0 0 0
E
2(1
E
2(1
0 0 0 0 0 (1+v)
I E |
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A kompozitok ko6ziil a pontszerii részecskékkel erdsitett, és a sok véletlenszeriien
elhelyezked6 szalat tartalmazo anyagok tekinthetok makroszinten izotropnak.

A kovetkezo alfejezetben ratérek az anizotrop anyagu gerenddk vizsgalatara. Ismertetem a
szakirodalomban fellelheté kiilonféle leirasi mddokat, majd utdna a feladatok numerikus
elemzésével folytatom a dolgozatot.

4.3. Anizotrop anyagu gerendak vizsgalata

Ebben az alfejezetben anizotrop anyagu konzolok lehajlasait és fesziiltségeit vizsgalom.
Célom, hogy bemutassam a feladatok megoldasat az anizotropia el6z6 alfejezetben ismertetett
kiilonbozo eseteire. A vizsgalt szerkezet viselkedésének Osszetettsége elsdsorban attol fiigg,
hogy a gerenda anyagédnak szerkezete milyen szimmetria tulajdonsagokkal rendelkezik.
Ennek megfeleléen az egyes esetek vizsgalata soran kiilonbséget kell tenniink az alabbi
alapesetek kozott:

> Inhomogén® keresztmetszet
e Altalanos anizotrop anyagt gerenda
e Kapcsolt gerenda
e Nem kapcsolt gerenda

» Homogén keresztmetszet
e Altalanos anizotrop anyagti gerenda
e Kapcsolt gerenda
e Nem kapcsolt gerenda

Mint azt az el6z6 alfejezetben targyaltuk, altalanos anizotrop anyagu gerenda alatt azt az
esetet értjiikk, amikor a gerenda anyaga nem rendelkezik szimmetriasikkal. Ilyen esetben a
feladatok megoldasa igen bonyolultta valik. A szakirodalomban két fébb megoldasi modszer
terjedt el erre az esetre vonatkozoan. Az egyik az Un. Lekhnitskii-féle leiras [13], ahol a
végeredmény komplex fesziiltségfiiggvények alkalmazasaval hatdrozhaté meg. Egy masik,
joval fiatalabb megoldasi technika a Rand-Rovenski-féle leirasi mod [14], ahol az un.
tobbszintii megoldas alkalmazasaval a gerenda hossza mentén értelmezett fliggvényeket
polinomma alakitjuk 4at, igy a végeredmény meghatdrozdsdhoz egy parcidlis
differencidlegyenlet-rendszert kell megoldani. Tekintve, hogy ez a megoldasi mod
altalanosabb - a gerenda hossztengelye mentén valtozé terhelési - esetben is alkalmazhato, a
tovabbiakban ennek a lépéseit részletezem.*

% Ebben a dolgozatban kizarélag homogén anyagi gerendakkal foglalkozom, azonban fontosnak
tartom megemliteni, hogy inhomogén esetben az anizotrop anyagi gerendak leirasi modja mer6ben
eltér a homogén esetben latottaktdl. Az érdeklddd olvasd a [14] alatti konyvben errdl részletesen
tajékozodhat.

% Ennek ellenére roviden a Lekhnitskii-féle megoldasrol is lesz szo a késbbiekben, ugyanis ellipszis
keresztmetszetii, koncentralt erdvel terhelt konzol esetére ily mddon a feladat megoldasa zart alakban
ismert. Ezért az altalanosan anizotrop anyagi gerendak végeselemes vizsgalatanak eredményeit ezzel
az analitikus megoldassal kapott eredményekkel hasonlitom majd 6ssze.

135



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

Abban az esetben amikor a gerenda anyaga rendelkezik szimmetriasikkal, de ez a sik nem
esik egybe a gerenda keresztmetszeti sikjaval, akkor un. kapesolt gerendarol beszélink.
Ez az elnevezés arra utal, hogy ilyen esetben a gerenda globalis elmozdulids komponensei
osszekapcsolédnak. Ilyen eset az, amikor egyenes hajlitas esetén a gerenda a lehajlason tul el
is csavarodik®’.

Abban az esetben, amikor a gerenda keresztmetszeti sikjai az anyagi szimmmetriasikkal
egybeesnek akkor a gerenda viselkedése nagyban leegyszerlisodik. Ilyen esetben nem
kapcsolt gerendakrol beszélhetiink, utalvan arra, hogy az anyagi rugalmas kapcsolodas nem
jar szerkezeti rugalmas kapcsolddassal, vagyis hajlitas hatasara a tovabbiakban mar nem
figyelheté meg a gerenda elcsavarodasa.

A tovébbiakban - a radvégen koncentralt erével terhelt konzol esetére - ismertetem az egyes
eseteknél hasznalhaté megoldasi technikakat. A bemutatast a leg@sszetettebb esettel, az
altalanosan anizotrop anyagu gerendak vizsgalataval kezdem, majd ezutan térek ra az ennél
valamivel egyszertbb feladatok targyaldsara.

4.3.1. Altalinos anizotrop anyagu konzol vizsgalata

Altalanos anizotrop anyagra a (4.5)-0s abran lathatunk példat. A (4.1)-es és (4.2)-es
Osszefliggésben bemutattam az dltalanositott Hooke-modellt, mely kapcsolatot teremt a
fesziiltségek és alakvdltozasok kozott. Az 6sszefiiggésekben szerepld teli anyagi merevségi
(vagy hajlékonysagi) matrixot latva megallapitottuk, hogy egy dltaldnos anizotrop anyag
viselkedését magas szintii anyagi rugalmas kapcsolédas jellemzi, hiszen barmilyen
tetszOleges terhelés hatdsdra mind a hat alakvéltozas-komponens megjelenik. A
kovetkezOkben vizsgaljuk meg, hogy az anyagi szintii rugalmas kapcsolodds egy dltalanos
anizotrop anyagu gerenda esetén milyen szerkezeti szintii rugalmas kapcsoloddsi jelenséggel
jar. Ehhez vegytink alapul egy, az eddigieknél még egyszertibb példat, amikor egy gerendat
csak egy M, hajlitonyomaték terhel. Feltételezziik, hogy ebbdl csak g, fesziiltség komponens
keletkezik, mely a (2.25)-6s Navier-képlet szerint szdmithatd. Ekkor az dltaldanositott Hooke-
modellnek megfeleléen a

g =C,0 i=1..,6, (4.14)

i3z

alakvaltozas komponensek keletkeznek. A kompatibilitasi egyenletek - €s a konzolra
vonatkoz6 geometriai peremfeltételek - betartdsa mellett az alakvaltozas-komponensek
integralasaval az alabbi eltoloddskomponenseket kapjuk:

M
= 2—1"(2xyC13 12, + 2, ) (4.152)

%7 Szigortian véve az altaldnosan anizotrop anyagli gerendik is a kapcsolt modellek csoportjaba
tartoznak, hiszen ezeknél a gerendaknal is megfigyelhetd az elcsavarodas tiszta hajlitas esetén. Ebben
a dolgozatban mégis fontosnak tartom kiilon kezelni az altalanosan anizotrop anyagu gerendak esetét
attol, amikor a gerenda anyaga mar bizonyos szimmetriatulajdonsagokkal rendelkezik, ugyanis a két
esetnél hasznalatos megoldasi technika is jelentdsen eltér egymastol.
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y= M ( V2C,,—x°C, - 2C, —sz35), (4.15b)

X

21

w= M, {xyC35 +y°C,, +2zyC33J. (4.15¢)
¥ —
A (4.15)-6s Osszefiiggésekben egyszer aladhuzott tagok a keresztmetszetek sikbeli torzulasat
irjak le. A kétszer aldhuzott tagok a csavarast képviseld tagok, melyek a keresztmetszetek z
tengely koriili merev test szeri elfordulasat irjak le. Az egyszer feliilhizott elem a hajlitasi
tag, mig a kétszer feliilhuzott tag a keresztmetszetek sikra merdleges torzulasat irja le. Az
alul 6sszekapcsolt a keresztmetszet elfordulasabol adodo eltolodast képviseli. Ezek alapjan
lathatd, hogy még egy tiszta, egyenes hajlitds esetén is milyen Osszetett egy dltaldnos
anizotrop anyagu gerenda viselkedése. EbboOl egyenesen kovetkezik, hogy a feladatok
megoldasa soran igen bonyolult matematikai 6sszefliggéseken at vezet at. A tovabbiakban a
Rand-Rovenski-féle megoldast [14] ismertetem, majd ezt kovetden térek rd a - koncentralt
erdvel terhelt ellipszis keresztmetszeti konzol - Lekhnitskii-féle megoldasara.

A megoldasnal az Gn. tobbszintii megkozelitést alkalmazzuk, mely soran a fiiggvényeket
z valtozos K-ad foku polinommal kozelitjiikk az alabbi mddon:

K
G(x, v, z) = ZGW (x, y) 2 (4.16)
=0

hogy az eredetileg haromvaltozds fliggvény csak a keresztmetszeti koordinataktol fiiggjon a
tovabbiakban. Ekkor egy fliggvény integralasara és derivadldsara az aldbbi Osszefliggések

hasznalhatok:
[ S < G
[Gaz=Y"G p , G.=> (k+1)G"Z" (4.17)
0 k=0 +1 k=0

Ezeket felhasznalva, az egyensulyi differencidlegyenletek a k-adik szinten az alabbi modon
irhatok fel:

o) +70), +(k+1)7 + XY =0, (4.18)
oo ol +(k+1) Y+ =0, (4.18b)
9+ 7® 4 (k+1)ot" + 20 =0, (4.18¢)

Ha bevezetjiik a térfogati erék potencialfiiggvényét, mint:

x K
0, == x,dx =Y 0" (x,y)z" . ahol T ==[[ (k+1)eE" + X[ |ax  (4.19a)
0

k=0 0
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X

:_fybdyziﬁgk)(x, y)z* ., ahol T =—j [(k+1) (k1) Yb(k)]dy (4.19b)
0 k=0

0

ésa
0"+ =~(k+1)0" -z, (4.20a)
(K+1) (K+1)
TED 4 G - B (4.20b)
: : I, I,

Osszefliggéseket, akkor a (4.18)-as differencidlegyenletek az alabbi alakra irhatok at:

(o —17*1"))7){ +7% =0, (4.21a)
¥, +(0'yk) —(_fgk)),y =0, (4.21b)
(T)(;‘)_ﬁgk))x_p(z-if)_(j‘(‘k))y:()_ (4.21c)

A feladat megoldasdhoz bevezetjik a @ és YV fesziiltségfiiggvényeket a kovetkezd
definiciokkal:

r.=—Y +U,, 7. =Y +U;, (4.22a)
0,=0 +U,0,=0_+U,, 7, =-0_. (4.22b)

XY

A fesziiltségfiiggvényeket is polinommal kozelitjiik:

K+1 K+1
QJ:ZCI)(k) (x,y)zk, ‘P:Z\P(k) (x,y)zk (4.23)
k=0 k=0

a (4.22)-as fesziiltségkomponensekre vonatkozé osszefiiggések az alabbi alakot 6ltik:

9 =g g0 0 =9 L G, (4.24a)
o = + Uf") , aﬁ") = CDfxx +0, 9 =) (4.24b)

A fesziiltségfiiggvények meghatarozasahoz, az alabbi differencialegyenlet-rendszert kell
megoldani:

V§4)c1)(k) +V%3)\P(k) — g(k) (x’y)’ (4253)

VOO 4 v = f8 oy f0 ( y), (4.25b)

ahol:
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. &' 5" &* 0" o'
V=B, ~ -2B,——+(2B, +Bét,))—ax2(3y2 -2B, oo +B, > (4.26a)
63 83 83 63
vy :_Bz4§+(325 +B46) oy (B B56) ooy BS? ’ (4.26b)
82 82 82
(2) _
V" =B, P —2B,; oxdy +B; y > (4.26¢)
£ =20 _CL(C“K —Cyilt )), (4.27a)
33
f“‘)—ﬁg(“—ﬁ —2(k+1)g* + B, T + B, T - B TY - B, T
= C. s .- 24Y2x T P15V 252,y
+8,,0%" +B,0" - B OY -B, U,  (4.27b)
1 _ . j—
g" =C—(C3682(,2 _CIBS:(,/;,)V 18- " ) BnU( ) Bleg, BzzU( +B Ul ot B, Uz v
33

_Blzﬁfil _Blsl_]g?y _314@{?& _325@2 _B24l_]4(tf2x +BS6('_]<3,12/ +B46l_]4<fx)y - (4.27¢)
A fenti egyenletekben:
k" =—£1(0,0), «1 =-£)(0,0), (4.28)

valamint B, a redukdlt rugalmas konstansok:

C]3C3j
B, =C,———=—, (4.29)
C33
és:
b.=0.— . (4.30)

ahol ¢_ a gerenda hossztengelyének elcsavarodasa:

:j:@(z)dz+¢__. (4.31)

Itt ¢_0 a merevtestszeri elfordulast jelsli, mig & (Z ) a keresztmetszet fajlagos elcsavarodasa. A

(4.25)-6s differencidlegyenlet-rendszert az alabbi peremfeltételek mellett kell megoldani:
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d {cp(k) o ‘P(")} { FO E®), F3(k)} Q. (4.32)

ds
ahol:
FY =—x¥ 1.0 cos(m,x). (4.33a)
FY =y + TP cos(m, y) . (4.33b)
FY=7% 0% cos(m,x) . (4.33¢)

A differencidlegyenlet-rendszer megoldasa utan a (4.24)-es osszefiiggések felhasznalasaval ot
fesziiltség komponens mar kiszamithat6. Ha a o, komponenst kifejezziik az dltaldnositott
Hooke-modellbél:

1
o =L (gu«) ~Co — o~ - —c%rf;)) : (4.34)

z
33

(k)

akkor lathato, hogy ennek meghatarozasahoz még az €. alakvaltozas komponens ismeretére

van sziikség, melyet az alabbi 6sszefliggésbol szamolhatunk ki:

eW = i dyy g®  E W (4.35)

ahol:

£ (0,0)=¢l) | (4.36)

cfesfon el el

X y
+[ 78 ax =5 (0.0)x+ [ 40 (0.3) dy 5 (0,0)y}. (4.37)
0

0

Az ebben a kifejezésben szerepld @ﬁ“ a kovetkez6é modon hatarozhaté meg:

oW = j.(
1

0

dy . (4.38)

+ 1 +
# -2

x=0

Az alakvaltozasok ismeretében az eltolédasokat most is integralassal hatarozhatjuk meg, az
alabbi képletekkel:

u= j(i Kldzjdz - j‘U‘ Ez’xdszz + j Ve dz=W z+U+u,, (4.39a)
0\0 0

(VAN
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v:jU@dz}rz [([s dz}m[y dz—W z+V +v,, (4.39b)

(VAN

w=j-(—/c1x—/c2y+szo+§z)dz+W+wr, (4.39¢)

0

ahol u, ,v ,w a merevtestszerii eltolodasok. A W(x,y) 6blosodési fliggvényt az alabbi

r s Voo

differencidlegyenletekbdl hatarozhatjuk meg (pl. k=0 esetén):

w, =0 (y)+rY - s,i”dx—%yi_?)(o,()) : (4.400)

o'—.*< O e

w, =00 (x)+y® - [eVay ——yy) (0,0) (4.40b)
melyeket a W(O, O) =0 kezdeti és a

w (o, 0)_ 9(0,0) ., w,(0,0)== 7y)(0 0), (4.41)

peremfeltételek mellett kell megoldani. Hasonlé moédon az U (X, y) és V(x, y) figgvényeket
az alabbi kezdeti- és peremérték-feladatbdl hatarozhatjuk meg (pl. k=0 esetén):

U,=s". v, yf;” R (4.42a)
v,=e. v, ;73) 8" + 47, (4.42b)
ahol a peremfeltételek:
U,(0.0)=£(0,0) . U, (o,o):%ygy(o,o), (4.43a)
V,(0.0)=£"(0.0) . ¥, (0.0)= 7 (0.0). (4.43b)

és a kezdeti feltételek most is U (0, 0) =0, V(O, 0) =0,

A tobbszintli megoldds sordan a szamitisokat a legmagasabb szinten kezdjiik, ott
meghatarozzuk a sziikséges paramétereket valamint megoldjuk a kezdeti- és peremérték-
feladatokat, majd ezen eredményeket felhaszndlva a szamitasokat az alacsonyabb szinten
folytatjuk. Ezt a procedurat egészen addig folytatjuk, mignem k=0-hoz ériink el. A
végeredményt ekkor a fesziiltségek, alakvaltozasok ¢és eltolédasok - kiilonbozd szintre
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vonatkoz6 - komponenseinek Osszegzésével kapjuk meg. A kovetkezokben - az el6zd
Osszefliggéseket felhaszndlva - bemutatom a koncentralt erével terhelt konzol
megoldasanak fobb 1épéseit. Koncentralt erd esetén K = -1. Tekintve, hogy az alakvaltozasok
polinomjainak legmagasabb fokszdma ki=K+2=1, ezért a megoldas két szintbdl 4ll.

K + 2 = 1 szinten végrehajtand6 szamitasi 1épések:

Tekintve, hogy:
) = I;Ij:;) : (4.44)
ezért 1\41“) =F'. Ebbdl adddoan:
gg)) =0; Kﬁl) :_C33]E; Kl(l) =0; O'_gl) :]Ey; ‘91'(1) :CB[EJ’, i=x,y.2; (4.45a)
A =C, Ly Jmymxzxy; 0V =—Cyt OV == Ly @Y ==, Ly (a45b)
I 21 41 4l

Ezen a szinten a ¢, U3, U4, fos fr 8 O, ¥, O, 0, T,, 7., T, mennyiségek zérus

értékiiek. Ezutan attérhetiink a kovetkez6 szintre.

K + 1 = 0 szinten végrehajtand6 szamitasi 1épések:

F F
£ = (cgsx+cg4y)(§ yj, 0" =0y -,y 0 =05+ Cy o’ (dd60)

X 2])( X

Fo0_ Foo_ F
852) =C,, ﬂ , K = (C35]21 +C34]12)ﬂ , K= (C34103 +C35112)Tx[x > (4.46b)

Ekkor a (4.35)-0s Osszefiliggés alapjan:
F F
850) = _Kl(O)x - K§O)y +Cy, ﬁ"' (C35x + C34y)[zyj : (4.47)
1 F F

= -20" _C_%(CM ((C35]21 +Cyul,,) 211, j_ Cis (Cols +Css1,) 2]x1_x J . (4.48a)

C,C C AP (7 - 7 7
f(o) _ KZC% —%))”{4(713 _C_ﬁjx} 7 +(B45U3(0) + B44U£0)) _(BSSU§0) + B45U£0))

33 33 x - o

(4.48b)
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(k) CieCys =Gy F* _

g C33 21}( (Blsljgo) + B14(74(10) ),w - (stljgo) + 324(74(10) ),xx + (356173(,0) + B46(74(10) )J_y
(4.48¢)
A fenti kifejezésekben:
{Los Lo T I} = [ {53,207,y dd. (4.49)
A
Ezt koveti a parcialis differencidlegyenlet-rendszer megoldasa:
VIO+VIW =g(x,y), VOO +VPW = £, + f (4.50)

az alabbi peremfeltételek kielégitése mellett:
i{d)fk) o ‘P(k)} = {O, 0,-0% cos (m, x) - T cos (ﬁ,y)} . Q-n  (4.51)

Ezutan meghatarozzuk a fesziiltség és alakvaltozas komponenseket, a (4.60)-as dsszefliggések
valamint a Hooke-modell felhasznélasaval

=L g0 0 = g, (4.522)
o) =afl) T, o) =l + ) o) =-at) (4.520)

Ezt koveti a ¢£O) szamitasa az alabbi képlettel:

X

y
8" =4 (0,0) - [&l)dx + | gﬁﬁzdwly(“ -0, y)+%7/(k) (0,0). (4.53)
0

xy Xy xy
0 2

Ebbdl pedig ®§") a (4.38)-es képlettel mar meghatarozhato.

Eltolédasok szamitasa:

Miutan az el6z6 1épésekben elértiink k=0-hoz, ratérhetiink az eltolodasok szamitasara. Ehhez
elészor az U (x, y) , V(x,y) és W(x,y) fuggvények meghatarozasa sziikséges, melyekhez

(4.40)-es és (4.42)-es egyenleteket kell megoldanunk. Ezt kovetdéen pedig a (4.39)-es
egyenletek felhasznéldsaval az eltolodasokra az aldbbi osszefliggéseket kapjuk:

(0)
u=-2 2 —H(O)yz +i C36y+lC352 +2C;5x |yz + y](f) (0, 0)£+ U+u, , (4.54a)
2 21, 2 - 2
K o g0, F Z 1 2 2 0 (0.0)Z
V:—TZ -0 )CZ+2—Ix —C33?—EC3SXZ+C23_)/ —C13x Z+]/yz (0,0)E+V+Vr . (454b)
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F
w= +§(C33z +C5x+C,,) yz+(8£g) - Iq(o)x- Kﬁo)y) Z+W+w, | (4.54¢)

X

ahol x=y=0 helyettesitéssel megkapjuk a gerendatengely eltolodésfiiggvényeit:

(0)
u (z):—Kl—zz+y(0) (0 O)E+¢ +u’ (4.55
0 2 Xz > 2 y ° . a)
(0) 3
K F z z
Y (Z):_%ZZ_ZCI&?-F]/S) (0,0)5+¢X+V0 . (455b)

w, (z)=C34%Z+w° , (4.55¢)

A tovabbiakban ratérek a Lekhnitskii-megoldas [13] rovid ismertetésére. Tekintve, hogy
az imént ismertetett Rand-Rovenski-féle megoldas altalanosabb esetben is hasznalhatd,
valamint, hogy amikor a Lekhnitskii-megoldds hasznalhato ott a két modszer ugyanarra az
eredményre vezet, ezuttal - terjedelmi okokbol - eltekintek a Lekhnitskii-féle dltaldnos
megoldds részletezésétdl®®. Mostani célom a radvégen koncentralt erdvel terhelt ellipszis
keresztmetszetli konzol megoldasanak zart forméaban toérténd szarmaztatasa.

Ehhez tételezziik fel elészor, hogy az altalanos megoldas tengelyiranyd normalfesziiltségi
komponense

F
0. ==z y+6°(x,y) (4.56)

X

modon szamithato, ahol a GS(X, ¥)-os jarulékos tag éppen az anizotrop anyagi tulajdonsag

miatt veendd figyelembe. A tobbi fesziiltségkomponensrdl azt tételezziik fel, hogy értékiik
altalaban nem zérus, de mindegyik fiiggetlen a z koordinatatdl. Most irjuk fel a Cauchy-
egyenleteket, illetve az anizotrop anyagi viselkedés (skalar) egyenleteit!

ot ot 0o or,. Ort,.
0o, S S Ay | W SR A ) B R :Ey, (4.57)
ox Oy ox Oy x oy I

X

illetve

5% Az érdeklédok a részleteket a [13]-as konyvben talalhatjak meg.
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g, =(10,+C0, +..o . +Ci6Tyy, C32y,
Sy = CIZGX + szGy + ....... +C26Txy C23 y, (4‘58)
Vey =C160, +Cy0, +oene . +C6Tyy Cse2y
Vezessiink be egy 1j jelolést:
0
D=Cj;0, + C23Gy +C50. + C34ryz +Cy5T,, + C36txy, (4.59)

mert igy a fengelyiranyu normalfesziiltség jarulékos komponense egyszeriibben felirhato:

o. = 2 —L(CBG;C +Cp30, + 3T, +CasT, - + 0T, ) (4.60)

) C33 C33

Ezzel a jelolési rendszerrel az dltalanositott Hooke-modellt az alabbi format olti:

C F

33 X
gy —Blz(Yx-l-Bzsz-i- ...... +BZ6Txy +£D_£C23Z_y,
Cy 1, (4.61)
’ny — 166X +Bz6c + ....... +B66Txy +%D_£C36Zy.
C33 [x

A (4.61)-es képletek kozil a harmadikat, negyediket ¢és otodiket felhasznalva
meghatarozhatdk az z, y és x tengelyeknek megfeleld w, v és u eltolodasfiiggvények. A tobbi
egyenletet is felhasznalva hosszas levezetés utan Lekhnitskii a kovetkezot kapta:

C
u:—i 2Cl3xyz+C36yzz+iyz2 —ézz—Syz+U+ur, (4.62a)
21, 2 2
FC F Css B
v=6Ti323+Z((Cl3x2—C23y2)z+7x22]—522+8xz+V+v,, (4.62b)
w:—%(Cﬁyzz+C35xyz+C34yZZ)+(Ax+By+C)Z+W+wr. (4.62¢)

X

A D paraméter és a 6_normalfesziiltség az alabbiak szerint alakul:
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F
D=Ax+By+C—7(C35xy+C34y2), (4.63a)

X

F 1 F
. =—]—xzy+C—33(Ax+By+C)—m(C35xy+C34y2)_

(C130 +Cry0, +Cyyt . +Cst,. +CyT, ) . (463D)

A (4.62)-es képletekben szerepld 4,B,C és 9 az egyensulyi feltételekb6él meghatarozando
konstansok, U, V és W pedig olyan fliggvények, amelyeknek ki kell elégiteniiik az alabbi
egyenleteket:

33
e (Cosxy+Cyy?). (4.640)
a_V:Blzcx+Bzzcy+... +BZ6rxy+%(Ax+By+C)— ];CB (C35xy+C34y2), (4.64b)
33 x 33
U oV _ 160, + BygO, oo oot ByeTy, +%(Ax+By+C)—
ox oy g Cys
FC; ’
— Cisxy+C , (4.64c
21xC33( 35XV 34y) ( )
w _ |50, + BysG, + BysT, . + Bss T, + By Ty, +%(Ax+By+C)—
33
FCi n F ) 2
TR (Cosxy+Coyy )+Z(Cl3y —~Cyex’ )+ 9y, (4.64d)
a_W:B14Gx+Bz4Gy+ ...... +B46Txy+&(Ax+By+C)_
33
_ G,

2 F 2 2
e (Cosxy+Coyy )+Z(C23y —Cppx? ) 9x . (4.64e)

Az egyensulyi egyenleteket kielégité tobbi fesziiltségkomponens meghatarozasara a
fesziiltségfiiggvényes technikdt alkalmazzdk ezeknél a feladatokndl. Lekhnmitskii szerint két

fiiggvény (P és \11) felvételére van sziikség:

2 2 2
op y:a—];,rxy=—6—P,rx_:a—w+tl,ty_:—a—w+tz, (4.65)
ox oxdy Oy ) ox
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ahol 7, ¢s 1, a (4.57) alatti egyensulyi egyenletek koziil a harmadiknak a partikuldris

megoldasat jelentik. A (4.64)-es egyenletek koziil az elsé harom illetve utolséd kettd tovabbi
derivalasaval, Osszevonasaval és a fesziiltségfiiggvények behelyettesitésével az alabbi két
differencialegyenlethez jutunk P és \ kapcsolatara:

F o*

LiP+ Ly = E(ZCBCM _C35C36)_ay_2(31472 +By5T, ) -
0’ o*

—(B,Tt, + B, ) +—— (BT, + BT, ), (4.66a

8x2( 24T2 + BysTy) 6x8y( 46T+ BseTy),  (4.662)

F AC,, - BC
LP+Ly= 1—[(C325 ~4C15C )+ (CoyCos =205 ) |29+ E2 238

xC33 33

0 0
X y

A fenti egyenletekben szerepld negyed-, harmad- és mdsodrendii differencidaloperdtorok a
kovetkezdk:

o ot o o o
L,=B,—-2B,——+(2B,, + B ~-2B + B, —, 4.67a
4 2 ot 26 6x36y ( 12 66) o2 5‘y2 16 8x8y3 11 6y4 ( )
o o o o°

L,=-B,,—+(B,- +B;,)——(B,+B + B , 4.67b
3 24 o ( 25 46)8x28y ( 14 56)6x6y2 15 ay3 ( )

2 2 2
L=B, 2 28,0 +p, O 4.67¢)

Ox Ox0y oy

A terheletlen kiilsé feliileteken (a keresztmetszet kontiurvonaldan) az alabbi feltételeknek is
teljestilniiik kell (I" a keresztmetszet hatargorbéje):

oP oP
—=c. —=0,, y=|(r,dx—1dy)+c; . (4.68)
Ox oy !

Ha a keresztmetszet tomor (,.egyszeresen Osszefiiggd™”), akkor a ¢, =0, ¢, =0 értékekkel
dolgozhatunk. A harmadik feltétel is egyszerusithetd, ha elfogadjuk, hogy t,dx —1,dy legyen

zérus a hatarvonalon, igy \ = ¢, ahol ¢; —at tomor keresztmetszeteknél ugyancsak zérusnak

valaszthatjuk.

A fesziiltségeknek a peremfeltételeket is ki kell elégitenitik. Jelen esetben:
[[x,.dxdy=0, [[o. yddy=—F=, (4.69a)
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[[x,.dxdy=—F, [[o, xdxdy=0, (4.69b)

”G: dxdy =0, H(ry:x—rx:y)dxdyzo. (4.69¢)

A hat kifejezés kozil a 1, ést,. nyirofesziltségekre adott feltétel egyszertien

bizonyithatéan teljesiil: az elsénél példaul (a teriileti integralt (az 4 paraméter most a
keresztmetszeti teriiletet jelenti) Gauss-tételével konturintegralla atalakitva és felhaszndlva a
harmadik Cauchy-egyenleter):

ot,.. Ot o\xt,.)] Olxt,.
gt“dxdy:g{r“+x( a;‘+ ;; —Iﬂyﬂdxdy:g ();x )+ (ayy )_Iﬂxy dxdy =

= 'r[x(‘txz cos(n,x)+71,. cos(n, y))dl"—lﬁﬂxydxdy =0. (4.70)

x A

A masik nyirofesziiltségi komponensnél:

o) o) B Fe,
J;_l[‘cy:dxdy—g Fea— 5 T’ dxdy——[—ﬂy dxdy=—F.  (4.71)

X x A

A megmaradd négy feltétel hasznalhaté A4,B,C és 9 ismeretlen paraméterek szamitaséra.

Koziiliik haromnak — részletek nélkiil — az értékét megadjuk [13] alapjan®:
F Gy

244, Cs3

A=B=0,C=- (4.72)

Egy adott feladat megolddsa ezek utdn a két fesziltségfiiggvény "° felvételétsl fiigg. A
kovetkezOkben bemutatom a legegyszeriibb feladatok egyikét, az ellipszis-keresztmetszet
esetére levezett megoldast’'. A feladat vézlata a (4.11)-es abran lathato:

69 A, a keresztmetszet teriilete. A 9 paramétert az utolsé szilardsagi peremfeltételi egyenletbol
lehet meghatarozni.
70 Az analitikusan eddig megoldott feladatok t5bbségénél ezek komplex fiiggvények.

' Ezt a feladatot — ortotrop anyagii gerendara — el8szor Saint Venant oldotta meg, kés6bb Lekhnitskii
altalanositotta a megoldast tetszdlegesen anizotrop esetre.
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4.11 dbra Altaldnosan anizotrop anyagi ellipszis-keresztmetszetii konzol
Az ellipszis alaka keresztmetszet konturjanak egyenlete:

2 2
x_+y_—1

=1, 4.73
at b ( )

A harmadik egyensulyi egyenletnél szamitand6 partikularis megoldast ennél a feladatnal a
kovetkezd forméaban adtak meg:

F 2 2 b2 2
1,=0, 1, =7(y ~ /(). F(x)=b s (4.74)

A feladatnal szamitand¢é fesziiltségkomponensek a fesziiltségfiiggvények segitségével:

o’P o*P o’P oy
6, =—5,0,= T =—,

° T A 20 x =_—’Tx:_
et at Y axdy oy

oy  F [ 5 b’ 2 2
T, =———+— +—x"-b" |,
S 21x(y 7

_F F C, F
) I 2Akm C33 2]xC33
1
33

(4.75)

(C35 xXy+ C34y2 ) -

A fesziiltségfiiggvények kozotti kapesolatot megado (4.66)-os parcidlis differencidlegyenletek
ebben az esetben a kovetkezd alaktiak lesznek:

F
LP+Ly= I—( g - By’ ) (4.762)

X

LP+Ly= IE[( &+ Byc®)x+ g y} 29, (4.76b)

X

ahol
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_ 2C; Gy _ C55C56 _ C325

8 Cy. & = —2C3, (4.770)
Cy3 2G5 2Cy;
3C,,C
g3:—23é 3 _Cy—Cyssc=bla. (4.77b)
33

A megoldas tovabbi lépéseinél az (4.69) alatti hatodik feltételb6l adodoan a § paraméterre
nullat kaptak. Mindezeket figyelembe véve az alabbi fesziiltségfiiggvényeket javasoltdk a
feladat vizsgalatdhoz'*:

2 yz 2
P=pl—+=—-11|, 4.78a
p(az I j ( )

3 2 2 3
X Xy Xy, Jy
W:g(?-Fb—z—XJ-FI"(?'Fb—Z—y]. (478b)

A szamitashoz szilikséges harom paramétert az (4.76) alatti egyenletek segitségével hataroztak
meg (a mésodikat kétszer lehet felhasznalni, egyszer y, méasodszor pedig x nulla értékénél)”.
Az igy kapott (4.79)-es egyenletrendszerbdl a hianyzd p, g és r paraméterek mar
meghatarozhatdk, és igy a megoldas teljessé valik.

4p 3B 2
?[0—2114‘2312 +B66 +3BZZC j—

~q(3Byyc” + Byy + By )+ 7 (3Bys +(Bos + Byg ) * ) = %(g1 - Byc?), (4.7%)

_4_127(332402 + By, + 356)"'9(334462 "'Bss)_z”BuC2 = 2—F(g2 + 3446'2), (4.79b)
da nab

4 3B 2F
—5(325 + By, +—215j —2gB,s + r(B4402 +3B ) =——g,. (4.79)
a c nab

4.3.2. Kapcsolt, monoklinalis anyagu konzol vizsgalata

Most vizsgéaljuk meg az anizotrop gerendaknak azt az esetét, ahol a gerenda anyaga
rendelkezik bizonyos szimmetridval, azonban a gerenda keresztmetszeti sikja nem esik
egybe az anyagi szimmetriasikkal. A legaltalanosabb ilyen eset, amikor az anyag csak egy
szimmelriasikkal rendelkezik, ezért a soron kovetkezd egyenleteket monoklinalis anyaga
gerenddkra mutatom be, fenntartva, hogy az ennél - mar korabban ismertetett - specialisabb
esetekre is hasznalhatok a most szarmaztatott 9sszefiiggések. Mindehhez vegyiink alapul egy
olyan esetet, amikor a gerenda anyaga minden pontban egy szimmetriasikkal rendelkezik,
mely most essen egybe az x-z sikkal. Az ilyen anyagot MON13y-nak szokds jel6lni, ahol a

72 A képletekben szerepld p, ¢ és r meghatarozandé paraméterek.
7 Az ellipszis inercidja: I, = (nab3 )/ 4.
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MON ro6vidités a monoklinalis anyagra, a /3 a feladat leirasahoz sziikséges fiiggetlen anyagi
konstansok szadmara, y pedig az anizotropia fOiranyara utal. Az ilyen anyag
szimmetriaviszonyaira - ahol az anizotropia féirdnya merdleges a gerenda hosszanti z
tengelyére - a (4.12)-es dbra mutat példat.

G
0,
= 0
|
(a) ||| * (b) [T

4.12 dbra MON13y anyagu gerenda: (a) szimmetrikus és (b) antiszimmetrikus kialakitassal

A fenti dbranak megfeleléen az anizotrop gerenddknal meg kell kiilonbozteti két alapvetd
kialakitasi modot. Amikor a gerenda egy rétegb6l, vagy pedig tobb olyan rétegb6l all, ahol a
(4.12)-es abran jeldlt 6, lamindltsagi szog mindegyik rétegnél azonos, akkor a gerenda
szimmelrikus kialakitasu. Ellenben, ha a gerenda tobb rétegbdl all, €s a 0, szog eldjele az
egyes rétegek kozott eltér, akkor antiszimmetrikus kialakitasrol beszEliink.

Az ilyen anyag hajlékonysdgi mdtrixat a (4.7)-es Osszefliggés mutatja. Ez alapjan az
alakvaltozasok és fesziiltségek kapcsolata a kovetkezo kifejezéssel irhato le:

&y ¢, ¢C, ¢, 0 C5 0 |05
&y C12 sz C23 0 Czs 0 Oy
g C, Cy C 0 C 0 ||o,
Y ;.— B (;3 (;3 (;3 Cyy 85 Cis Tyz ’ (+:80)
Y x Cs Cs CGs 0 Gy 0|7,
yol LO 0 0 G 0 Cylz,

melybdl lathaté az anyagra jellemzd rugalmas kapcsoldodas, nevezetesen, hogy egy o,
tengelyiranyu normdlfesziiltség a y,, nyirdasi szogtorzulds megjelenéséhez vezet (és
hasonloképpen, ., fesziiltség hatdsara ¢, alakvaltozas is keletkezik). Jelen esetben az anyagi
szintii rugalmas kapcsolodas mar szerkezeti szintii rugalmas kapcsolédashoz vezet,
melyet a (4.13)-as abra illusztral.
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| S
' terhelés < = Hajlitas és nyirds
\\ /,
P ,/"\\&
Csavaras < > Elcsavarodas
(2) szimmetrikus
Axidlis terhelés || <> || Megwilés
T 7 dsszenyomédis
Pl
Csavaras < > | Elcsavarodis
(b) antiszimmetrikus

4.13 dbra MON13y anyagu gerenda szerkezeti kapcsolodadsa: (a) szimmetrikus és (b) antiszimmetrikus kialakitas
esetén

A fenti dbra azt mutatja, hogy egy szimmetrikus kialakitast, kapcsolt anizotrop gerendanal,
egy keresztiranyu terhelés, mig egy antiszimmetrikus kialakitasu gerendandl, egy egyszeri
normalerd hatasara, a keresztmetszet elcsavarodasa kovetkezik be. Az ilyen szerkezeti szintii
rugalmas kapcsolodasi jelenséggel bird gerenddkat nevezziik kapesolt gerendaknak, utalvan
arra, hogy a gerenda globdlis szabadsagfokai kozott bizonyos kapcesolat éll fent.

A kovetkezOkben - [14] alapjan - egy kozelité analitikus megoldasi technikat mutatok be,
mellyel meghatarozhatjuk a monoklindlis (és ennél specidlisabb) anyagt, kapcsolt gerendak
deformacioit és fesziiltségeit. A mddszer kozelitd volta abban all, hogy a keresztmetszetek
sikbeli torzulasatol eltekintiink. Ekkor a semleges tengely uy(z), vo(2) és wy(2) eltolodasat
¢és ¢(z) elcsavarodasat - melyek a keresztmetszetek merevtestszeri deformacioit jellemik -,
valamint a YW(x,y,z) hdromdimenziés éblosodési  fiiggvényt  keressiik, mellyel a
keresztmetszetek sikra merdleges torzulasat irjuk le. Megjegyzem, hogy az oblosodési
fiiggvény keresztmetszetre vonatkozé atlaga zérust kell, hogy adjon, vagyis:

[[wda=0. (4.81)

A

A fenti elhanyagoldasok miatt az alabbi "hianyos" alakvaltozasmezdével szamolunk a
tovabbiakban:

82 = wO,z _xuo,zz +yv0,zz +\P,z’ yyz = x¢,z +\P,y éS yxz = y¢,z +11J,x : (482)

Ekkor a (4.80)-nal latott 6sszefiiggés helyett egy redukalt alakvaltozds-fesziiltség kapcsolattal
dolgozhatunk:
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7. |=0]7, | (4.83)
TXZ yx:
ahol:
Css 0 _ Css
2
Q 0 Q C33C55 - C35 C33C55 - C325
33 35
1
=10 9, 0 |= 0 o 0 : (4.84)
- Q35 0 st .
_ C35 0 C33
L C33C55 _C325 C33C55 _C325 _

A négy "globalis" (teljes keresztmetszetet jellemz6) deformacios paraméter - uy(2), vy(z),
wo(2), p(z) - és az egy "lokalis" deformacids paraméter - W(x,y,z) - meghatarozasahoz az
alabbi - egyensulyi feltételb6l adodd - négy integrdl- és egy differencidlegyenletet kell
megoldani:

o +re.+7,,+X,)d4=0, (4.85a)
A

H (Gy,y R R )dA =0, (4.85b)
A

J].(O-Z,Z + sz,x + Ty:,y + Zb )dA =0 ’ (485C)
A

J;J.(O'yy +7,, 47,11, )di —J;J.(O'x,x +7..+7,, +4, )ydA =0, (4.85d)

o..+7.,.+7,.,+Z,=0. (4.86)

z,z

Az egyenletek megoldéasakor az alabbi peremfeltételeket kell kielégiteni:

Uy =vy=wy=u, =v, =¢=0, x=y=2z=0-ndl, (4.87a)

MX :.”—y-()'sz, My :IJ.—x-o-sz’ z=1 _nél’ (487b)
A A

Z =1,_-cos(m,x)+7,-cos(m,y), Q-n (4.87¢)

Az analitikus megoldds most is St. Venant szemi-inverz mddszerével torténhet. A
tovabbiakban ezt a koncentralt teherrel terhelt konzolra esetére mutatom be. A szemi-inverz
modszeren alapuld megoldas soran azzal a kezdeti feltételezéssel €liink, hogy az 6blosodési
fiiggvény az alabbi formdban irhato fel:
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oy __6FCy { > (éj y} 4y, (4.88)

b’ | 3 2
Ekkor az alakvaltozasmezdére ¢s az anyagmodellre vonatkozd (4.82)-es és (4.83)-as

Osszefliggések alapjan:

0. = | On (Vo +4.x) 420,56, |, (4.89a)
T,.= +%{y2 —%j, (4.89b)
7. =3[ O (v +4.x) 42050, |. (4.89¢)

A ¢ _x -es tagok elhanyagolasakor az alabbi csavaras-hajlitas kapcesolathoz jutunk:

b O : (4.90)
Vo, 20
A (4.89)-es és (4.86)-0s egyenletek alapjan:
12F Oss (4.91)

V zzZ == : °
" bh* Qy,0:5 - O

A (4.91)-es kifejezés z szerinti integralasaval és a (4.90)-6s kapcsolat felhasznalasaval az
alabbi eredményre jutunk:

2F 5 3F z | 3F
Yo :W'an (3Z_Z)+Z_h:’ es g = W'%SZ(ZI -z), (4.92)
ahol:
Ay , Ay
qy; = s Qug = €S (35 =— (4.93)
A33A55 - A325 A44 ’ A33A55 - A325

A (4.92)-es eredmények (4.89)-be valo behelyettesitésével a fesziiltségekre az alabbi
Osszefliggéseket kapjuk:

12F

P YE y(l-2z), (4.94a)
6F( , b°

=4 -, 4.94b

z-)’Z bh3 (y 4 j ( )
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6F %25
bi’ 935955 _%25

r_=+ (4.94c)

Ezek utan a kovetkezokben ratérek a kapcsolt gerenddk legaltaldanosabb esetének
ismertetésére, amikor a gerenda dltalanos anizotrop anyagbdl késziil.

4.3.3. Nem kapcsolt, monoklinalis anyagu konzol vizsgalata

Ezuttal vegylik alapul azt az esetet, amikor a gerenda anyaga (minden pontban) egy
szimmetriasikkal rendelkezik, és ez a sik egybeesik a gerenda keresztmetszetének sikjaval.
Az ilyen tipusu anizotrop anyagu gerendat a szakirodalomban MON13z-nek szokas jel6lni,
ahol z - az anizotropia foiranya - egybeesik a gerenda hossztengelyével. Az ilyen anyag
viselkedését a (4.3)-as és (4.4)-es Osszefliggés mutatja. Megallapithato, hogy az anyagi szinti
rugalmas Kkapcsolédas cebben az esetben nem jar szerkezeti szinti rugalmas
kapcsolodassal, hiszen az ¢, alakvaltozds komponensre a T,, €s T,, nyirofesziiltségeknek

nincsen hatasa, €s hasonléan, a g, normalfesziiltség, valamint a y,, €s Yy, nyirasi

szogtorzulasok kozott sincsen kapcesolat. Az ilyen tipusu gerendat nem kapesolt gerendanak
nevezzik. A vizsgalt gerenda lehetséges anyaganak szimmetriaviszonyaira a (4.14)-es abra
mutat egy példat.

=

o
7

4.14 dbra MON13z anyag szerkezete (Forras: [14])

A (4.14)-es abran lathato anyag a MONI3z anyagok olyan specidlis esete, amikor a
koordinata-rendszer megfelelé z tengely koriili elforgatasaval orfotrop anyaghoz jutunk’”.
Ilyenkor az anyag viselkedése valdjaban 10 konstanssal irhat6 le (kilenc anyagi konstans
tartozik az ortotrop esethez, és egy konstans irja le a forgatast). A levezetések soran tovabbra
is 13 fliggetlen paraméterrel dolgozunk, és igaz az, hogy a megoldas ennél egyszeriibb anyagu
esetekre - ortotrop, tetragondlis, keresztiranyban izotrop, kobos €s izotrop anyagu gerendakra
- is érvényes.

™ Ezt az elforgatast illusztralja a (4.14)-es abran szerepld jobboldali abra. A vesszével
megkiilonbzotetett x’ és y' bazisban az anyagi hajlékonysagi matrix az ortotrop anyagra jellemz6 (4.8)-
as struktarara médosul.
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A megoldds St. Venant szemi-inverz modszerével torténhet, mely soran egy
feltételezéssel elore felvessziik a végsd megoldas matematikai forméjat, mely természetesen
még ismeretlen paramétereket tartalmaz. A feladat ilyenkor ezen paraméterek
meghatarozasara iranyul ugy, hogy a kapott megoldds minden eldirt feltételnek megfeleljen.
Az anyagmodellt latva jelen feladat sordn harom fesziiltségkomponensre van sziikségilink. A
szemi-inverz modszer soran ezeknek a megoldasat jelen esetben - [14] alapjan - egy Un. y
hajlitasi fiiggvény bevezetésével az alabbi alakban keressiik:

F(L-
o, = _%Z) 5, (4.952)
fe = @+ Cutt=Costy). T = (PP -Cut+ Coty). - (4950)
X 0 x 0

ahol a y fiiggvénynél szerepl6 alsé index az adott valtozo szerinti derivalast jeldli, valamint:

2

P* = phx* + pixy+ phy’ . OF =qix’ +qixy+qhy’, Co=C,Css —Cls,

p;( _ C45 (C13 +2C33) pz _ C44 (C13 _2C33) p;( _ C44C36 _C45C23
20 — > P11 T ’ - ’
2C, Cy G
ql _ Css (C13 + 2C33) q)‘ _ C45 (2C33 _C13) (]Z _ C55C23 —C36C45
20 — > 111 T > - :

2C; Cy G

A fenti fesziiltségekre vonatkozo Osszefiiggések bizonyos egyensulyi és peremfeltételeket
kielégitenek, kivéve a

0
a;’c‘: + ;’ + a;: +Z,=0 (4.96)

z iranyu vetiileti egyensulyi egyenletet - ahol Z}, a térfogati erdk z irdnyu komponensét jeldli -,
valamint a gerenda kiils6 peremére vonatkozo természetes peremfeltételt

Z =1, -cos(m,x)+7, -cos(m,y), 4.97)

s

ahol n a keresztmetszet konttrjanak kifelé iranyitott normalvektora. Ezek alapjan a x hajlitasi
fiiggvény felvételekor az aldbbi masodrendii parciilis inhomogén differenciilegyenletet
kell megoldanunk:

VO y=Fix+Fy (4.98)

a keresztmetszeten (A-n), az alabbi kezdeti feltétel:
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2(0,0)=0, (4.99)
¢€s a Neumann-tipusu peremfeltétel betartdsa mellett:

D/ y = P* cos(n,x)+ Q% cos(n, y), (4.100)

melyet a keresztmetszet kontirja mentén (2-n) kell kielégiteni. A fenti egyenletekben ng) az
adltalanositott Laplace-operdtor:

) o 0 o
V§)=C44§—2C4sax—ay+css§, (4.101)

D pedig a Neumann-tipusii peremoperdtor:

9
ox

0

0 _ 0 _
D= (CM —Cys 5) cos(m, x) + (—C45 > +Cs 5) cos(m,y), (4.102)

valamint

= ., =, C,+CC+C.C,-C,C,—2C,C
Fi=4C,, és Fr=—0"—n=s 13(4;1 3645 3u
33

(4.103)

A x hajlitasi fiiggvény meghatarozasa utan az eltolddasok az alabbi képletekkel szamithatok:

vt (1) G+ Cor o gy (@104
F 2 2 1 2 0
v=to - (1-2)(Cyx” = Cppy” )+ s l—gz 2|V —gz+éx, (4.104b)
F 1 P 0
w=+[—C33 Z_EZ XY+ |tw —gx+4y. (4.104¢)

Konzol esetén a fenti egyenletekben szerepldé nulla felsé indexszel jel6lt paraméterek az
alabbi értéket veszik fel:

F , F
u'=v"=w'=¢"=0, ¢, =—;C33;(x(0,0) és ¢, =+7C33;(y(0,0). (4.105)

A x hajlitasi fiiggvény analitikus megoldasara csak nagyon kevés példat lehet talalni a
szakirodalomban, ¢és azok olyan specialis alaka Kkeresztmetszetre (pl. ellipszisre)
vonatkoznak, ahol a szerzOk mar a megoldas elején ismerték (vagy feltételezték) a homogén
egyenlet dltaldnos megoldasat, és tovabbiakban csupan a partikuldaris megoldds
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meghatarozasara kellett torekedniiik. Munkdmban ezért a fenti kezdetiérték- és peremérték-
feladat analitikus vizsgalata helyett annak numerikus megolddsdara torekedtem, melyet a
véges differencidk modszerével hajtottam végre. A kovetkezOkben négyzet keresztmetszetre
bemutatom az altalam javasolt megoldas végrehajtasanak menetét.

A numerikus megoldas sordn a kezdetiérték- és peremérték feladattal leirt folytonos
problémat diszkretizaljuk 0gy, hogy a keresett fliggvény értékét csak véges szdmu pontban
hatarozzuk meg. Célszerli ezen pontok helyét ugy felvenni, hogy azok egy szabalyos racsot
alkossanak. A keresztmetszeti teriilet ily modon torténd diszkretizalasat a (4.15)-0s abra
illusztralja.

. Ts Y Y5 Y6 Y7 Tie )
-2 E
Too 20 +21: Yo T Tu
Tos *as +27: e Y20 Ta0
TR VT 32 a3l Y37 '35 ‘s ¢
Vy
b
* +

4.15 dbra Azon keresztmetszeti pontok helyzete, ahol meghatdrozzuk a keresett fiiggvény értékét

A véges differenciadk modszerének alapgondolata az, hogy a vizsgdlt pontokban a
differencidlegyenletet oly moddon irjuk fel, hogy a benne szereplé derivaltakat
differenciahdnyadossal kozelitjiik. Ekkor a differencialegyenlet megoldésa egy (jelen esetben)
linearis egyenletrendszer megoldasara redukalodik, ahol az ismeretlenek az osztépontokhoz
tartozd fliggvényértékek. Az i-edik sorhoz és j-edik oszlophoz tartozé osztopontban a (4.98)-
es differencidlegyenlet kozelitése az alabbi egyenletre vezet:

1

1
Cy ey I:;(,—l,_/ - 2;(,,(, T X, ] —2C,; W

k [Zl+1,_/+1 - Zl—l,‘[+1 + zl—l,./—l - Zl+1,_}—1j| +

1 o
+Css F[z,,,_l ~27, K | = Fix, + Ly, (4.106)

A fenti egyenlet alapjan az egyenletrendszert matrix alakban a kovetkezoképpen irhatjuk fel:
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1 1 1
[CM'FQH_2C45'4_/€2QW+CSS'Fl:)w}_fzb‘ (4.107)

A D

=xx 2

D, és D  matrixok ritka, savszerkezetli matrixok. A belsd pontok esetén (a fenti

abran lathaté n=6-os felosztast figyelembe véve) az aldbbi szabalyos strukturaval
rendelkeznek:

-2 1 0 0 0 0 0 0 0 o0

1 21 0 0 O O O 0 O

o 1 -2 1 0 O O O O O

o o 1 -2 1 0 0 0 0 O

o o o0 1 -2 1 0 O O 0 -
D = , (4.108)
= o o o0 o0 1 -2 1 0 O O -

o 0 0 o0 o 1 -2 1 0 O

o 0 0 o0 o o0 1 =21 0

0 0 0 0 0 O 1 2 1

0 0 0 0 0 O o 1 =2

o 06 0 0 0 -1 0 1 O O

o 06 0 0 0 O -1 0 1 O

o 0 0 0 0 0 0 -1 0 1

o 06 0 0 0 O O O -1 0

o 06 0o 0o 0 0 0 O 0 -1 -
D, = , (4.109)

-1 0 0 0 0 0 O O O 0 -

o -1. 0 0 0 0 O O O O

1 6 -1 0 0 O O O 0 O

o 1 0 -1 0 0 O O O O

o 0 1 0 -1 0 O O O O
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2 0 0 0 0 0 1 0 0

0 2 0 0 0 0 0 1 0

0 0 2 0 0 0 0 0 1

0 0 0 2 0 0 0 0 0
-0 0 0 0 20 0 0 0
=10 0 0 0 0 -2 0 0 0
1 0 0 0 0 0 -2 0 0
01 0 0 0 0 0 -2 0

0 0 1 0 0 0 0 0 -2

0 0 0 1 0 0 0 0 0

S O O O O = O O O

|
\S)

(4.110)

A matrixok fenti alakja csak a belsé pontokra vonatkozik. A peremen és az ahhoz kozel esd
pontoknal a fenti savszerkezet megvaltozik, hiszen ha példaul a (4.15)-6s abran lathatd 13-as
pontban kozelitjikk a vegyes parcialis derivaltat centrdlis differenciahdnyadossal, akkor ennek
eloallitasdhoz a (4.16)-os abran zo6ld szinnel jel6lt négy pontban kellene ismerniink a

fuggvény értékét,
J=1 . .
S T
21 7 %
T3 T1a is
22 Tro %20 T
4.16 dbra Fiktiv pontok figyelembevétele
hiszen:
%13 ~ ﬁ[m ~ Xs+ oo = Xua |-

(4.111)

Mint lathato, az szl-el és sz2-vel jelolt pontok kiviil esnek a y fliggvény értelmezési
tartomanyan, igy a (4.111)-es kifejezés direkt modon nem hasznalhat6. Noha ezekben a "fiktiv
pontokban" valdjaban nem beszélhetiink fliggvényértékrdl, ezeket a 'fiktiv értékeket” a
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(4.100)-as Neumann-féle peremfeltételek figyelembevételével mégis kifejezhetjiik az
értelmezési tartoméanyba es6 racspontokban 1€vo fiiggvényértékekkel, hiszen azt tudjuk, hogy:

0 0 1 1
Cu e ~CuZt| = Cug 2+ a]=Cos [0+ 215]= Pt + Pl + ployn (4112)

Hoxl, Toy| 2k
Innen pedig:
X 2 X X 1 2k
X1 =—| PoX; + Dix, Y, + Py, +Cys E[_)(l +Zl3] C_"'Zs- (4.113)
44

Ezt visszahelyettesitve (4.111)-be, lathato, hogy a D  matrix 13. sora jelentSsen eltér a

(4.109)-as Osszefliggésnél latott strukturatol.

A fenti modszerrel tehat csak bizonyos - véges szdmu - pontban hatarozzuk meg a fiiggvény
értékét. Ahhoz, hogy a fiiggvény értékét (kozelitdleg) a teljes értelmezési tartomanyon
megkapjam, harmadfoku spline-interpoldciot végeztem el. Az igy kapott hajlitasi fiiggvény a
(4.17)-es abran lathato.

Hajlitasi fliggveény

o“?:&"' 17

i
TR
S
<
il

Haijlitasi fiigywény értékei [-]

- keresztmetszet széle [
keresztmetszet széle [] H

4.17 dbra Hajlitasi fiiggvény

Az anizotrop konzolok ezzel a modszerrel kapott fesziiltségeit €s eltolodasait, a kovetkezd
fejezetben, a numerikus példaknal mutatom be, Gsszevetve a 3D végeselemes szimuldciok
eredményével.
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4.4. Anizotrop anyagu gerendak fesziiltségeinek és elmozdulasainak

numerikus vizsgalata

4.4.1. Altalanos anizotrop anyagi konzol numerikus vizsgalata

Ebben a pontban egy 4ltaldnos anizotrop anyagu konzol fesziiltségeit €s elmozdulasait
vizsgalom. Eldszor a (4.3.1)-es pontban ismertetett Lekhnitskii-féle modszerrel meghatarozom
egy 1,5 m hosszu, kor keresztmetszetti (150 mm sugaru), radvégen F=100 kN-os koncentralt
erdvel terhelt konzol fesziiltségeit és elmozdulasait, majd késébb, 3D végeselemes
szimuldciokat végzek ugyanezen mennyiségek szamitdsara. A szamitasokat egy fiktiv anyaga
szerkezetre végzem el. Most is igaz az, hogy els6ésorban nem az eredmények abszolut
értékére, hanem a kiilonb6z6 mddszerrek eredményei kozott 1€vo eltérésekre fokuszalok. A
szamitasok reprodukalhatosaga érdekében, a (4.114)-es Osszefiiggésben megadom a vizsgalt

fiktiv altalanos anizotrop anyag hajlékonysdgi mdtrixdt.

[0,0476 —0,0167 —0,0167
~0,0167 0,0556 —0,0133
~0,0167 —0,0133  0,0667
= 0,0094 0,0156  0,0144
0,0187 0,0313  0,0287
| 0,0141  0,0234  0,0216

0,0094
0,0156
0,0144
0,1818
0,0333
0,025

0,0187
0,0313
0,0287
0,0333
0,125
0,025

0,0141 |
0,0234
0,0216
0,025
0,025

0,1667 |

1

4.114
MPa ( )

A konzol végeselemes modellje és a gerenda elmozdulasai a (4.18)-as abran lathato.

4.18 dbra Altaldnos anizotrop anyagii kér km-ii konzol elmozduldsai

Tekintve, hogy az altalanos anizotrop anyagu gerendak is a kapcsolt gerendak csaladjaba
sorolhatok, a gerenda a lehajlason tal - a szerkezeti szintii rugalmas kapcsoloddsnak
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megfelelden - elcsavarodast is produkal, ahogy errdl a (4.19)-es abran is meggydézodhetiink,

ahol a pontok vizszintes elmozdulasait abrazoltam.

-414E-03 -027344
-014175

4.19 dbra Altaldnos anizotrop anyagii konzol pontjainak x irdnyii eltoléddsa

A tovédbbiakban ismertetem az igy kapott eredményeket. A Lekhnitskii-megolddsban
szereplo (4.79)-es egyenletrendszer megoldasa utan az Fi(x,y) fesziiltségfiiggvényre a (4.20)-as

abran lathato eredményt kaptam.
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4.20 dbra F(x,y) fesziiltségfiiggvény (az értékek N-ban értenddk)

A W (x,y) fesziiltségfiiggvényre az alabbi eredményt kaptam:
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Pszi fesziiltségfliggvény
150 | 50
40
100 -
30
- 20
50 -
E
E - o
B
5 B H
E o- - 10
=]
Bl
L
ga = +-10
£
A0 -
Pl
00 F 0
-40
-180 -
-50
| 1
-200 -150 -100 -50 1] a0 100 150 200
szélességi méret [mm]

4.21.a dbra ¥ (x,y) fesziiltségfiiggvény (az értékek N/mm dimenzioban értenddk)

4.21.b dbra ¥ (x,y) fesziiltségfiiggvény

A fesziltségfiiggvények ismeretében - a (4.75)-6s egyenletek segitségével - mar
meghatarozhatok az egyes fesziiltségkomponensek. Az analitikus megoldassal a o,
keresztiranyu normalfesziiltség keresztmetszetek menti eloszlasara a (4.22)-es abran lathato
eredményt kaptam.
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SzigmaX normalfesziiltség eloszlasa
150 -
0.0z
100 -
- 40
50 -
B
E
B - ooz
Bl
£ n-
=
Bl
w
8
g Y
g .
-0 -
-0.06
-100 -
S50 — -0.058
_ |
-200 -150 -100 -50 0 a0 100 150 200
szélességi méret [mm]

4.22 dbra o, keresztiranyu normalfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa az analitikus megoldds szerint
(az értékek N/mm’ dimenzioban értenddk)

A 3D végeselemes szimuldacioval o, keresztiranyu normalfesziiltség keresztmetszetek menti
eloszlasara az alabbi eredményt kaptam.

-.070583 g -.012568 : 045446
-.041575 .016439

4.23 dbra o, keresztiranyu normalfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa a numerikus megoldds szerint
(az értékek N/mm’ dimenzioban értenddk)
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A oy, keresztirdnyl normalfesziiltség keresztmetszet menti eloszlasira a Lekhnitskii-féle
megolddssal a (4.24)-es abran lathatd eredményt kaptam.

SzigmaY normalfesziiltség eloszlasa
150
100
=0
a0 -
B
£ - Jooz
B
Bl
£ ok
=
L]
é
g - 004
£
A0
-0.06
-100
-0.08
-150
-200 =150 -100 -50 0 a0 100 150 200
szélességi méret [mm]

4.24 dbra o, keresztirdnyt normalfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa az analitikus megoldds szerint

(az értékek N/mm’ dimenzioban értenddk)

Ezzel szemben a 3D végeselemes szimuldcidval a,, normalfesziiltség eloszlaséara a kovetkezot
kaptam eredményiil.
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4.25 dbra o, keresztirdnyi normalfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa a numerikus megoldds szerint
(az értékek N/mm® dimenzioban értenddk)

A (4.22)-(4.25)-6s abrak alapjan azt lathatjuk, hogy a Lekhnitskii-megolddssal kapott
eredmények jol kozelitik a végeselemes szimuldciok eredményét. Ezekben az esetekben a két
modszerrel szamitott szélsOértékek kozott 2%-ndl kisebb eltérést tapasztaltam. A 7,

nyirofesziiltségekre kapott megoldasaim a (4.26)-os és (4.27)-es, mig a T,, -re kapott
eredményeim a (4.28)-as és (4.29)-es abran lathatok.
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TauXY normalfeszlltség eloszlasa
1580 -
0.02
100
0
a0 -
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£ - Jom
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N
£ ok
®
o
é - +-0.04
g
£
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-100
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-180 1+
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4.26 dbra T, nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa a Lekhnitskii-féle analitikus megoldds szerint

(az értékek N/mm® dimenziéban értenddk)

00447

4.27 dbra T, nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa a végeselemes megoldds szerint
(az értékek N/mm® dimenzioban értenddk)
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TauXZ nyiréfesziiltség eloszlasa
08
180 -
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100 - 0.4
- 0.2
a0
E
£ - o
E
@
£ ok
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o
g
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=
E 0k = 04
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4.28 dbra t,., nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszlasa a Lekhnitskii-féle analitikus megoldds szerint
(az értékek N/mm® dimenzioban értenddk)

-1.1040¢ —.6 : -2 176511
- . 890649 .4 -.036921

4.29 dbra t,., nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa a végeselemes megoldds szerint
(az értékek N/mm’ dimenzioban értenddk)
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TauYZ nyiréfesziiltség eloszlasa

o
160
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10 - 0.4
- 0B
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E
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B
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2 S
W
8
=
£
50 - = 12
- 1.4
-100 -
1B
180 18

-200 -1580 -100 -50 a 50 100 150 200
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4.30 dbra T, nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa az analitikus megoldds szerint
(az értékek N/mm® dimenzioban értenddk)

-1.26169

4.31 dbra T, nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa a végeselemes megoldds szerint

(az értékek N/mm® dimenzioban értenddk)
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A (4.26)-(4.31)-es abrakon lathatdé eredmények is igen jo egyezést mutatnak. A szélsoértékek
kozott maximum 3-6%-os eltérést figyelhettiink meg. A o, hossziranyd normalfesziiltségek
esetén is az eldzoekben megfigyelt kb. 5%-os eltérést figyelhetjik meg a két modszer
eredményei kozott, ahogy errdl a (4.32)-es €s (4.33)-as abrakon meggy6zddhetiink.

SzigmaZ nermalfesziiltséy eloszlisa

-20

-25

-100 ] 100 200
szélességi méret [mm]

4.32 dbra o, normdlfesziiltség kozépsG km. menti eloszlasa a Lekhnitskii-féle analitikus megoldds szerint
(az értékek N/mm® dimenzioban értenddk)

4.33 dbra o, normdlfesziiltség kozépsG km. menti eloszldsa a végeselemes megoldds szerint
(az értékek N/mm® dimenzioban értenddk)
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Ebben a pontban egy fiktiv MONI3y anyagi konzol fesziiltségeit és eltolddasait
vizsgalom. Ehhez eldszor elvégzem a (4.3.2)-es pontban szerepld kozelité analitikus modszer
megoldasat, majd ezeket az eredményeket Osszevetem 3D végeselemes szimuldcio
eredményével. A numerikus vizsgalatok céljara egy 1,5 m hosszi konzolt véalasztottam, 30 cm
oldalhosszi négyzet keresztmetszettel. A koncentralt terhelés ezuttal is F=100 kN nagysagu
volt. Az alfejezet célja annak megvizsgalasa, hogy a kozelitd, kézi megoldassal kapott
eredmények mennyire kozelitik meg a testelemes végeselemes szimuldciok "pontos"
eredményeit. A szamitdsok soran vizsgalt gerenda anyaganak hajlékonysdgi matrixdt, a
(4.115)-6s 6sszefiiggés mutatja be.

c=10"

0,0476 -0,0167 -0,0167 0 0,0187
-0,0167 0,0556 -0,0133 0 0,0313
-0,0167 -0,0133 0,0667 0 0,0287

0 0 0 0,1818 0
0,0187 0,0313  0,0287 0 0,125
0 0 0 0,025 0

0

0

0
0,025

0

0,1667 |

L @115

MPa

A kovetkezOkben ratérek az eredmények bemutatdsdra. A vizsgélt, - gerendavégen
fiiggdleges koncentralt erével terhelt - konzol elmozdulasai a (4.34)-es dbran lathatok.

A{BVE)

15606
+15608

4.34 dbra MON 13y anyagii konzol elmozdulasai

A fenti abran jol kivehetd a gerenda elcsavarodésa, vagyis a szerkezeti szintii rugalmas
kapcsoloddas jelensége. Az elcsavarodast a (4.35)-0s abra is jol illusztralja, ahol a pontok
vizszintes eltolddasat lathatjuk.
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4.35 dbra MON 13y anyagii konzol pontjainak x irdnyu eltoloddsa

A gerenda lehajlaséara kapott eredményeket a (4.36)-os dbran abrazoltam.

Lehajlasfiiggveny

Rand-Rovenski

Lehajlds [mm]

0 500 1000 1500
Gerenda hossztengelye [mm]

4.36 dbra MON13y anyagu konzol lehajldsa

A fenti abra alapjan megallapithatdo, hogy a kozelitd analitikus megoldassal kapott
lehajlasfiiggvény csak bizonyos hibaval koézeliti a végeselmes szimuldciok eredményét. A
maximalis lehajlasra vonatkozoan a kozelitd analitikus megoldds relativ hibdja a végeselemes
szimuldciok eredményéhez viszonyitva 17,28%.

A széls6 szalban 1évd hossziranyd normalfesziiltségekre a (4.37)-es abran lathato eredményt
kaptam.
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Szélsdszal fesziiltség
L] R e

----- Rand-Rovenski
----------------------------------- —VEM 3D

[¥%)
=

& ma =]
(55} = (5]

Normalfesziilts ég [N/mm?Z]
=

0 500 1000 1500
Gerenda hossztengelye [mm]

4.37 dbra MON 13y anyagii konzol hossziranyi normdlfesziiltségei a felsd szélsd szdalban

A fenti 4bra alapjan megallapithatjuk, hogy - a lokalis hatasokat leszamitva - a kozelité
analitikus megoldassal kapott normalfesziiltségek nagyon jol megkozelitik a végeselemes
szimuldacio eredményét. Bizonyara ez részben most is annak koszonhetd, hogy statikailag
hatdrozott szerkezetet vizsgaltam. A kozelitd analitikus megolddssal kapott T,,

nyiréfesziiltségek keresztmetszet menti eloszlasat a (4.38)-as abran lathatjuk.

TauYZ nyiréfeszilltség eloszlisa TauYZ nyirdéfeszlltség eloszlasa
R 6z e 141 34 ada gz gz aga ceagueeepu
100
= £
£ =z
E =
= P
3 z
£ S 3
S

= I e
= oy
b 5 R
€ = SR,
= = R
2 ™~
E = -

]

=

. L 150 -150 magassagi méret [mm]
szélességi méret [mm] szélességi méret [mm]

4.38 dbra T, nyirdfesziiltség eloszldsa a keresztmetszet mentén az analitikus megoldds szerint

A 3D végeselemes szimuldcidéval kapott T,,, eloszlast a (4.39)-es dbra mutatja.
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-1.80728 5 -.8954g11 : —-.0015943
-1.43095 478277

4.39 dbra T, nyirdfesziiltség eloszldsa a keresztmetszet mentén a végeselemes szimuldcic alapjan

(az értékek N/mm® dimenziéban értenddk)

A (4.38)-as €s (4.39)-es abrak alapjan elmondhato, hogy a 7,, nyirofesziiltségeknél is jo
egyezést tapasztaltunk. A 1,, nyirofesziiltségek keresztmetszet menti eloszlasara a kozelitd
analitikus megolddssal a (4.40)-es abran lathaté eredményt kaptam.

TauXZ nyiréfesziltség eloszlasa TauXZ nyiréfesziiltség eloszlasa

150

100

a0

£ 150

£

-503

mh-
0
-150 8 m
-180 -100 &0 ] 50 100 150
szélességi méret [mm] szélességi méret [mm]

magass agi méret [mm]
o

TauXZ nyirdfesziiltsdg [N/mm?]

-100

-£0 " 100

magassagi méret [mm]

150 180

4.40 dbra t,., nyirdfesziiltség eloszldsa a keresztmetszet mentén az analitikus megoldds szerint

A 3D végeselemes szimuldacioval kapott T, eloszlast a (4.41)-es dbra mutatja.
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-144094
-102324

4.41 dbra t,., nyirdfesziiltség eloszldsa a keresztmetszet mentén a végeselemes szimuldcio alapjdan
(az értékek N/mm® dimenzioban értenddk)

A (4.40)-es és (4.41)-es abrak azt mutatjak, hogy a 7,, nyirofesziiltségeknél jelentds eltérést
figyelhetiink meg a két modszer eredményei kozott. Ez volt az egyetlen eset, ahol azt
tapasztaltam, hogy a kozelit analitikus megoldéssal kapott eredmény tavol all a numerikus
szimulacidk eredményétol. A (4.41)-es abran a t,, nyirofesziiltségek x szerinti eloszlasa -
kozelitben - egy harrmadfokt polinommal irhaté le. Ugy vélem, hogy a fenti abrakon latott
eltérés oka az, hogy a (4.94.c) egyenlettel leirt analitikus megoldasban x az els¢ hatvanyon
szerepelt. Ez nyilvanvaloan hibds 0Osszefiiggésekhez vezet, hiszen a keresztmetszet
(terheletlen) peremein, - x=-b/2-nél és x=b/2-nél - az x iranya nyirdfesziiltségekre zérus
értéket kellene kapnunk.

4.4.3. Nem kapcsolt monoklinalis anyagu konzol numerikus vizsgalata

Nem kapcsolt gerenddk esetén, hajlitds hatdsdra elcsavarodd viselkedést méar nem
figyelhetiink meg. A MONI13Z anyagu gerenddkra jellemzd alakvéltozast a (4.42)-es abran
lathatjuk.

4.42 dbra Nem kapcsolt gerenddk alakvdltozdsa
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A kovetkezOkben bemutatom, hogy nem kapcsolt gerendak esetén a Lekhnitskii-féle

megoldassal kapott eredmények, mennyire kozelitik meg a numerikus szadmitasok
eredményeit. A szamitds bemend adatai megegyeznek az 4ltaldnos anizotrop anyagu
konzolndl alkalmazottakkal, azzal a kiilonbséggel, hogy jelen esetben, a vizsgalt gerenda

anyaganak hajlékonysdgi matrixa az alabbi mdédon alakult:

c=10"

[ 0,0476 -0,0167 -0,0167 0 0
-0,0167 0,0556 -0,0133 0 0
-0,0167 -0,0133 0,0667 0 0

0 0 0 0,1818 0,0333
0 0 0 0,0333 0,222
| 0,025 0,0417  0,0383 0 0

0,025 |
0,0417
0,0383
0
0

0,1667 |

1

(4.116)

A hossziranyu normalfesziiltségek vizsgalatat mar szamtalanszor elvégeztem, ¢és konzol

esetén mindig jO egyezést tapasztaltam. Ezért az eredmények bemutatdsat jelen esetben
csupan a nyirofesziiltségekre korlatozom. Mindez a (4.43)-(4.46)-os abrakon lathatd.

magassagi méret [mm]
o
T

150

a0

-0 -

-100 -

180 -

-200

TauXZ nyiréfesziiltség eloszlasa

-140

-100 -a0 0

szélesséqgi méret [mm]

a0 o0 140

200

502

0.4

4.43 dbra t,., nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa az analitikus megoldas szerint

(az értékek N/mm’ dimenzioban értenddk)
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0CT 13 2015
19:1R=109

446516

4.44 dbra t,., nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldasa a numerikus megoldds szerint
(az értékek N/mm’ dimenzioban értenddk)

TauYZ nyiréfesziltség eloszlasa

180 -

i
[=]
T

magassagi méret [mm]
o
T

s

-100 -

-200 140 -100 -50 0 a0 100 150 200
szélesséyi méret [mm]

4.45 dbra T, nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa az analitikus megoldds szerint
(az értékek N/mm® dimenzioban értenddk)
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19:20:09

-.671512 .21037
11 —.440943 .020195

4.46 dbra T, nyirdfesziiltség keresztmetszetek menti eloszldsa a numerikus megoldds szerint

(az értékek N/mm’ dimenzioban értenddk)

Lathatd, hogy az anizotrop rugalmassagtan egyenletein alapuld Lekhnitskii-megoldassal
kapott eredmények ezuttal is jol megkozelitik a végeselemes szamitdsok eredményét. Az
eltérések mértéke minden esetben néhany szazalék alatt marad.

4.5. Anizotrop anyagu gerendak vizsgalatanak osszefoglalasa

Ebben a fejezetben attekintettik az anizotrop anyagi gerendik mechanikai
viselkedésével kapcsolatos legfobb tudnivaldokat. Eldszor bemutattam, hogy a késébbi
vizsgalatok elvégzésére leggyakrabban milyen tipusi mérnoki problémak esetén meriilhet
fel igény. Lathaté volt, hogy a szalerdsitésii kompozitok alkalmazasakor, a szalak
elrendezésétol fliggden az anizotropia Kkiilonb6zo esetei fordulhatnak elé. Ennek
megfelelden attekintettiik, az anizotrop anyagi viselkedés legfontosabb tipusait, azok
jellemzdit valamint leirdsuk maodjat.

Ezt kovetden ratértiink a gerendak vizsgalatara. Itt mindenekeldtt megkiilonboztettiik
egymastol az anizotrop anyagu gerendak fobb eseteit attol fliggden, hogy az adott esetben
beszélhetiink-¢ szerkezeti szintii rugalmas kapcsolodasrél. Ezutan az egyes esetekre
bemutattam az anizotrop rugalmassdgtan elvein alapulé analitikus megoldast. Lathato volt,
hogy az un. nem kapcsolt gerendak esetén egy tetszoleges feladat vizsgalata egy masodrendii
parcialis inhomogén differencidlegyenlet megoldasat igényli, ahol a keresztmetszet
peremén Neumann-tipusi peremfeltételeket irunk elé. Altalanos esetben ennek
megoldasara elsdsorban valamilyen numerikus médszerrel (pl.: végeselemmodszerrel vagy a
véges differencidk mddszerével) van lehetdségiink. Munkdamban - egyszerli négyzet
keresztmetszetre - javasoltam egy, a véges differencidk modszerén alapuld megoldasi
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technikat, mellyel a keresett un. hajlitdsi fiiggvény meghatarozhato”. Kapcsolt gerenddk
esetén a matematikai probléma még Osszetettebbé valik, ugyanis ilyenkor mar egy parcidlis
differencidlegyenlet-rendszert kell megoldanunk.

A modszerek 0Osszehasonlitdsanal hasznalt analitikus eredményeket, most is olyan
egyszeriibb esetekre hatiroztam meg, melyekre a szakirodalomban - tobbé-kevésbé - zart
alaki megoldas talalhato. Ezeket az analitikus eredményeket ezuattal is a
végeselemmodszerrel kapott numerikus eredményekkel hasonlitottam oOssze. Az
eredmények értékelésénél lattuk, hogy az analitikus eredmények nagyon jol (legfeljebb
néhany szazalékos eltéréssel) megkozelitik a numerikus szimuliciok eredményeit. Ezek
alapjan elmondhato, hogy a kordbban részletezett amizotrop rugalmassagtanon alapuld
megoldas megbizhaté eredményekre vezet, azonban altalanos esetben a mérnoki probléma
vizsgalata olyan Osszetett matematikai probléma megoldasat igényli, amelyre altalaban csak
valamilyen numerikus médszer alkalmazasaval van lehetdségiink.

> Ugy gondolom, hogy altalanos alaki keresztmetszet esetén a javasolt modszert a keresztmetszet
konturjanak parametrizalasaval kell kiegésziteni. Igy egyuttal a keresztmetszetek sarkainal tapasztalt
lokalis szingularitasoktdl is eltekinthetiink, melyek abbol addédnak, hogy a Neumann-tipusi
peremfeltételek ezekben a pontokban nem értelmezhetdk.
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5. Osszefoglalas

Munkamban  gerendamodellek  Osszehasonlito  elemzését végeztem el. A
gerendamodellek eredményeinek értékelésekor, ezeket 3D végeselemes szimulaciok
eredményeivel hasonlitottam o6ssze. Dolgozatomban izotrop anyagu, szendvics
keresztmetszetli €s anizotrop anyagu gerenddk mechanikai vizsgalataval foglalkoztam.
Munkamat egy torténelmi attekintéssel kezdtem, mely sordn bemutattam, hogy a hajlitott
gerenda, mint mechanikai fogalom, hogyan alakult ki és fejlodott az évszazadok alatt
valamint, hogy melyek a gerenddk mechanikai viselkedésével kapcsolatos kozelmultbeli és
jelenlegi kutatasok fobb iranyzatai.

Az izotrop anyaga gerendak vizsgalata soran megallapitottam, hogy tomor
keresztmetszetek esetén az alkalmazott modelljeink igen megbizhatok. A nagyon révid és
magas gerenddk esetét leszamitva, a lehajlasok vizsgalatakor minden esetben néhany
szazaléknal Kisebb eltérést tapasztaltam. Mindez némiképpen megvaltozik abban az esetben,
amikor vékonyfali keresztmetszetii gerendat vizsgalunk. Ilyenkor némelyik modellnél még
viszonylag karcsu gerenda esetén is kdzel 10%-os eltérést lathatunk a pontos eredményekhez
képest. Egyuttal azt is lattuk, hogy kifejezetten rovid gerendak esetén a klasszikus modell
relativ hibaja még az 50%-ot is meghaladta. Ezeknek a nagyobb hibdknak az az oka, hogy
ilyen keresztmetszeteknél a hajlitasi és nyirasi merevség aranya megnovekszik, amitdl a
nyirasi alakvaltozasok hatasa jelentosebbé valik. Ezek alapjan megallapithatd, hogy az
fiigg. Statikailag hatarozott gerendanal a fesziiltségek vizsgalatakor az eredmények szinte
tokéletes egyezést mutattak. Emellett, amikor a 4/L arany 0,2 vagy annal kisebb értéket vett
fel, akkor még statikailag hatirozatlan esetben is csak néhany szizalékos eltérést
allapithattunk meg. Az egyes modellek 06sszehasonlitdsakor a Timoshenko-modell
eredményei bizonyultak a leginkabb megbizhatoknak. Ennek az az oka, hogy ez az egyetlen
modell, mely az Un. nyirasi korrekcios tényezé hasznalatan keresztiil kompenzilja az
elméleti hattér hianyossagait. Ezen felill, tomor keresztmetszetek esetén a hiperbolikus
modell is viszonylag pontosnak bizonyult, azonban megfigyelhettiik, hogy ennek a
modellnek a megbizhatésaga erosen fiigg a keresztmetszet alakjatol.

A szendvics Kkeresztmetszetii gerendiak mechanikai vizsgdlata megmutatta, hogy az
egyes modellek sok esetben sokkal nagyobb hibaval dolgoznak annal, mint amit korabban
az izotrop anyagu gerendak vizsgalatanal megfigyelhettiink. Ezeknek a gerenddknak a
viselkedését elsosorban két fontos hatas jellemzi. Az egyik, hogy altalaban igen fajsulyos
nyirasi deformaciékrol beszélhetiink, mivel ilyen esetekben a hajlitasi €s nyirdsi merevség
aranya meglehetdsen nagy. A masik hatas abbdl all, hogy viszonylag puha belsé mag esetén a
kéregrétegek egyiittdolgozasa nem biztositott. A lehajlasok vizsgdlata ramutatott arra,
hogy a nagy nyirdsi alakvaltozasok kovetkeztében a modellek eredményei olykor
szamottevoen eltérnek a pontos megoldastol. Ebbol adodoan a klasszikus modell az esetek
tobbségében nem alkalmazhato, de még az egyes Timoshenko-modellek
alkalmazhatésaga is sokszor megkérdojelezheto. Megfigyelhettik, hogy szamtalan
Timoshenko-modell fellelheté a szakirodalomban, melyek a nyirasi korrekciés tényezo
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meghatarozasainak moédjaban Kiilonboznek egymastol. Szamitasaim azt mutatjak, hogy
azok a modszerek, melyek a korrekciés-tényezé meghatirozasa soran nem veszik
figyelembe a keresztmetszet geometriai és merevségi viszonyait, a legtobb esetben nem
alkalmazhaték. Azok a médszerek, melyek a fenti koriilményeket figyelembe veszik, sok
esetben viszonylag pontos eredményre vezetnek, azonban ezeknél is egy nagyon fontos
alkalmazhatésagi korlat figyelheté meg. Szamottevé kéregvastagsag és rendkiviil puha
belsé6 mag esetén ezek a modellek jelentdsen tulbecsiilik a nyirasi alakvaltozasok hatasat,
mely igy a lehajlisok szamitasaban tobb nagysagrendnyi hibahoz vezethet. A
szakirodalomban fellelhetd modellek minden esetben teljes mértékben egyiittdolgozo
keresztmetszettel szimolnak, azonban a fesziiltségek vizsgalata ramutatott arra, hogy ez
komoly hibiakhoz vezethet. Viszonylag puha mag esetén a kéregrétegek nem tekinthetdk
egylittdolgozonak, igy ezek a modellek az inerciat til-, a fesziiltségeket pedig jelentésen
alulbecsiilhetik.

Az anizotrop anyagu gerendak vizsgdlata elott példakkal illusztralva attekintettiik az
anizotropia fobb eseteit. Az anyagi viselkedés fobb fajtainak megismerése utan
megvizsgaltuk, hogy az anizotrop anyagu gerendakra az egyes esetekben milyen viselkedés
jellemz6. Az alapjan, hogy az egyes gerenddak hajlitassal egyidejli nyiras hatasara a lehajlason
tul elcsavarodo viselkedést is produkalhatnak, a gerendakat kapcsoltnak vagy pedig nem
kapcsoltnak nevezziik. Ezekre a fobb esetekre bemutattam a szakirodalomban fellelhetd
megoldasok menetét. Megfigyelhettiik, hogy még a nem kapcsolt gerendak esetén is, a
szoban forgd mechanika probléma megoldasa egy igen Osszetett matematikai probléma
megoldasat igényli, ahol egy masodrendii parciilis inhomogén differencialegyenlet kell
megoldanunk a Neumann-tipust peremfeltételeket kielégitése mellett. Kapcsolt gerendak
esetén a feladat még inkabb 6sszetetté valik, ugyanis ilyenkor a problémat leiré egyenletek is
kapcsoltak, igy ebben az esetben a feladat megoldasa egy parcidlis differencidlegyenlet-
rendszert kell megoldasat igényli. Altalanos esetben az ilyen feladatok megoldasara
valamilyen numerikus médszerrel van lehetdséglink. Munkamban kidolgoztam egy, a véges
differencidk médszerén alapulé megoldasi technikat, mellyel a keresett Un. hajlitdsi
fiiggvény meghatdrozhat6d. A szakirodalomban néhény egyszeriibb esetre fellelhetd analitikus
megoldassal kapott eredmények igen jo egyezést mutattak a végeselemes szimuliciok
eredményeivel. Az eltérés mértéke rendszerint néhany szazaléknal kisebb volt, ily mdédon az
anizotrop rugalmassagtanon alapulé megoldasok alkalmazhaténak bizonyulnak.

Véleményem szerint jelen dolgozat - elsésorban - az MSc képzésen szerepld
szilardsagtannal ~ foglalkoz6  tantargyak  oktatasaban  '"'kiegészité  anyagként'
felhasznalhato. Az érdeklddé hallgatok itt részletesen olvashatnak az egyes modellek
elméleti hatterérol, megismerve a benniik szerepld feltételrendszert, mindamellett, hogy
ezek alkalmazasara is példat latnak. Tovabba dolgozatom olyan témakordket is érint (pl.
szendvics keresztmetszetli, vagy anizotrop anyagu gerenddk), melyek a dolgozat irasanak
idépontjaban nem képezik az oktatds szerves részét. Ezen feliil igy gondolom, hogy munkam
a modellek kvantitativ 6sszehasonlitasabol adoddan olyan eredményeket is tartalmaz,
melynek tanulsagait a mérnokok gyakorlati munkajuk soran is felhasznalhatjak.
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