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Absztrakt

Egyes nematikus folyadékkristaly-elasztomerek, Un. fotoelasztomerek fény hatdsara
megvaltoztatjak szerkezetiiket és alakvaltozast szenvednek. Mivel az anyagba behatold
fény intenzitasa exponencidlisan csokken a behatolds mélységével, az eloszlasa sem lesz
linearis. Emiatt kiilpontosan terhelt gerendaknal két semleges tengely is keletkezhet a
keresztmetszetben. Kiegészitve M. Warner ¢s L. Mahadevan munkajat [1], levezetem a
kiilpontosan terhelt fotoelasztikus anyagbol késziilt gerendak statikus viselkedését fény
hatasara. Szisztematikusan feltérképezem a semleges tengely helyzetét, majd analitikus és
numerikus eredményt mutatok a semleges tengelyek szaméanak és helyének

paraméterfiiggésére. Bemutatom a gorbiilt fotoelasztikus gerenda egyensulyi alakjat.

[1]: M. Warner, L. Mahadevan, Photo-induced deformations of beams, plates and films,
Phys. Rev. Lett. 92, 134302 (2004).

Certain nematic liquid crystal elastomers, called photoelastomers, change their structure
and deform when exposed to light. The distribution of light intensity is not linear, rather,
absorbed light in the material decreases exponentially with depth. As a consequence, two
neutral axes may develop when the beam, beside light, has excentric normal load. |
supplement previous studies [1] by investigating the static behavior of excentrically
loaded photoelastics beams under light. | systematically find the position of the neutral
axes, then show analytical and numerical results of how the number and location of the
neutral axes depend on the parameters. The equilibrium shape of the curved photoelastics

beam is also presented.
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1. Bevezeto
1.1.Folyadékkristalyok

Napjainkban a folyadékkristaly allapoti anyagokat kiilonb6z6 teriileteken egyre
szélesebb korben alkalmazzak. A folyadékkristalyok elényds tulajdonsaga abban rejlik,
hogy szovetszerkezetiik kiilsé hatisokkal befolyasolhatd. Igy a beldlik késziilt eszkozok
szilardsagi és geometriai tulajdonsagai, bizonyos hatarokon beliil, mesterséges modon a
kivant értékre beallithatéak. Az elektromos- és villamosiparban, a tavkozléstechnikaban, a
vegyiparban, a gyogyaszatban, a jarmi-, és gépiparban, a légikdzlekedésben, az

trtechnikaban és még szamos szakteriileten egyarant alkalmazzak ket [1,2].

A folyadékkristalyok nem szokvanyos anyagok. Ahogy a neviik is mutatja, atmenetet
képeznek a folyadékok ¢és a szilard anyagok kozott. A molekulaik hosszikasak,
radszerliek, melyek orientaltsiga mind egy iranyba mutat. Ezt az éallapotot egy
meghatarozott homérséklettartomanyban tartjadk meg, ilyenkor a szdvetszerkezetiik
makroszkopikus méretekben folyékony, de mikroszkop alatt vizsgalva a szilard testekhez

hasonl6 rendezettséget mutat.
A folyadékkristalyokat a szerkezetiik alapjan harom nagy csoportra lehet osztani [3]:

Szmektikus folyadékkristalyok: a vastag, szivar alakii molekuldk szorosan, egymadssal
parhuzamosan, a molekulatengelyre merdleges sikd, mononuklearis rétegekben

helyezkednek el, szorosan egymas mellett (1.1.1. dbra).

1.1.1. dbra. Szmektikus folyadékkristaly szerkezete [3]

Nematikus folyadékkristalyok: szerkezetik kevésbé rendezett, molekulaik fonalszerii
sorokat alkotnak, melyek molekularis tengelyei egymassal parhuzamosak (1.1.2. dbra). Ez
a szerkezeti felépités jol szemléltethet6 egy doboz fogvajoval, ahol a fogvajok a tengelyiik
iranyaban képesek elmozdulni, vagy a tengelyiik koriil elfordulni, de a doboz miatt a

tengelyek végig parhuzamosak maradnak.
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1.1.2. abra. Nematikus folyadékkristalyok szerkezete [3]

Koleszterisztikus folyadékkristalyok: réteges felépitésii szerkezet, ahol a molekularis
tengelyek parhuzamosak egymassal. Az egyes keskeny rétegekben elhelyezkedd
molekuldk tengelyei az egyes sikokban nem tetszéleges irdnyban helyezkednek el, hanem

csak a szomszédos sik altal meghatarozottan (1.1.3. dbra).

1.1.3. abra. Koleszterikus folyadékkristalyok szerkezete
(forras: http://fizikaweb.uni-pannon.hu/fizika_content/
Oktatas/Bev_kem_kut_lab/folyadekkristalyok.pdf)

Mig szokésos anyagoknal jol meghatdrozott olvadaspont van a szilard és a folyékony
halmazallapot kozott, addig a folyadékkristalyos anyagok olyan hdmérsékleti tartoméannyal
rendelkeznek a két fazis kozott, amelyben megmutatkozik az anyagnak a kettds szerkezete.
A hémérsékleti tartomany egyik végpontjan, az ugynevezett C-N (crystalline-nematic)
pontban van a szildrd és a folyadékkristaly allapot hatdra, a masik végpontjan, az N-L
(nematic-liquid) pontban van a folyadékkristaly ¢és folyékony allapot hatara. A
folyadékkristaly a C-N pontnal folyékony halmazallapotava valik a sz6 koznapi
értelmében, de a molekulai részben megtartjak eredeti rendezett szerkezetiiket [3]. A C-N

pontot livegesedési hdmérsékletnek is szoktak nevezni [3].


http://fizikaweb.uni-pannon.hu/fizika_content/

A tovabbiakban a nematikus folyadékkristalyokkal foglalkozunk. Ezen anyagokat
példaul a folyadékkristalyos kijelzéknél (liquid crystal display, LCD) alkalmazzak.
Ezeknek a miikodési elve 1ényegében abbol all, hogy a vékony rétegben keltett elektromos
tér létrehozéasaval befolyasolni tudjak a molekuldk iranyultsdgat, s ez altal beallithato a

réteg fényatereszt6 képessége [3].

A milanyag eszk6zOk gyartasdban a folyadékkristalyos anyagot folyadékkristaly
polimerként (liquid crystal polymer, LCP) szoktak alkalmazni. Ezek olyan ismétl6do

egységekbdl, monomerekbdl allnak, melyeket kémiai kdtések kapcsolnak dssze.

Bizonyos LCP-k, mas polimerekhez hasonldéan, hagyomanyos froccsontd extruzids,
koextruzids, fivasos stb. eljarasokkal dolgozhatok fel [1,4]. Az folyékony és szilard fazis
kozotti halmazéllapota dmledéket nyird vagy nyajté folyamnak teszik ki, igy a merev
makromolekuldk maguktol szalakkd vagy rostokkd rendezddnek, melyek az omledék
lehtilésekor megmerevednek, igy sajatos molekulaszerkezet alakul ki szilard allapotban.
Kiilonosképpen a merev, palca alaki LCP-K, 0sszehasonlitva a hagyomanyos
polimerekkel, sokkal kedvez6bb mechanikai tulajdonsagokkal birnak, kiilondsen az anyag
froccsontésnél, nagy szakitoszilardsadg és nagy rugalmassagi modulus, nagy iitészilardsag,
kis hdtagulasi egytitthatd, kis vizfelvétel, jo hooregedési teljesitmény, kivételes pontossag,
méretstabilitas, kis zsugorodas, kitlin kuszas-allosag stb. [1,2]. LCP-ket hasznalnak
elektromos és  elektronikai  alkatrészekhez, szaloptikai  Gsszek6td  elemek,
tavkozléstechnikai késziilékek, vegyipari feldolgozo berendezések, gépipari €s trtechnikai
eszk6zok gyartasahoz. Bizonyos LCP-k a gyogyaszati alkalmazasokban helyettesithetik a
rozsdamentes acélt, ellenallnak a gamma-sugarzasnak, valamint a legtobb sterilizalasi
eljarasnak. Sebészeti eszkozok, fogaszati eszkozok, steril talcak és berendezések,
gyogyszeradagolo- és diagnosztikai rendszerek esetében egyarant kivaléan alkalmazhatd
[1,2].

Az eddig emlitett altalanos LCP-k esetében a fazisatmeneti homérséklettartomanyban
kialakitjak a kedvezd szovetszerkezetet, majd az Omledéket lehiitik az tlivegesedési
homérséklet ala, tehat a felhasznaldsi hOmérsékletén szilard 4allapotban van. A
folyadékkristaly polimerek egy kiilonleges csoportjat alkotjdk a folyadékkristaly-
elasztomerek (liquid crystal elastomer, LCE). Ezeknek az anyagoknak az iizemi, illetve

hasznalati hdmérsékleti tartoménya, az iivegesedési homérséklet felett helyezkedik el, tehat



az anyag mar nem szilard, de alul marad az N-L hatartol, tehat az anyag még nem
viselkedik teljes mértékben folyadékként sem. Az LCE-k ilyenkor a felhasznalés

homérsékletén gumirugalmas fizikai allapotban vannak [5].

A gumirugalmas allapot olyan anyagszerkezetet jelent, amely viszonylag kis erdvel is
nagymértékben deformalhato, és rugalmas, tehat a deformal6 er6 megsziinte utan (csekély

marado deformaciotdl eltekintve) ismét felveszi eredeti alakjat, akar a sokadik deformacios

ciklusban is [6].

A B
1.1.4. abra. (A) terheletlen elasztomer szovetszerkezete (B) ugyanaz az anyagszovet

terhelés alatt. Ha a terhelést megsziintetjiik, a szerkezet visszatér az A éallapotba. A fekete

pontok a keresztkitéseket jelolik [6]

A gumirugalmas anyag makromolekulait, a nematikus folyadékkristaly-lancokat elsd
megkozelitésben képzelhetjiik fonalaknak, amelyeket egy-egy csepp ragasztoval
(keresztkotések) helyenként Osszeragasztunk. Ha egy fonalszalat megprobalunk kihtzni
ugy, hogy a tobbi szalat lefogjuk, csak annyira fogjuk tudni kihazni, amennyire a
fonalszalak kiegyenesedés kdzben elmozdulnak egymashoz képest. Ha elengedjiik, akkor
visszaugrik eredeti (rancos) allapotaba. Azonban a gumi (illetve az LCE) sokkal jobban
deformalodik, mint az dsszeragasztott fonalak. Ennek az az oka, hogy a modell nem elég
pontos, a makromolekulak igazabol sokkal kevésbé parhuzamosak, mint a fonalak. A
makromolekuldk két keresztkotés kozott hatalmas kanyarokat irnak le a tér minden
iranyaban. A terheletlen LCE esetén a folyadékkristaly-lancok egyaltalan nem rendezettek,
nem egységes orientaltsaguak és a tengelyeik nem parhuzamosak egymassal, tehat még
nem alakult ki a nematikus izotropia, ahogy azt a 1.1.4. dbra szemlélteti. A szalak

orientdlodasa csak kiils6 teher, vagy deformacid hatasdra kovetkezik be, pl. hizaés,



csavaras, gorbités (az LCE esetén szoba johet még kiils6 magneses, vagy elektromos tér

hatasa is, stb).

Az LCE-ket szokas intelligens anyagoknak nevezni [7], amelyek képesek magneses,
elektromos vagy optikai behatast mechanikai energiava alakitani és viszont. Az ilyen
kiilonleges fizikai tulajdonsagokat hasznaljak ki példaul a jelatalakitd egységekben [7,8].
Ezek olyan kiilonleges szerkezetek, amelyekben fesziiltség, fény, magneses vagy
elektromos tér, vagy hémérséklet hatasara méret-, illetve alakvaltozas kdvetkezik be,
mikozben egy milkodo rendszer kinetikai lancanak részét képezik. Legelterjedtebb az
alkalmazasuk példaul rugalmas kijelzoknél, kiilonleges membranoknal, piezoelemek ¢és
pirodetektoroknal [7]. Orvosi és bioldgiai alkalmazasok terén is igéretes lehetdségeket

jelentenek implantatumok, példaul szemlencse vagy milizom esetében [7].

1.2. A folyadékkristaly elasztomerek termoelasztikus viselkedése

Mint mar emlitettiik, a folyadékkristalyok {izemi hémérséklete a szilard és a folyékony
fazishoz tartoz6 homérsékleti hatarok kozott helyezkedik el, tehat az LCE &atmeneti
allapotban van a két fazis kozott. Ilyenkor az anyagszerkezetet folyadékkristaly molekuldk,
un. mezogének alkotjdk, amelyek nematikusan kapcsolédnak egymdashoz, tehat olyan

fonalszerii sorokat tartalmaznak, amelyek tengelyei parhuzamosak egymassal (/.1.2. abra).

Ha a test homérsékletét addig noveljiik, amig a izotrop nematikus kotések felszakadnak,
a mezogének elveszitik parhuzamossagukat és rendezettségiiket. llyenkor maga a molekula
is deformalodik: a rendezetlenség kovetkeztében kontrakcid jon létre, amely annal

nagyobb mértékil, minél magasabb a hdmérséklet.
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1.2.1.abra. Bal oldalon a gerenda terheletlen helyzete, jobb oldalon a hohatassal terhelt



Ha egy rad vagy lemez alakii LCE testet egyenldtlen homérsékletnévekménynek
tesziink ki, akkor a test meggdrbiil. Ha példaul a felsé réteg feldl kezdjiik el melegiteni,
akkor eldszor a legfelsébb réteg (molekula sor), tehat a kdzvetleniil melegitett feliilet fog
atalakulni a kontrakcios allapotba. Kozben az alsobb mezogén elemek, amelyek még
nematikus rendszerben vannak, Osszébb préselddnek egymashoz, megtartva az eredeti

orientaltsagukat (1.2.2. dbra).

A gumirugalmas allapotd LCE akar 400%-os deforméciora is képes [10]. Ez a

tulajdonsag rendkiviili, specialis alkalmazasokra nyujt lehetdséget (lasd. 1.1. fejezet).

1.3. A folyadékkristaly elasztomerek fotoelasztikus viselkedése

A folyadékkristaly elasztomerek, mint példaul az azobenzolok [12], fény hatasara akar
rendkiviil er6s deformaciora is képesek. Foton becsapodas hatasara az anyag foto-
izomerizalhatd csoportjanak radszeri mezogénekbdl allo strukturaja eltorzul. Az 1.3.1.
dbran, felil lathatd az Ggynevezett trans dllapot, ahol az N=N kotés még egyenstlyban
van. A mezogén lancok ilyenkor egyenesek, merevek és folytonos részét képezik a
nematikus rendszernek. A cis dllapot (1.3.1. dabra, alul) egy olyan fotonbecsapodas altal
eldidézett metastabil helyzet, ahol az N=N kotés mentén a molekuldk erdsen meghajlanak
¢s elhagyjak radszerti strukturijukat. A cis allapot, a termikus hatdshoz hasonloan,

kontrakciohoz vezet [12].

rans

Sd Yo
Cis

-__.-___:‘.-"ﬁ-\.\_\_\_'__"’ﬂ\""-\-\.t N ____________________
%N
P and
{ )
=
o

1.3.1. abra. Azobenzol molekularis alakja fény (hw) hatasara bekdvetkezd trans-cis

izomeraci6 kovetkeztében [12]



Minden szovetszerkezettel rendelkezd anyag jellemezhetd bizonyos mértéki
abszorpcids tulajdonsaggal. Azt a jelenséget nevezik abszorpcidnak, amelyben egy anyag a
rajta athalad6 sugarzas egy részét elnyeli, azaz a sugarzés elnyeldédik az anyagban, vagy

azon athaladva csokkent mértékii intenzitassal halad tovabb [11].

A fény-, ugymint Aaltalaban az elektromagneses sugarzasok abszorpcidja a
hullamhossztoél és az abszorbeald anyagtdl fligg. Ha a sugarzds valamely anyag x

vastagsagu rétegén halad at, akkor az I(0) kezdeti intenzitas I (x) értékiire csokken [11]:

I(x) = 1(0)e @

ahol d a lassitasi hossz, azaz az a hossz, amelyen az intenzitds a kezdeti érték e~1-

szeresére csokken, azaz az anyagban kortilbeliil 63%-os abszorpcio kovetkezik be.

Az abszorpcid soran az elnyelt sugarzas energiajat az elnyeld kdzeg veszi at, rendszerint
héenergia form4jaban, de a kdzeg atom-, illetve atommagstruktiréjara is gerjesztd hatassal

lehet.

Ha az LCE anyagu testet UV fénysugarzasnak tessziik ki, az abszorpcid soran az anyag
altal elnyelt energia olyan valtozast okoz a molekularis struktiraban, amely, hasonldan a
termikus stimuldcidhoz, kontrakciohoz vezet. A kontrakcid linedris aranyossagban van az

intenzitassal [10], tehat:

X
e(x) =—Ce d

ahol €"(x) a sugarzasbol szarmazo alakvaltozas, C pedig (az allandonak feltételezett
hémérséklettdl fiiggd [10]) konstans paraméter, amely a besugarzott feliileten keletkezd

€"(0) = —C alakvaltozast adja meg [10].

Eddigi kutatasok soran mar szamos kisérletet tettek az LCE anyagu testek fény hatasara
probatesteknek kiillonbozo a viselkedése a fényforrds méretének fliggvényében. Alapvetden
kétfajta deformacié a jellemzd: az egyik, amikor a sugarzé fény lassitasi hossza
nagysagrendekkel nagyobb a probatest vastagsaganal, ilyenkor az optikai intenzitas
nagyjabol alland6 a hartyaszerli test vastagsaga mentén; a masik eset, amikor a réteg
vastagsdga lényegesen nagyobb, tulajdonképpen egy effektiv félteret képezve, és ilyenkor

a fény optikai intenzitdsa exponencidlisan elnyelddik, a fent emlitett abszorpcios jelenség
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formajaban. Numerikus szdmitassal kimutattak, hogy a feliileti deformacio erésen fligg a
megvilagitott fellilet sugaranak és a réteg vastagsaganak aranyatol. Az 1.3.2. dbra a

jellemz6 feliiletek valtozatait mutatja térbeli abrazolassal [9].

1.3.2. abra
1. kép: vékony rétegii test kozepes hatdosugarral megvilagitott feliiletének térbeli deformacidja;

2. kép: vékony rétegli test nagy hatdsugarral megvilagitott feliiletének térbeli deformacioja;
3. kép: vastag rétegli test kozepes hatdsugarral megvilagitott feliiletének térbeli deformacioja;
4. kép: vastag rétegli test nagy hatosugarral megvilagitott feliilet térbeli deformacioja [9]

Dolgozatomban a hossztengelye mentén allandé intenzitast fénysugarzassal terhelt LCE
anyagu gerenda viselkedését vizsgalom, tovabbfejlesztve Warner és Mahadevan korabbi
eredményeit [10]. Tekintsiink egy L hosszisagi gerendat, melynek a szélességét s-sel, a
magassagat h-val jeloljik! A gerenda pontjainak definidlasdhoz vegylink fel egy
koordinatarendszert az egyik keresztmetszetben! Az x koordinata jeldlje az anyagi pont

magassagi, az y a sz€lességi, a z pedig a gerenda tengelymenti helyzetét (1.3.3. dbra)!

>

< _ g

1.3.3. abra. A gorbiilt gerenda geometriai paraméterei

A gerendara a z tengely mentén egy N nagysagu, kiilpontos, normaliranyu teher

cres
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Amennyiben a lassitasi hossz lényegesen nagyobb a gerenda h magassagi kiterjedésénél
(d > h), az alakvaltozas a fénysugar iranyaba es6 x tengely mentén kvazi-linearis. Amikor

meggorbiill a gerenda, a semleges tengely, tehdt ahol az alakvaltozas zérus,

. , . . h
hozzavet6legesen a magassag felében lesz, € (5) ~ 0.

Ha azonban a lassitasi hossznal 1ényegesen nagyobb a magassagi kiterjedés (h > d), az
alakvaltozas eloszlasa mar nem kozelithetd linearisan. Az alakvaltozas ilyenkor két
Iényegesen elkiiloniild részbdl tevodik Ossze: a sugdrozatlan hajlitott gerenda linearis
alakvaltozas-eloszlasabol és a sugarzasbol adodo exponencialis alakvaltozas-fliggvénybol.
Ekkor a megfelelé paraméterekkel akar olyan kiilonleges eset is kialakulhat, amikor két
semleges tengely jon 1étre (/.3.4. dbra). Ebben az esetben nytlas jon létre a x € [0, X,4]
régioban, annak ellenére, hogy a fotokontrakcid nagy. A két zérushely kozott kontrakeio, a

masodik semleges tengely, X,,, utan pedig ismét nyulas alakul ki [10].

EZ(X)

1.3.4. dbra A deformalt alak és a keresztmetszet alakvaltozasa, a nyulas pozitiv értelmi, az
0sszehtzodas negativ, az X1 €s X, a semleges tengelyek helyét jelolik
Munkdm célja annak feltérképezése, hogy a paraméterek terében hol €és mennyi
zérushely alakul ki a deformacié soran. Ebbdl a célbdl, az eddigi kutatasokat kiegészitve,
megvizsgaljuk a terheld6 nyomaték Dbehatasat, feltérképezzik a  viselkedés

paraméterfiiggdségét, tovabba megvizsgaljuk a gorbiilt riud kozelitd alakjat.
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2. A fotoelasztikus LCE mechanikai egyenletei
2.1. A gerenda fesziiltségi és alakvaltozasai

crer

az x = 0 oldal fel6l, hossz mentén konstans intenzitassal sugarzo fényhatasnak tesziink Ki
¢s a végkeresztmetszetben kiilpontos normalerével terheljiik. Cél a deformacié soran a

keresztmetszetben kialakuld semleges tengely(ek) helyzetének meghatarozasa.

2.1.1. Anyagi egyenlet

A gerenda anyagat tekintve linearisan rugalmas modellt kovet, tehat a fesziiltségbol

szarmazo alakvaltozas a kovetkez6 anyagi egyenletet elégiti ki:

o,=Ee?,
(1)
ahol a o, a fesziiltséget, €2 a fesziiltségbél szarmazé alakvaltozast, E pedig a rugalmassagi

modulust jeldli.

2.2.2. Geometriai egyenlet

A gerenda alakvaltozasa két részb6l tevodik Ossze: a fénybdl szarmazd e (x)
alakvaltozasbol, illetve a deformacio folytan a hajlitasbol szarmazo €2 (x) alakvaltozasbol.

A teljes alakvaltozas:

g,(x) = &5 (x) + &7 (x).

)
Jeloljiikk X,,-nel azt az x értéket, amelynél a fesziiltség értéke zérus:
0,(Xy) = 0.
3)
Ez (1.) segitségével azt eredményezi, hogy
& (X,) =0,
(4)

tehat ha csak a fesziiltségekbdl szarmazna alakvaltozas, x = X,, helyben lenne a semleges

tengely.
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Az el6z0 fejezetben mar emlitett, fénysugarzasbol szarmazo alakvaltozas a kovetkezo:

X

el (x) = —Ce a.

(5)

Az igazi semleges tengely helyét, tehat ahol az alakvaltozas zérus, jeldljiikk X,,-nel! Ha a

fény a teljes also oldalt éri, akkor kialakul egy allando %, ahol R az X,, helyeken 4thalad6

vonal gorbiileti sugara [10]. Teljesiil:

e, (x) = 5

és x = X, helyettesitéssel

(X n _X—n)
—R .

gz(Xn) =
Kifejezve a (6.) és (7.) egyenletbdl az %—t, kapjuk, hogy

x—Xn
R

+ &,(Xp) = &,(%).

Az (2.) egyenlet alapjan

gz(Xn) = g;(Xn) + 85 (Xn)a

ez a (4.) és az (5.) egyenldség figyelembevételével
_Xn
&X,)=—-Ce a +0

alakba irhat6. Ez beirva a (8.) egyenletbe

xXx—Xn

_Xn
- —Ce a =¢g,(x),

14
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(11.)



ahol £,(x) az (2.) és (5.) alapjan

g, (x) = _CeTa+ el (x).

(12)
Ebbdl a két egyenletbdl a geometriai egyenletet a kovetkezé alakban kapjuk:
gx)=c (e“g — e_)iTn) + x_RX".
(13)

2.2.3. Egyensulyi egyenletek

A gerenda egy keresztmetszetében a normaleré és a nyomatéki egyensulyt kifejezo

egyensulyi egyenletek a kovetkezok:

s [ o,(x)dx = N,
(14.)
s [ 0,(x)xdx = XpuN.
(15.)

2.2.4. Egyenletek egyesitése

A feladat soran két ismeretlen mennyiségiink van: a gorbiileti sugar (R) és a semleges

tengely helye (X,,).
A (14.) jeli egyensulyi egyenlet kifejtése (1.) és (13.) alapjan:

X
Esfoh (Ce_g— Ce_7n+%—%) dx = N,

X Xn
Es foh (Ce_E + %) dx —Es foh (Ce_T + %) dx = N.
Elvégezve az integralast:

Xn h
N | Che™d +Cd (e‘a _ 1) =1 (&~ x4h).
Es R

2

(16.)
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A (15.) jeli egyensulyi egyenlet kifejtése, (1.) és (13.) segitségével:

h X Xn x? Xpx
Esf Cxe d —Cxe d +————dx =X,N
0 R R

Elvégezve az integralast:

+C—e‘d + Cdz[e d 1+ —1]

(17.)

El6szor ahhoz, hogy kifejezhessiik az X,-t, osszuk el a (16.) egyenletet a (17.)-mal,
hogy kiessen az ismeretlen R:

N _X_n _E hZ
XnN hz _Xn h h3 Xy hz 2h? — 3X,h
4 Coe d+Cd2[e d(1+ )-1 5 n

N Xn h3
=< [2h* = 3Xyh = 3hXy + 6X,Xy] + Ce™ @ — + Cd[6Xyd +3X,h — h* — 3d*]e”a
+ Cd[3hd + 3X,h — 2h* — 6X,d] = 0
(18)

Az igy kialakult egyenletben csak egy ismeretlen van, a semleges tengely X,, helye.
Ebbdl a nemlinearis egyenletb6l megkapjuk, hogy mely paraméter esetén hol és hany
darab zérushely alakul ki a deformaci6 soran. A kovetkezd fejezetekben ennek az
egyenletnek a vizsgalatat végezziik el. Ezt kdvetden a 4. fejezetben a masik valtozo, az R

gorbiileti sugar kertil kifejezésre.
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3. A semleges tengelyek szamai és pozicioi

Az ¢léz6 fejezetben meghataroztuk a semleges tengely helyére vonatkozd (18.)

egyenletet. Jeloljiik a bal oldali kifejezést f(X,,)-nel:

N .2 _Xn h3
f(X) = s [2h? — 3X,h — 3hX,, + 6X,X,n] + Ce™ @ -+

h
Cd[6X,d + 3X,h — h? — 3d?]e™d + Cd[3hd + 3X,h — 2h? — 6X,d]
(19.)

Az f(X,) figgvény zérushelyei adjak meg a keresett X,, értékeket. Ebben a fejezetben
ennek a fliggvénynek a vizsgalatat végezziik el, abbol a szempontbol, hogy az adott

paraméterek mellett hol és hany darab zérushely talalhato.

3.1. A zérushelyeket megadd egyenlet dimenzidtlanitasa

Erdemes (19.)-6t dimenzidtlan alakban is felirni, hogy lathatéva valjon, hogy a
paraméterek milyen kombindcidi irjdk le a viselkedés 1ényegét. Bevezetve az Y,, = % uj,

dimenziotlan valtozot, (19.) a kovetkezé alakban irhato:

fX) =g(Yy) = Q + PYp + e

(20.)
ahol:
N (.h® _hX _h o p2 ho o h?
_m(Zﬁ—3aTm>+C[e d(_ﬁ_3)+3a_2ﬁ]
¢= R
243
N ho X, _h o h
P_m(—3a+67)+c[ed(6+33)+33—6]
- Ch®
2d3
(21)

dimenzidtlan paraméterek.
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Vezessiik be a kovetkezé dimenzidtlan paramétereket is:

_ N
" EsdC’
h

w = -,
d
m=2m
h

(22.)

Egyszeriisitve a Q és P paramétereket, a kovetkezé Osszefliggéseket kapjuk a

dimenziotlanitott paraméterek kozott:

2w2-3 )y le~W(—w2—3)+3w—2w2
Q(n,W,m)="(W mw?) [ewg(w )+3w W],
2
(23)
(=3w+6mw)+[e™" (6+3w)+3w—6
P(n,w,m):" w+ mw+iv3 +3w)+3w ].
2
(24)

A tovabbiakban a semleges tengely elhelyezkedését ezeknek a dimenzidtlan paraméterek

fiiggvényében vizsgaljuk.

3.2. Paraméterek abrazolasa

Keressiik a (20.) fliggvény zérusértékeit, azaz a kovetkez6 egyenletet akarjuk megoldani:
0=Q+PY,+e™™
(25.)

A megoldasokat két modszerrel vizsgaljuk; el6szor analitikus modszerrel meghatarozzuk,
hogy mely tartomanyon hany darab megoldas létezik, majd numerikus vizsgalattal

meghatarozzuk azok értékeét.
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3.2.1. Semleges tengely vizsgalata analitikus modszerrel

A g(Y,) figgvény els6 derivaltja a meredekség:

29Un) _ _o=¥n 4 p,
vy,
(26.)
masodik derivaltja a gorbiilet:
2
d g(in) — e Ta,
vy,
(27.)

Mivel a gorbiilet pozitiv minden Y,,-re, igy nincs inflexios pontja (20.)-nek. Tehat az els6
derivalt szigorGan monoton noévé. Igy a g(¥;) fiiggvénynek legfeljebb 1 minimum pontja

van, tehat zérushelye maximum 2 lehet, tehat legfeljebb két semleges tengely 1étezhet.
Vegyiik a g(Y,,) fliggvény minimumat, tehat (26.) zérushelyét:
e =p,

(28

o
T
|

-Yn

3.2.1.1. dbra A (28.) egyenlet megoldasa

Az 3.2.1.1. abran a P és az e~ fiiggvény metszéspontja adja az eredeti g(Y,,) fiiggvény
minimumbhelyét. Jol lathatd hogy az e ~» alulrél korlatos, tehat a P érték el6jele hatarozza

meg, hogy a g(Y,,) fiiggvénynek van-e minimumpontja.
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Két esetet kiilonboztetiink meg:
elsd eset: P < 0.

Ekkor a g(Y,) fiiggvénynek nincs minimumpontja, a 3.2.1./. dbrdn nincs metszéspont.
Ekkor g(Y,)-nek 0, vagy 1 zérushelye lehet. Vizsgaljuk meg, hogy hol alakulhat ki 1

zérushely!

(20.)-et atrendezve:
e " = —-Q - PY,

(29)

A 3.2.1.2. dbran jol lathatd, hogy mindig van metszéspont, ha a P < 0. Mindig pontosan

egy megoldas van.

-¥n L

[1°]

—Q-P¥n|

3.2.1.2. dbra. (29.) egyenlet abrazolasa
Vizsgaljuk meg a P = 0 esetet! llyenkor leegyszeriisodik az egyenlet:
eV = —Q.
(30.)
Ha Q < 0, akkor mindig 1 megoldas van,
ha Q = 0, akkor nincs megoldas.
masodik eset: P > 0

Ekkor a g(Y,) fuggvénynek 1 minimumpontja van. Ez azt jelenti, hogy 0, 1, vagy 2
zérushely lehetséges. Vizsgéaljuk meg, hogy mely tartomdnyon mennyi a megoldasok

szama!
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Tudjuk, hogy g(Y,) fiiggvény grafikonja egy olyan konvex gorbe, amely egyetlen
minimumponttal rendelkezik. Ebbdl kifolyolag a minimumpont helyzetének ismeretében

meg lehet hatarozni a zérushelyek szamat.
A derivalt fliggvény zérusértékébdl, azaz a (28.) egyenletbdl a minimumhely:
Y, = —In(P)
(31))

Ez behelyettesitve az eredeti fiiggvénybe:

9 min = P(1 —In(P)) + Q.
(32)

A g(Y)min el6jelének ismeretében harom eset kiilonboztetheté meg:

Ha P(l — ln(P)) + Q > 0 akkor nincs zérushely.
Ha P(l — ln(P)) + Q = 0 akkor pontosan 1 zérushely van.
Ha P(l — ln(P)) + Q < 0 akkor biztosan 2 zérushely talalhato.

Osszegzésként a 3.2.1.3. dbra szinkddolassal mutatja a semleges tengelyek szdmat a P és

Q paraméterek fliggvényében.
a5
5.0

25

25

50

75375 B0 25 00 75 50 75

P

3.2.1.3. abra. A semleges tengely szama szerinti tartomanyok. Jeldlések: citromsarga=2,

narancssarga=1, piros=0 semleges tengely talalhat6 a keresztmetszetben

21



3.2.2. Semleges tengelyek vizsgalata numerikus modszerrel

A MathCad 14 szoftver segitségével numerikusan is meghataroztuk a kiilonféle P és Q
paraméterértékek esetében a semleges tengely(ek) helyzetét. A 3.2.2.1. dbra a P,Q €
[—7,5;7,5] tartomanyban mutatja az eredményeket. Ezt a vizsgalt tartomanyt 600x600
pontra bontva, az egyes pontokban kiszamitottam a semleges tengelyek szamat és helyzetét

(lasd. 1. melléklet).

Az algoritmus lényege, hogy sorra veszi a kiilonb6zé P és Q paramétereket, minden
egyes ciklusban ujra definialja a (20.) semleges tengely fiiggvényét, majd a manualisan
megadott intervallumban megkeresi a fliggvény zérushelyét. Amennyiben a semleges

tengelyt nem talalja, tudatja azt is, hogy ott nincs.

75

s0f

50}

75 5.0 2.5 0.0 25 5.0 7.

3.2.2.1. abra Az els6 (bal oldali abra) és a masodik semleges (jobb oldali dbra) tengely
helyének abrazolasa szinkodolassal. A citromsargatol a piros tartomanyig skalazva
jelennek meg a semleges tengelyek helyei az legalacsonyabbtol (Y,, = —3,524) a

legmagasabb értékekig (Y;, = 300). A sziirke tartomany azt jelenti, hogy ott nem talalhato

semleges tengely.
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4. A gerenda goOrbiiletének egyenlete

4.1.Dimenziotlanitas

A 2.2.4. fejezetben a gerenda mechanikai egyenleteibdl levezetett (16.) és (17.)
egyenleteket illetden megallapitottuk, hogy a két egyenlethez két ismeretlen paraméter
tartozik: X,, és R. Akkor az X,, keriilt kifejezésre, az R -t kiejtve. Ebben a fejezetben az R-t
fogjuk kifejezni, pontosabban a gorbiileti sugarat magaba foglaldé gorbiilet dimenzidtlan

alakjat.

Elsé 1épésként dimenzidtlanitsuk az egyenleteket, ehhez el0szor bevezetjik a 3.

fejezetben ismertetett (22.) dimenzidtlan paramétereket, és az R és az X, helyett a

. ., h , Xn _ 1 ,
dimenzidtlan k = =z ©8 Y, = 7” valtozokat.

A dimenziotlan paraméterek behelyettesitésével (16.)-bol kapjuk:

n:lK_Y_nK_e_Yn_d_Fl’
2 w w w
(33)
(17.)-bol pedig:
mn=-k—2k—w2eYA+w)+wi-tetn
37 2w 2
(34)

4.2. A k dimenziotlan gorbiilet szamitasa

Fejezziik ki (33.)-b8l e~'-t, majd helyettesitsiik be a (34.) egyenlethe! Az Y,, ekkor

kiesik, igy kifejezhetd a k relativ gorbiilet:
k=6nCm—-1)—-6wQwl-1)+6w 12w+ 1e™v.
(35)

4.3. A gorbiileti egyenlet analizise

Vizsgaljuk meg (35.) egyenletet! Két részre kiilonithetd el ez a kifejezés. Az egyik az
erOteher helyétél és nagysagatol fliggd, a masik csak a fényteher intenzitasatol fiiggd
tagbol all.
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Kozpontos terhelésnél (m = 0,5) az elsé tag kiesik, tehat megallapithato, hogy ebben az
esetben a gorbiilet fiiggetlen az erd nagysagatol és csak a sugarzas behatolasi mélysége
befolyasolja. A kozpontos terhelés esetén a k dimenzidtlan gorbiilet alakulasat a 4.3.1.

abra szemlélteti.

1 1 I 1 1
0.8

0.6
wi(w_ 0.3)
04

02
0

w

4.3.1. dbra. A dimenzidtlan gorbiilet kozpontos teher esetén (m=0.5) w fliggvényében

A kozpontosan terhelt rad maximalis gorbiilete w = 2,688-nél van, ahol a gorbiilet

értéke: k = 0,836.

Ha ennél nagyobb gorbiiletet akarunk elérni, akkor kiilpontosan kell terhelni a gerendat.
Mivel a (35.) kifejezés elsé tagja nem fiigg a w-tol, igy a fliggvény csak fiiggblegesen
tolodik el, de az alakja nem valtozik (4.3.2. dbra).

—45 T T T T
w(w, 0.007 467
k(w0007 4T Lo

kw0115 [
S e

—50 | | | |

W

4.3.2. abra. A kiilonboz0 kiilpontossaghoz tartozo gorbiiletek alakuldsa w és a normalteher

kiilpontossaganak fliggvényében (A k masodik valtozoja az m paraméter).

Mindebb6él az kovetkezik, hogy a maximalis gorbiiletet mindig ugyanakkora
fényintenzitassal tudjuk eldideézni, értéke csupan a kezdeti gorbiilettdl fiigg, amit a

kiilpontos teherrel lehet eléidézni.
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5. A semleges tengelyek fiigevényének abrazolasa

Gyakorlati alkalmazasokban a fotoelasztikus gerenda pontosan megtervezett deformacioit
elsésorban a sugarzo fény intenzitdsanak valtoztatasaval kivanjuk befolyasolni. Ahhoz
hogy pontosan ismerjiik az egyes fényintenzitasok mellett a gerenda viselkedését,
sziikséges a w behatolasi mélység fliggvényében is meghatarozni a keresztmetszetekben

kialakulé semleges tengelyek szamat és helyzetét.

A 3. fejezetben bemutattuk a semleges tengelyek szamanak és helyének P és Q

paraméterfiiggését.

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a kiilonb6z6 (relativ fényintenzitast jellemzd) w
behatolasi mélységektdl fiiggd gorbék hogyan helyezkednek el és hogyan valtoznak a

vizsgalt tartomanyokon.

5.1. Terheletlen allapot

Vizsgéaljuk meg azt az esetet, amikor nem mikdodtetiink normalterhelést a gerendara.
Ilyenkor a P és Q paraméter kizarolag a w behatolasi mélységtol fiigg. Ezek fiiggvényeit a
5.1.1. dbra szemlélteti, amelyen leolvashato hogy Pe(0,374;0,618)-on a gerenda nem
rendelkezik semleges tengellyel, amely a behatolasi mélység szempontjabol
we(1,013;2,207) tartomanyt jelenti.

0 T T T

Q —-05 -IL"-.,h \ aximalis gorbilet -

\5\'»[][ ~ R g@?‘ ’

T oMY
i '[ T |
—_ 1 ‘ !1’66(\
o]l
-15 L ' -
0 0.5 1 15 2

5.1.1.abra. A terheletlen gerenda semleges tengelyeit leird gorbe, a w fiiggvényében

(piros). Az x intervallum a gorbe semleges tengely nélkiili tartomanyat jeloli.

A 4.3. fejezetben megallapitottuk, hogy a gorbiilet a gerenda terheletlen és kézpontosan
terhelt allapotaban kizardlag a relativ fényintenzitastol fiigg. A kdzpontosan terhelt rad
maximalis gorbiilete w = 2,689-nél van, ahol a gorbiilet értéke: k = 0,836.
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Az 5.1.1. abran lathato, hogy a maximalis gorbiilet a két semleges tengelyt tartalmazo
tartomanyon talalhato, a (0,311;-0,729) pontban.

5.2. Kozpontosan terhelt allapot

A kozpontosan terhelt gerenda w behatolasi mélységtdl fliggd viselkedését az 5.2.1. abra

szemlélteti, ahol a normalteher fokozatos csokkentését is figyelemmel kisérhetjik.

0.8 1

5.2.1. abra Kdzpontosan terhelt allapot gorbéinek véltozasa a terheld erd fokozatos
modositasa soran

5.3. Kiilpontos normalerovel terhelt allapot

Vezessiik be a normalteher valamilyen mértéki kiilpontossagat! Ekkor két paraméter
fogja a w-tdl fiiggd gorbét befolyasolni: az m eréteher helyét, és az n eréteher relativ
nagysagat befolyasolo tényez6. A két paraméter viszonyat az 5.3.1. abrdn mutatjuk be. Az
abran a vizszintes tengelyen levd pontok a kézpontosan terhelt eseteket abrazoljadk (m =
0,5), a fliggbleges tengelyen 1évd pontok, pedig a terheletlen allapotot mutatjak (n = 0).
Ezeket az eseteket a fentieckben mar megvizsgaltuk. A tovabbiakban tehat mar csak a

tengelyek altal hatarolt, négy tartomany vizsgalata sziikséges.
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m=0,5 m=0.5

n<0 n=0
m 03
12%5 m=0.5
n=0

5.3.1.  dbra Az erbteher nagysaga (n) és a kiilpontossag (m) kombinacidit bemutatd grafikon

1.

tartomany: m < 0,5ésn > 0

1 seffleges tengely
=

Bus) Jues Z .

m=0,45

P P
5.3.2.abra Az els6 tartomany gorbéi. Bal oldalon a huzoerd, jobb oldalon a kiilpontossag

fokozatos csokkentésének hatasa figyelhetd meg

Megallapithatd, hogy kellden kis nyomatéki terhelés (kis teher, illetve kis kiilpontossag)

esetén, mar eléfordulhat 2 illetve 0 semlegestengelyti allapot is.

tartomany: m < 0,5én <0

Az 1. esettel ellentétes nyomaték alakul ki a szerkezetben, mivel itt nyomoerdt

alkalmazunk. Kis nyomaték esetében még igy is kialakulhat semlegestengely-mentes

allapot.
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5.2.3. abra A masodik tartomany gorbéi. Bal oldalon a nyomderd, jobb oldalon a

kiilpontossag fokozatos novelésének hatasa figyelhetd meg

tartomany: m > 0,5ésn > 0

5.2.4. dbra A harmadik tartomany gorbéi. Bal oldalon a htizéerd, jobb oldalon a

kiilpontossag fokozatos ndvelésének hatasa figyelheté meg

Az m novelésével (a kiilpontossag folyamatos novelésével), illetve a n folyamatos
novelésével hasonld jellemzok érvényesek, mint a 2. tartomanynal. Ennek az az oka, hogy
mig ott a kozépvonal alatti nyomasnak, itt a kozépvonal feletti huzasnak tettiik ki a testet,

amely ugyanolyan jellegli hajlitast eredményez.

tartomany: m > 0,5ésn <0

Az m novelésével (a kiilpontossag folyamatos novelésével), illetve a n folyamatos

novelésével a hasonlo jellegli hajlitas miatt, ugyanazok a jellemzok érvényesek, mint az 1.

tartomanyon.

n=035
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‘Bua) | Was 7

5.2.5. abra A negyedik tartomany gorbéi. Bal oldalon a huzoerd, jobb oldalon a

kiilpontossag fokozatos csokkentésének hatasa figyelheté meg
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6. A gerenda rugalmas vonalanak eqyenlete

Dolgozatunkban eddig a csak a gerenda keresztmetszetének viselkedésével
foglalkoztunk. Ebben a fejezetben a gerenda fény, illetve nyomatéki teher hatasara torténd

lehajlasanak egyenletét hatdrozzuk meg.

6.1. Statikai vaz meghatarozasa

Ugyanugy, mint a keresztmetszet alakvaltozasainal, a lehajlasnal is kétféle
alakvaltozasrol beszélhetiink: u,(z) fénybdl adddo alakvaltozasrdl és u(z) rugalmas

alakvaltozasbol, melyet a teher idéz eld.

Az egyszerli peremfeltételek kedvéért a statikai vazat kéttdmasza tartoként vettiik fel

(6.1.1. dbra).

6.1.1. abra Gerenda statikai vaza és a ra hato terhek

6.2. Mechanikai eqyenletek

A fénybdl adodo u, (z) alakvaltozast kezeljiikk ugy, mint egy kezdeti alakvaltozast.

A z pontra felirhato mechanikai egyenletek:
h
My(2) = N (u:(2) + (@) + Xy = 3),

(36.)

d?u(z) __ My (z)
dz? Ely

(37.)
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u(2) = [[ K, dzdz = K, = — L 2,

2

2 2
(38.)

ahol N a terhel6 normalerd, X,,, a teher kiilpontossaga, h a keresztmetszet magassaga, E a

rugalmassagi modulus, I, a keresztmetszet y tengelyre vonatkozé inercianyomatéka, i,

pedig a fény altal eldidézett gorbiilet €s kihasznaltuk, hogy a gerenda végein csuklos a

megtamasztas (6.1.1. dbra).

A harom differencidlegyenlet 6sszevonasa:

—_——7 [

"2 2+m2

N N 2 L h\ d?
—u(z)+—<rc zZ_& X >+ u(z)=0

EL, EL, dz?
(39.)
Egyszertsitsiink a k = /% paraméter bevezetésével.
y
d*u(z) K, K, L h
74‘ kz u(z) = —kz (722 — > Z+Xm—E>
(40.)
6.3. Differencidlegyenlet megoldasa
Homogén differencialegyenlet altalanos megoldasa
d?u(z) 2 _
T k“u(z) =0.
Megoldasa:
Yhomait = €1 cos(kz) + c,sin(kz).
(41)

Partikuléris megoldas:

d2Y,,
T2 = —Ck? K,
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KL h K h
—CK? Ky + k2 [—Ckz(ﬁzz— s z+Xm——)]=—k2 (lz2+Xm——)

2 2 2 2 2
Krgp2 - KTLz+Xm—ﬁ
C= 2 2 2
K, + k2 (%z2 — KELZ-i-Xm—%)
(42.)
A differencidlegyenlet megoldasa
2
k? (%22 —KTrlz + Xm —g)
u(z) = ¢, cos(kz) + c,sin(kz) — ” =7 7
(7r22 —%Z+Xm—7)k2 + K
(43.)
A peremfeltételek a kovetkezok:
h 2
K2 (Xn — 3)
u(0)=0-¢ = 7
(Xm — 7) k2 + K,
2 2
©(xm-3) K (% -3)
7 — 7 cos (kL)
(Xm—7>k2 + K, (Xm—i)k2 + K,
ul) =0-c, = sin(kL)
(44.)

fgy a differencialegyenlet megoldasa a kovetkezé:

2

sin(kz) K (Xm _ %) — K (Xm _ %) cos(kL)
(Xm—%)k2 + K, (Xm—%)k2 + K,
u(z) = sin(kL)
~ k? (%z2 — KTrlz + Xm — %)2 s k?cos(kz) (Xm — %)2
(%Zz—%lz+Xm—%)k2+Kr (Xm—%)k2+rcr

(45.)

32



Mivel a 6.1.1. abran feltiintetett globalis koordinatarendszernek megfeleléen az u(z)

elmozdulés egy lehetséges fliggvényét a 6.1.2. abra dbrazolja.

6.1.2. abra. Példa az u(z) lehajlas fiiggvény alakjara
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7. Példa bemutatasa

Példa:

A gerenda geometriai paraméterei a kovetkezok:
hossz: L = 10cm,
sz¢lesség: s = 1cm,
magassag: h = 2cm.
A testet alulrol terhelje egy a hossz mentén konstans d = 4mm lassitasi hosszal jellemzett
fényhatds, tovabba legyen kiilpontos nyomoerdvel terhelt a keresztmetszet alsé élében.
Xm = Ocm,
N =1N.
Az anyag rugalmassagi modulusa: E = 102N /mm?.
Az anyagra, illetve a sugérzasra jellemz0 alakvaltozési paraméter: C = 1%.

Dimenzidtlan paraméterek meghatdrozasa 3.1. fejezet alapjan:

n=25x10"°,
w =35,
m = 0.

Semleges tengely(ek) szdmanak és helye(i)nek meghatarozdsa 3. fejezet alapjan:
P = 0,146,
Q = —0,563.

A grafikonon valé elhelyezkedést a 7.1. dbra mutatja. Leolvashat6 hogy a testnek 2 darab

semleges tengelye van.

)
Vi

| semleges tengel

7.1. abra. A Q-P grafikon. Az x-szel jelolt pont mutatja a test helyzetét
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Analitikusan megadhat6 a két semleges tengely konkrét helyzete:
Y1 = 0,750,
ami konkrétan: X,,; = 0,3 cm.
Y., = 3,582,
ami konkrétan: X,,, = 1,4 cm.
Gorbiilet meghatarozasa 4.2. fejezet alapjan:
k =0,731.

Gorbiileti sugar k = RhT alapjan:
R = 2.735m.

A deformécid soran a keresztmetszetben kialakuld £P(x) alakvaltozasi fiigevény 2.2.2.

fejezet alapjan:
Xpn1-bol:

X 0,003
T 0.004 —= x—0,003
Sg(x) = 0,01 (e 0,004 — @ 0,004) + —

Xpo-bol:

x 0,014 _
e?(x) = 0,01 (e_m — e_0'004) + %.
Mivel a (18.) semleges tengelyek egyenletének mindkét semleges tengely megoldasa, ezért
mindkét ££(x) alakvaltozas egyenlet ugyanazt a gorbét adja. A 7.2. dbrdn ezért elegendd

csupan az egyik fiiggvényt abrazolni.

G107 T
b 421077
£z [-x]
— 2107

0 0.01 0.02

7.2. dbra. A keresztmetszet normal iranyu alakvaltozasa

A gerenda rugalmas vonalanak meghatarozésa 6.3. fejezet alapjan

3
I, = 22209 _ 6667 x 1072 m*,
y 12
k= \/ﬁ =0.01225 m_l,
1014%X6,667X10
K, =~=0,3657mL.
R
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u(z) = 4,102 x 1078 x c0s(0,01225 X z) + 2,512 x 101! x 5in(0,01225 X z)

1,500 x 107* x (0,01828 x z — 0,1825 X z% + 0,01)?
—2,7424 x 107 X z + 2,7424 X 107 x z2 4+ 0,3657

-Ui=)

0 002 004 006 008 01

Z

7.3. dbra. A gerenda lehajlasa
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8. Konkluzi6

A munkank soran folyadékkristaly elasztomer anyagi gerenda fény hatasara torténd
alakvaltozasat vizsgaltuk, nyomatéki terheléssel kiegészitve a jelenséget.

A tanulméany egy szakirodalmi attekintéssel nyit, amely atfogd ismereteket nyujt a
folyadékkristaly allapotu anyagok szerkezeti felépitésére, és viselkedésére, illetve
felhasznalasi technologiak, ¢és alkalmazési szakteriiletek széles skaldjat ismerteti. A
bevezetd végén megfogalmaztuk a tanulmany alapjat képezo jelenség 1ényegi felépitését és
definidltuk az alapveté geometriai paramétereket.

Mechanikai egyenletek segitségével meghataroztuk a keletkezd semleges tengelyek
helyét leir6 egyenletet, majd elvégeztik annak analizisét. A vizsgidlat soran
megallapitottuk, hogy bizonyos paraméterértékek esetén a gerenda keresztmetszetében két
semleges tengely is talalhato.

A paraméterek Osszevonasa ¢s grafikonba rendezése utan lehataroltuk a semleges
tengelyek szama szerinti tartomanyokat analitikus modszerrel, majd numerikus modszerrel
meghataroztuk a semleges tengelyek helyét.

E grafikonon kimutattuk a fény intenzitdsanak fliggvényében a kiillonbozd gorbék alakjat.
Tanulméanyoztuk egy-egy paraméter fokozatos modositasaval a gorbék valtozadsanak
jellegét, illetve a semleges tengely szdma szerinti tartomanyokhoz képesti elhelyezkedését.

Szintén a mechanikai egyenletekbdl meghataroztuk a deformalt gerenda gorbiiletét. A
vizsgalat soran eredményiil kaptuk, hogy a gorbiilet mindig egy bizonyos behatolasi
mélység értéknél éri el a maximalis értéket. Megallapitottuk tovabba, hogy a gorbiilet
kozpontosan terhelt allapotban nem fligg az erdteher értékétol.

A munkéank végén a gerenda lehajlasa keriilt meghatarozasra, ahol a fény altal eldidézett
alakvaltozast kezdeti alakvaltozasként vettiik figyelembe.

Végiil szampéldaval mutattuk be a kapott Osszefliggések gyakorlati alkalmazasat, az

analizis levezetését.
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1. MELLEKLET

A melléklet a 600X600-as matrixnak egy 150x150-es részét tartalmazza.

Pr:=0.7.5"

Qr:= -75.75

Pro= | for i 0. 300 Qr:= | for i 300..-300

v, 0.025(0 Visgop — 0-0250
v \Y
0 0
0 0 0 -7.5
1| 0.025 1| -7.475
2 0.05 2 -7.45
3| 0.075 3| -7.425
4 0.1 4 -7.4
5| 0.125 5| -7.375
6 0.15 6 -7.35
Pr=l 7| 0.175 Qr=l 7| -7.325
8 0.2 8 7.3
9 | 0.225 9 | -7.275
10 0.25 10 -7.25
11| 0.275 11| -7.225
12 0.3 12 7.2
13| 0.325 13| -7.175
14 0.35 14 -7.15
15 15

Q(P) := P{1 - In(P))

P:=0,0.01..3




Qr

~Q(0.85) = -0.988

ZH1:=

0
0 -7.5
1 -7.475
2 -7.45
3 -7.425
4 -7.4
5 -7.375
6 -7.35
7 -7.325
8 -7.3
9 -7.275
10 -7.25
11 -7.225
12 -7.2
13 -7.175
14 -7.15
15

Yn

Pr =

ZH1 =

er(Yn) « Qr + Ynipr, + e

for i00..150
for j 00..150
f e
9]

Yn

Yni,j < "nincs’ on errorYni’j ~ root(er(Yn),Yn,-100,0)

0 1 2 3 5 6 7 8
0 0| 0.025 0.05| 0.075 0.1 0.125 0.15| 0.175

0 1 2 3 4 5 6 7
0 -2.015| -2.022| -2.028| -2.035( -2.042| -2.048| -2.055| -2.062
1 -2.012( -2.018( -2.025| -2.032| -2.038| -2.045| -2.052| -2.059
2 -2.008| -2.015| -2.022| -2.028( -2.035| -2.042| -2.049| -2.055
3 -2.005( -2.012( -2.018| -2.025| -2.032| -2.039| -2.045| -2.052
4 -2.001| -2.008| -2.015| -2.022( -2.029| -2.035( -2.042| -2.049
5 -1.998| -2.005| -2.012| -2.018( -2.025| -2.032| -2.039| -2.045
6 -1.995( -2.001| -2.008| -2.015| -2.022| -2.029| -2.035| -2.042
7 -1.991| -1.998| -2.005( -2.012( -2.018| -2.025( -2.032| -2.039
8 -1.988( -1.995( -2.001| -2.008| -2.015| -2.022| -2.029| -2.036
9 -1.984( -1.991( -1.998| -2.005| -2.012| -2.019| -2.025| -2.032
10 -1.981| -1.988| -1.995( -2.001( -2.008| -2.015( -2.022| -2.029
11 -1.978( -1.984( -1.991| -1.998| -2.005| -2.012| -2.019| -2.025
12 -1.974| -1.981| -1.988| -1.995( -2.002| -2.008| -2.015( -2.022
13 -1.971| -1.977| -1.984| -1.991( -1.998| -2.005( -2.012| -2.019
14 -1.967( -1.974| -1.981| -1.988| -1.995| -2.002| -2.008| -2.015
15 -1.964 -1.97| -1.977( -1.984( -1.991( -1.998| -2.005




ZH2:= | for i00..150
for j 00..150

f i

g«

er(Yn) — Qr + Ynipr, + e "

Yni,j < "nincs’ on errorYni’j ~ root(er(Yn),Yn,0,404)

Yn

0 1 2 3 4 5 6 7
0 "nincs" 300 150 100 75 60 50| 42.857
1 "nincs" 299 149.5| 99.667 74.75 59.8| 49.833| 42.714
2 "nincs" 298 149 99.333 74.5 59.6| 49.667| 42.571
3 "nincs" 297 148.5 99 74.25 59.4 49.5( 42.429
4 "nincs" 296 148| 98.667 74 59.2| 49.333| 42.286
5 "nincs" 295 147.5| 98.333 73.75 59| 49.167| 42.143
6 "nincs" 294 147 98 73.5 58.8 49 42

ZH2=| 7 | "nincs" 293| 146.5| 97.667| 73.25 58.6| 48.833| 41.857

8 "nincs" 292 146 97.333 73 58.4| 48.667| 41.714
9 "nincs" 291 145.5 97 72.75 58.2 48.5| 41.571
10 | "nincs" 290 145| 96.667 72.5 58| 48.333( 41.429
11 [ "nincs" 289 144.5| 96.333 72.25 57.8| 48.167| 41.286
12 | "nincs" 288 144 96 72 57.6 48| 41.143
13| "nincs" 287 143.5| 95.667 71.75 57.4| 47.833 41
14 [ "nincs" 286 143| 95.333 71.5 57.2| 47.667| 40.857
15| "nincs" 285 142.5 95 71.25 57 47.5




